


�������� �	
�� 
������
)�������� �����(

��� ���� � � �!" 
#�����$����

%��� ��!��&�	'� 
����$��' ���� %	("

)�*
� "� &���"� ���+�!� �,�- &�.�/0�1#��2���

3"���
��(��4��� ��.5

�*�.�" ��	1�: �	��  ���1��, 7#8� ���
 ��	1�"����  : �	���!� " #*8� ��� �/���

#�41�  
�� 9:;<



����� ��	
����� ��	
����� ��	
����� ��	



�م ا	���ت ����ن����
 ار�� و دآ�ا-آ�ر�����

:��ر��
:	�ر�

��� �و�� ��وه

�م ��وژ$ #"!�ت 

 �&!'()٧
 + �, $�-�دا�

ا�.آ/.
)()�!2 1�ان�&�(

45��6"�ت دا��:

��ي �زادزه�ا �����و��ن  :��م و ��م ����اد��$#�دل!�ر ��دا�

%���
ـ	�ر� دا�:٨١٢١٣٩,,�-.�ر��2
 و ��1م �0$/����:دا�

��1م �0$/����:��و� ه8- � �7 ��6
:ر�5� ��34

�6"�ت ا��8د راه�'��:
 ا �5د��ر:در;� و ر�6� د0: �1
 7-ث ��ا ��
 :���اد�
��م و ��م �


:در;� و ر�6�:��م و ��م ����اد�

�6"�ت ا��8د ���ور�:

 دا����ر:در;� و ر�6� د0: $��<
 $= 7>- ر��2
:��م و ��م ����اد�

:در;� و ر�6�:��م و ��م ����اد�

!@ د��?�ام ورو�4ي در 9�<� 
=�ه�ي ��ا;&!���( ':�ـ���� �9 
�ر���4ان ����ن

Generalization of Voronoi diagram in some non-Euclidean spaces:���� �9 ا�-&!4���Aان ����ن

ا�ــدآ5-ــار�آ�ر��8 
: ��ع @�وژ�

١٣٨٧: �ل ��34
�يــ�Dاي�� #�!��8ديآ�ر!�دي

١٩:�#-اد واF-١٣٨٧:��ر�� ��E�١٣٨١:�ر�� ��وع�
 دا��I#8J ��K ا$=60=: �ز$�ن �G$H آ88-� ا�651ر


=�ي 
!�A&�ي، د��?�ام ورو�4ي، دا��$ ا� ���C، :�ـ�ر�ـه�ي آ&!�ي �9 
واژ$
�)�/��D 4ي، ه����E4EFي ه�=
.

:ه�ي آ&!�ي �9 ا�-&!�Aواژ$
Computational geometry, Finsler space, Hyperbolic space, Inversion circle, Voronoi diagram.

��3Mت $
�Nه�ي

�#-اد 
����3       ;-ول          �Pدار           �O�Jت

��          واژ�Q��$��

�#-اد 
R;ا�$
١٠٠

�#-اد 
�O�Jت
T%�<2

U$ ز!�ن
V��Kا�          

�Wر 
  �W�-�.Xر V��Kا�
Yددا���

�!E� 
ه�ي ��وه�� دا��-�$�I�ه� و �!���Jده� 4I�� �9ر H/4د 
:ا �5د

���:دا�

:ا�=�ء ا��8د راه�'�
Lر��):

����PDF 9"4رت ���� و 
�م ا	���ت ����نارا�P �9 � �و�� ��وه�� O �9�ا$ ��6A� 2 اE)�و�!)� از ����ن: ١
 $�!(Q پ�Q $ا�O)�A!&-ر�� ا��

�م ا	���ت ����نو)  ����

٢ :�9 �Pارا ���T�8آ $�C�
�م دو V&� ����ن ���� ���U ( دا� WC!و��CE�6 اA�  $ا�O �9 در
���T�8X W-��> �YZ, /\ ]��4 ا��م ��$ در	د$ ��
) ��4E^_X�� (^_Xح 



أ

���� ���:

                       ����� �� 	�
 ����
 ��� ��� 
�� �� ���� ����� ����� 	� 	��� �� �! " � #�$%� ��&��� '() 	� 	
 ���
�        

                     � ���� ����
 ���* ����� �
��� "�� ��+�%,! & -�,� �����. 	
 ������� /���.�� 
�%�� �0�1� �23 �%

 /�*4 .

   �� "��6�. � � �7� ��1���� �8��� �%

 /�*4 ���� �&�,� 
�%����9)
   	�)� ����:)���� �%

 /�*4 ���� & 

            �� 	%;�
 �� #�< 	� �� =��9�) ��&
 �� ��, � /
�>�; ��?%@� 	
�      �� �A,�� #���
 ���;���;��� B��C� �D�� 	�

        ���E)
 	 �� ��, � �� �+<�F� �����. 	
 �%�<� 
�.�@ �%

 /�*4 ���� �� 	
 ������ ��� 
�� �� G�� & ���


��H� �     � ��� ���
 ��* ��� �
�� I .              "� J
 '�)K� ��9�@&�! /��*4 ����� �� 	�
 ���
 �� �4 ���?%@� "��6�.L�

    MN%NE�O) ���)N� �%

 /�*4 ����P      	��&�> ��E9�O� �%

 /�*4 ���� &Q           
��� ���R� B���C� ����� & 	2�S�< ��� 	�
 

        
��� ����4 I��H� � /��� �� ��
 �� �%�9* ���            �� & ��;�� 	%�;�
 �T� & /�A,��     ���� ������> ��%��&
    � ��� ��U

& �+�����UD " ����2N@ ���� �*4 & /���A���� 	���7�� ���N>�N�VB���N+2�> =��AN)O� �W �*
���S �����U� ���%

 & �D���� 	���

  & ��;���
�� /�U� ���.��   �� �*4 ����F��               ���� �9� �� 	����� �
 	
 ��4 X�� ���� ��+�Y "��� �
�R�� /
&�
 

/��  ��
���   �
��� ���
��*   �. �� G�� &  ���&�
 BZ ���� ����� �%

 /�*4 ��7� ���< � ���@ &    /��*4 ����� 

  �%

  ��1�����*  �&�
 & �� �2��
        & /���� �7� ��1� �%

 /�*4 ����          ���;�. /��U� ��%

 /�*4 ���� 

� ��� �� /��GE��[� ��;���;��� B�
�U�,�! �23 	� /�A,�.

     �,� ��J�F1� ���&
 #�D �
 	
 �G G3 �
�� & ��! ��       �� �����. & ��� �
�� "� -���+�%,!��C� ��  &   /��3


        ���� ��; "� ��:@�� \3�� 
�� ���              
��� /��  	��� �� �! " � M �� ��� �
 ��� 	
 ���� �
��� �� & �A,� #��


   ���
 �� ���
��* & .          & � ��< �� 	
 �����U� �9�. �� 	���� �
  /�� 
��   ]:� /� ������    ��� �! "� � " &��� �
 

	���/��GE��[� ���� 	%;�
 �� � ��� .

١ Prof. Dr. Rolf Klein
٢ Dr. Elmar Langetepe
٣ Dr. Ansgar Grüne
٤ Florian Berger
٥ Alex Gilbert



ب


���
:

���>� 
                /��.
����
 	�
 ���� ���+��1� 	���. �
 ��R� /�.��G�� �� �A  /��&�&    ̂ $���& ���9��   ���23 �


  '2%?�
��
 . /
� � B�$)�(� /��&�& ���>� 
 
��� �
 ��H�� #�1� ��   ������ 	�� _���� �U�4 �`
� 	
 ��� ��;

 a �%� �a �%� 	
 ����;�� ����2*� 	
 � �8@ ��$  b��1���;�� �RS �4  . �� �8@ a  �8@ �>� #�<b��1��

c �%@� �� �*�R�� 	d �;�� �RS��

 �
 I2(� �%,�� ����� 	� �U�4 	� ���;� �� 	��� �� �! " � �
 	
 
��
 
��& �
��� B�:�:1� 	���� " � �
     ����

@     '2%?� ����2*� �� /�.�8    � �� 	
 � ��
�! ��            ��2
 �)�< �
 �  & ��� ^R�� b��1�� �� � �.�8@ �U�4 	2�  ���

��� ��,� ' �$� ^F?,� a �%� �U�4 /��� 	
 � �.�8@.

/��2
 B��2
     :���A$�� �� �
f/��&�& ���>� 
 �g/�29��@ /�8@ �h/�)�)i. /�8@ �j���+��1� 	���. �Lk.

٦ Inversion circle
٧ Voronoi diagram
٨ Finsler space
٩ Hyperbolic space
١٠ Computational geometry



ج

��������:

         �� ��� ��; �$� 	��� �� �! " � �
                   ���
��� 	�
 � �.�8�@ ����� �
 /��&�& /�U���>� 
 ����� & \1� 	�

	%@�E� ���* 	$)�(� 
������ 	%��
�! 
�; .�; l*�& 	��� 
��� �%,�� 	
 � �.�8@ "�� " � �
� ����2*��� /�.�8@ 

   ��� /�)�)i. /�.�8@ /��+$� 	� �  & �R�� /��1�� �� . ��.�8�@ 	��> " � ��.�� m�)
 	� 	
 ��� �$�+D  n��:1� 

 & �
�+� ����4 ����d ��
 	���� " � �
�;�
 ���6�! ���+��1� 	� ����.

��� � � I���� 	� 	��� �� �! " � 	�U� /G � 	�����    :

   mF@ �
    L                  ���� /���� 
���� /�U�% ��E)� & 	%��
�! �4 ��.�R� & /��&�& ���>� 
 �@�$� 	� �)���� ��(� 

� � ��; �
i%� �� /��&�& /�U���>� 
 ��R� /�.
����
 �� 	���� ��d �� �! �
 & �
�� ��� �� �U���>� 
 " �.

   mF@ �
    P             /�U)��� �� ��A  �
 /���&�& /�U���>� 
 ����� 	�    /�8�@Po         a9� 
 #��� �/�)�)i�. /��$� 

 �� �U�% ��E)� �� �A  & �
��� 	p��� ��; �
q #�� �
 �U���>� 
 " � ��� /��� �% ��E)� &
 & 	%��
�! ����A�4�!

   � � �
�
 /��� �
��! .        	)�:� 	� �H�� mF@ " � ��
 mS�<]gQ[        0��1� ��23 ��%

 /��A�. ��     	�)�:� & ]gV[  ��� 

 & 0�1� �23 �%

 /��A�.�; �� ��:� ���� & ��4 X�� ���� ��+�Y "��� �� �*4.

 mF@ �
    Q /�8@ /�U)�� �� �A  �
 /��&�& /�U���>� 
 ����� 	�  Qo/�)�)i. /�$� ����   � ���� /�8�@

�/�)�)i.	%��
�!� � �
��� /��� �
��! ���4 &  . 	)�:� &
 	� �H�� mF@ " � ��
 mS�<]gf[ & ]gg[  /���A�. �� 

�23 �%

�; 
�R�� /
&�
 ��F�� /�*4 & 	)� ���:)���� �%

 & � �7� ��1� ��� �8��� �%

 �0�1� .

   mF@ �
    V � � 	%��
�! ���A$�� �� �
 �
 /��&�& /�U���>� 
 ����� 	�  .    t��A$�� 	�
 ���� u�7�� 	� ���

         /�.�8@ �U� /�U �%�&G � �� �A  �� �
 	� �+9�Po     	��� �� & ��� /�)�)i. /�$�      �
 	�
 �+)��� v���� 	��

             	� �H�� ��
 mS�< & � ��
�[� 
��� " � �
 n�:1� 	� �� �;�
 �4 �� �� �� 
��
 
��& �. �� �
 	� �+9� t�A$��

 	)�:�]gW[�; 	)� ���:)���� �%

 & 0�1� �23 �%

 /��A�. ��.

   mF@ �
    W             /�8@ /�U)�� �� �A  �
 �. �� �
 /��&�& /�U���>� 
 ����� 	� Po     	1RS ��� �/�)�)i. /�$� 

           ��� ����� �� ���>�� 
 /�U)�  & t�p� �$7�� ��(� 	
 � � �
��� 	p��� ��% ��E)� & 	%��
�! ���A�4�! � ���


�&4 .         	)�:� &
 	� �H�� mF@ " � ��
 mS�<]gh[   & ]gj[        ���� �8���� ��%

 �0��1� ��23 ��%

 /���A�. �� 

�; � �7� ��1�.

 mF@ �
    f� 
 ����� 	� � � 	%��
�! �.��%� 
��$� 	� lD�:� _�; �� �
�R%�� �&�� 
�H� /��&�& /�U���> . �


            & �8�@ w��� & �U% ��� mA�; "%@��> ��C� �
 �&��� ��2
 ���(� /��&�& ���>� 
 �
�H� /��&�& ���>� 
 \1�

                 �; x��(� /���&�& /��U���>� 
 �� a  �. l*�& �
 & ����> �� ���* 	$)�(� 
��� ���; �
�R%�� a �%�  ��� ��



د

      �;�� 
�H� /��&�& /�U���>� 
 �� �)�`� ����� .            ��&
 �
 I���H� � n�:1� 	H�%� mF@ " � �
 ��; ����3 I)�(�

      	�)�:� 	�� ��H�� ���
 m�S�< & ��� ���)4 ��,
 "K� ��E,��
 �
 ���$)�(� �S�@]Wg[    a��
 & /���A�. ���

�; MN%NE�O) ���)N� �%

 & " J
 ')K� ��9@&�!.

   mF@ �
    g 	�          � � 	%��
�! v�� /�29��@ /�.�8@ �
 /��&�& /�U���>� 
 �����  .  �� �
�R%�� �� 	(��� " � �


           /�8�@ /�U)�� �� �A  	� v�� /�29��@ a �%� a Po              & � ����� "� J
 a9� 
 #��� �/�)�)i�. /��$� 

       � 
��� ����� #�� " � �
 �� /��&�& ���>� 
 .    	�)�:� &
 	�� �H�� mF@ " � ��
 mS�<]fP[ & ]fQ[   a��
 ��� 

�; � �7� ��1� ��� �8��� �%

 & 0�1� �23 �%

 �	)� ���:)���� �%

.

 mF@ �
    h� � 	%��
�! ��� 4 ���:�:1� /�. 	���� /��� ���
�U�,�! & 	��� �� �! " � �� /� 	SJ� ���� 	�  .



١

�����

 ����  : ��	
�
 �
����� ������

�����	
�
 �
�����   �

�������	
�
 ������   �

�������	
�
 ����   �

����� !��   �

�����"#$�  %&�'   �

�����	
�
 �
����� (
�)    �

��� �#*+ ,-.�    �	���/

����0   ��	
�
 �
����� 12&3

������4  $56 12	 7
�%8
   3

������9�
:�
   3

����� 
 12;<0    =->?

����� @�A�� B
�   )
��!" $56 @��D (�F

�����"#$�  %&�'  + �2-<0   ��

�����	
�
 �
����� ��4��+��D G
 �)�+    ��

����� ���!�+   H0I J#4�9���

�����K290I ���!�+   ��

����� ��;L4 K��%M��:	 ��N%;!   ��

�����O�A �#*+ ,-.�   ��

������+�� @�M� P2-+�Q   ��

������4  ��;L4 
 �+�� @
��   ��

����/�2;� �R
�S   ��

����3�&�*8 T�%;��D   ��

 ����:  �����U4 ��V� �� ��	
�
 �
����� ���#�+ ��

��� �#<�    WX���0 
 ��

��� �V� �����    ) J��M	I�' Y;�� T#�(��

���J��M	I�' Y;�� �� ��	
�
 �
������/



٢

����9�
:�
 1%���Z�
 G
 J��5%&
    �?

���[���0 B�) ���%8�Z	 G
 �=2D�0 G
 J��5%&
    ��

�����1%���Z�
 �G�& J��2'��

��������U4 ��	
�
 �
����� ��4��+��D ��

���������
��4 ��4  *2L) ��	
�
 �
�����  ��

����� �#*+ ,-.�  �	��� $56 
� �� \Q

 ]�<	 ��

�������̂�� �#*+ G
��
  ��

������4  �
� �#*+ ,-.���

 ���� : �	
�
 �
����� �����U4 ��V� �� ����#�+ �/

��� �#<�   �/

��� �V� �����   )��_�+ ��V� 12	 T#�(�/

��������U4 ��_�+ ��V� 12	 �� ��	
�
 ����
����� P)�& 
 [���0    ��

����������U4 ��_�+ ��V� 12	 �� ��	
�
 �
�����   ��

�������	
�
 �
����� 1&� 1%���Z�
   �����U4 ��_�+ ��V� 12	 �� ��

�����1%���Z�
 �G�& J��2'   �3

��� �����U4 ����#� �Z�� �� ��	
�
 �
�����    ���#�+ �?

��� N2%	   ��

 ���� : �&�M�	
 J��
� �� ��	
�
 �
����� �&��+�3

��� �#<�   �3

����&�M�	
  &#*4 
 �V� �����   �?

�������0    ���Z	 `*� ��

����&�M�	
 J��
� �� B����0 �+ �&#2-Q
 ��	
�
 �
�����  ;��<�    ��

 ���� : �����U4 ��V� �� �4 J��
� ��	
�
 �
�������

��� �#<�   ��

���J��M	I�' ��_�+  $56 12	 T#�   ��

����	
�
 �
�����   a�4 J��
� a����U4 a��

������
 �
�����   �����U4 J��
� 
� ��	
�/

�������  2VQ G
 J��5%&
   � .��/

������������U4 [�*� ��Lc G
 J��5%&
   �3

�����J��
� ��	
�
 �
�����   ��4�����U4 /�

���������	
�
 ����   /�



٣

���������	
�
 ������   /�

 ���� :  ��N� ��	
�
 �
�����)�4�*%� �
#�0  + \S�<0 d�� @
#+(/3

��� �#<�    WX���0 
 /3

��� #�#! T�6
   AVD3�

������4G�2	 H2'   3�

���e
�� ��%)�&   )V(S3/

�����P��&  &   33

������%92+ ���%��&   ?�

�����  %&�    G
 �
  c�LN� �#*+L)T�=Q �+�Q ���?3

���%)�&   ��AVD�4 �FF

����������0 �9�
:�
 1%���Z�
 ��%)�&   �F�

����� =-> 
 12;<0   �F�

��� N2%	   �F?

 ���/ : ��-;*2� ��V� �� ��	
�
 �
�������F

/�� �#<�   ��F

/���0��#<� 124�5�   �-;*2�  &#*4 ���

/��K�fD T#�    ���

/��K�fD T#� �+ �-;*2�  &#*4 ]�=0�
    ��/

/��124�5�K�fD T#� �� ��	
�
 �
����� ���

/�� $56 @��D "
��! 1%���Z�
 G
 J��5%&
 �+ K�fD T#� �� ��	
�
 �
����� 1&���/

 ���3:  N2%	 
  6f) ��2�

3�� 6f)

3���0I ���94
g'

[�
 P&�2'

��?

��?

��F

���

 ��L	���

�;2-Z	
  + �&���  ��	 Jh



\!
��

��/

���



٤

 ���	  : ��
��� ������� �����

	�	��
��� �������   	–���
 ���� ������ 

���5� #*	�L4 ��	
�
 �
�����    "#$�  %&�'�P&
 �0�=&�$�  &#*4 �� �4�
:+
 K��%L�� G
   . K�
 i&�0

�����  M*�
 ���� �� �0�cfS
 @
�0 �� �
 " P;2A Y��:	 :2A  A "��
I P&#+ 
� . #2*D d��

{ }npppP ,...,, 21=  $56 �� ]�<	 G
 �
  c�LN� )�Z�� ��V� �4 �� (  D #*8�+P��&�#	�8 �� J#2��	  .

 ]�<	  c�LN�q P��&  +  D  $56 ��  ip G
 P #*%;4 �%M��:	   �+ 
�)( ipV��	
�
  2R�	 
 J�
� H��L	 �
ip

12��	 �� .�*��

},),(),({)( ijqpdqpdqpV jii ≠∀= ≺

  DdP&
 J#8 [���0 ��V� �%�  .

 [���0 �
�+ �Z�� J
�    )( ipVP&�4  $56 12	 7
�%8
 G
 J��5%&
  . 
� �
�+ P��& J#8 J�
�ip 
 jp G
 

  c�LN�Pk  + #2D
 ��l+  D �S�<	  c�LN�ip  + �0 #	�%M��:	 jp ��Lc @I G��  D P&
 �G�+  $56 12	 k 

  l<	 
� [�*�ip 
 jp �� #8�+ . �+  $56 12	 K�
),( ji pph��8 �� J�
� H��L	  .  D ��8 �� J#�� �%R
�+

  l<	q @
��)( ipV ��
 ��*0 
 ��
 ��
� �
�Q q  L4 @
��),( ji pph  D #8�+  %8
� �
�Q �4 ij ≠ . m��=c  +

�Z��

∩
ij

jii pphpV
≠

= ),()(

١ Voronoi diagram
٢ Convex hull
٣ Site
٤ Voronoi region



٥

 "#$� ��-n#*A Y� �4  $56 12	 7
�%8
  M*�
 �2��  +)@
�D �+ o_�L%R
 ( kP&
)( ipV ��-n#*A Y� 

 "#$�)@
�D �+ o_�L%R
 (#8�+ �� . ��	
�
 �
����� k@���' ��P �+  D)(PV p�L%!
 G
 k��8 �� J�
� H��L	 

 2R�	 ��L0 G��#�I �� P&#+ ��	
�
 ��4  . P&
 KML�  D P&
 ��l) J��' G
 �
  c�LN� �
����� K�
 \Q

 ��

#*8�+ @
�D �+ e�S 
� �� Y� G
) . �M8� .�  l<	 ���%��& ��	
�
 �
����� q	� �' ]�l) k#2��L	  rRf� 
� 

#*8�+ �� �M8 �
 (.

 �M8� .� :  �#*+ ,-.� 
 ��	
�
 �
������	���.

	�	�	��
��� ��� ��   �

 
�  + �s�*%� ��	
�
 �
����� T�� �4     P��&�.� ip 
 jp G
 ��DU� T�� �
�  l<	 �4  D P&
 ip 
 jp  +  

P&
  -6�� Y� .�DU�  l<	 :D��  + J��
� Y� K�
�+�*+ G
 J#	�U� 
 �ip 
 jp t24  D ��
� ��!
 P��&

P;2	 H-)
� ��Z��) . �M8� .�#2��L	  rRf� 
� (.

 �M8� .� : ��	
�
 �
����� (
�).

٥ Voronoi edges



٦

	�	�!��
��� "�#�   �

 ��	
�
  2R�	  & 7
�%8
 G
  D ��	
�
 �u� �4    )( ipV k )( jpV
 )( kpV  & �4 G
 #�I �� P&#+ P��&

P&
  -6�� Y�  + ����-& K�
  + �s�*%� . G
 J#	�U� �
 J��
� :D�� K�
�+�*+ip k jp 
 kp J��
� K�
  D P&
 

���8 t24 P��&P;2	 ��Z�� ) . �M8� .�( 

	�	�$%&��   /

�-D P��R d�� �+    3���A t24  D �%��&  !�� G
 ��	
�
 �
����� ���� k#*8�+  %8
#	 �
�Q J��
� Y� �
� 

#*%;4  &.

	�	�'()*� %+��,   

 ��
 ��*0 
 ��
 P&
 @
�D �+ ��	
�
 �
����� G
 T�-& �4    P��&� B�s�*%�    c�LN� "#$�  %&�' �
��%��&

 #8�+ ) �*�� �0��=c  +P��&#8�+ P���*2+ �� �
  l<	  +  l<	 K��%M��:	 B�s�*%�  (. �
����� K%8
� �+ K�
�+�*+

P)�& �l) @��G �� 
� "#$�  %&�' @
�0 �� k��	
�
.

   �v+ �w��:	 ]�=0�
 J��
� K�
  x 1�G
��' �� J��
� �c�	 [���0  +  �
�
 ��       ��
� ]�v<	 ��v	
�
 �
���v�� .  �
�v+

    l<	 y�q       c�LN� ]�<	 G
  P            �v+ �s�v*%� �v�0 J�v�
� K��%��:+ k q      �v+ 
�  ( )PC q       12v4� �v� @�9v	   .    J�v�
� Kv�


 :x��  + J��
� K��%��:+q G
 ��Z�� P��& t24 ���8  x P&
  P#8�=	  .

	�!��
��� ������� -��.    

�   ( �4 ��	
�
  2R�	)( ipVP&
 "#$� .

�  ( ��	
�
  2R�	)( ipV ��
 ��*0 
 ��
 P&
 @
�M2+ ip ]�<	  c�LN� "#$�  %&�' �
� P#8�+   %��� �
�Q .

�  ( ��
v ��	
�
 �R
�	 \S�<0 �+ \Q

 ��	
�
 �u� Y� )( ipV k)( jpV 
 )( kpV 
 #8�+ )(vC K��%��:+ 

 �+ �s�*%� ��0 J��
�vJ��
� m���*�
 �� k#8�+  )(vC  l<	  & G
 ip kjp 
 kp�U� �� �.

�   ( @
��)(vC :N+ �%��& t24 ���8 vP;2	  .

٦ Voronoi vertices
٧ Degree
٨ General position



٧

	�$ �)/0 123�    �
� �

     ]�<	  c�LN� #2*x d��    P  P&
 J#8 J�
�  $56 ��   .         
� ]�v<	 Kv�
 K2v+ KvwL� ��v4 iv) J��v' ��vL0 J���4

4 i) J��' ����%	
 ]�<	 �� :N+ 
� �Z�#L4 �l) J��' 
� t24  x 12*x 1&� ���S �� �6�R �-w8 k#**w	 \lQ �

   �#*+ ,-.�  x ��8?  ��
� ��	  .        ]�<	  c�LN� �
�+ P&
 zX9�  x ��l	�L4P          KvwL� ��v4 �#v*+ ,-.� �
#�0 k 

   P;2	 ���  + ��$*� .        v& �v4 G
 J#v	�U� J�v�
� �v4 @I ��  x �#*+ ,-.� @I kKwL� ��4 �#*+ ,-.� ��L0 K2+ G


 G
 ��Z��  l<	 t24 ���8 ,-.� �u�P�=	   �#*+ ,-.� k#8�	����F��
� ��	 .

   Pv&
  *2�+ �#*+ ,-.� y� �4 ,-.� @��+ O�A �r	 G
 ��	
�
 �#*+ ,-.�     .      J#v8 ,vc�+ 1v�� P26��v) Kv�


        ��2� �
�Q  !�0 ���� �#*+ ,-.� p�	 K�
 @


�� ��4��+��x  x P&
 .     ,v-.� K2v+ yv��:	  vl+
�  + HX+ K�
 ��

  �#*+�	���    124
�) ��	
�
 �
����� 
  P)
��'  .      @I @


�v� ��v4��+��x 
 ��	
�
 �
����� P2L4
 {20�0 K�
  +

#8 #4
�) �0 zX9� . �#*+ ,-.��	��� ]�<	  c�LN�  + ]�+�� P �+ 
�  $56 ��  DT(P)124� �� H��L	  .

 �� 12*x �6
 14  + #	�
�N� 14 �+ ��	I  2R�	  x 
� ���4 P��& ��L0 ��	
�
 �
����� 1&� G
 |' ��
     K�


  c�LN� �
�+ m��6P P&
  *2�+ @��+ O�A �r	 G
  x ��x m�=}
 @
�0 ��  x #�I �� P&#+ �#*+ ,-.� y� 

 �#*+ ,-.� @�L4 {20�0 K�
  + 
�	���#�I �� P&#+  ) . �w8� .� ,-.� K2A i) ]�l) k#2��L	  rRf� 
� 

 �#*+�	��� #*8�+ �� �w8 �
  l<	 ��4 P��& (

             �#*+ ,-.� (
�) G
 �
  6f)  �
�
  + HX+ K�
  �
�
 ��    �	��� 1�G
��' �� ��	
�
 �
����� �+ B
  l+
� 
  .

 ��G m�w	 ��DT(P) �#*+ ,-.�  �	��� 
 V(P) ]�<	  c�LN� �+ �s�*%� ��	
�
 �
�����  P #4� �� @�9	 
�  :

�(DT(P) @��
�  V(P)P&
  .

�(       G
 �
  l<	 ���A t24 ��
P        m��6 K�
 �� #*8�=	 J��
� y� �
�DT(P)        �#v*+ ,v-.� yv�  

��+ #4
�) ,-.� y� @I  !
 �4 
 P&
 .  !
 �4DT(P) ,-.� y�  �	�����8 �� J#2��	 .

�(  !
 �4 ) ,-.� ( G
DT(P) G
 �u� y� �+ �s�*%�  V(P)P&
  .

�( T�� �4DT(P) T�� y� �+ �s�*%�  V(P)P&
  .

�( �u� �4DT(P) y� �+ �s�*%�    2R�	V(P)P&
  .

�( �	
�2+ @
�xDT(P) "#$�  %&�' @�L4  PP&
 .

/( G
 ,-.� �4 @
��DT(P)��
#	 �
�Q ��Z�� P��& t24  .

3(  ��
v �u� y� V(P) k#8�+  C(v) ,-.� �
�+ �l2$� J��
� K��%wA�x �	���   �u� �v� �s�v*%� 

vP&
 .

٩ Triangulation
١٠ Delaunay triangulation



٨

?( ��
jp  + P��& K��0 y��:	  ip T�� m��6 K�
 �� #8�+  i jp p G
 T�� y� DT(P)P&
 .

�F (       G
 J#	�U� [-%X� J��
� #*A ��
ip  
 jp      #*v8�=	 ��vZ�� P��v& t2v4 ���v8  x #*8�+ ��!�� 

  J�Z	Ii jp p   T�� y�DT(P)  ��+ #4
�)  .          T�� �4 �
�+ �*�� P&
 ~2$6 :2	 p�n�� K�
 |wc

�	���#**x �� ��=c T�� �& 
� G
  x ��
� ��!
 ��0 J��
� K�#*A .

	�' ��
��� ������� ����4   

P&
 #25� 
  !�0 {��! ��	I G
 �
#D �4  D ��
� ��!
 �
����� K�
 12&�0 �
�+ �0
�5%� ���L%���Z�
      %;+ 
 

#	�
� ��%92+ ��I��D ���! �� �
#D �4 �V� �Z	�ZA  + .12��L	 �� J��8
 ��	I  + ��%X� ��S  + ��G �� .

	�'�	 �� %*�5 ��
 6��+7�   

 �4 @I ��  D P&
 1%���Z�
 K�
 ��	
�
 �
����� 12&�0 �
�+ J��& ���L%���Z�
  -L! G
    )( ipV 7
�%8
 G
 

n��  $56 12	  ),( ji pph  D ij ≠  D #4� �� 
� �V� G
 �#*+ G
��
 Y� ��	I p�L%!
 o�%���	 
 #�I �� P&#+ k

P&
 �r	 ���� �
����� @�L4 . ��%��& �
#�0  D �%��R �� 1%���Z�
 K�
 �
�!
 @��Gn #8�+  )log( 2 nnOP&
  .

	�'�!�8��9��   

       K��� i&�0 ��	
�
 �
����� K%��� �
�+ B
� y�    ��  @�;=2& 
 ��   �9v�
:�
 B
�  v+  vx J#8  �
�
 ��  e
�v�� 

P&
 . P&
#2' HL&
 G
  x ��l	�L4 B
� K�
 ��  ��n
 �-=Q ��	
�
 �
�����  + P��& y�  -R�� �4 ��J#8 
 

 �� 1&� 
� #�#! �
���������.

�I��                     ��v	
�
 �
���v�� @�v�
� G
 J��5%v&
 �v+ @
�v0 �v� 
� #�#! P��& y� @�
:�
 #* )   �#v*+ ,v-.� �	�v�� ( 

 ��x [26�0 .   �#*+ ,-.��	���1 2({ , ,... })i iDT DT p p p=      P��& @�
:�
 �+  ip  �#*+ ,-.�  +   �	�v��1iDT −

#*+ ,-.� @��x G
�+ 
 ��	���#�I �� P&#+ .

١١ Green
١٢ Sibson
١٣ Incremental



٩

	�'�$ � ��:;4   %<2=��

 @��G �+ �%�+ ��
 �0 J#2W2' �L%���Z�
 �0�=&�$�  &#*4 ���s �+    )log( nnO����8 i&�0 ����4 
 ��  �
�
 

P&
 �R 
 12;<0 B
� ��&
 �+  D #8 . ���%��&  c�LN� 
#%+
 B
� K�
 ��P  c�LN���G 
�  + 
� LP 
 RP

 �
����� �%9�G�+ B
�  +  	��
#! ��l+  c�LN���G �4 �
�+ 
 #*%;4 JG
#	
 Y� �
�
� o�=��<0  D J��D G
��


 ��	
�
 �
����� 
� ��>�
 �+ P���	 �� 
 12��L	 �� 1&� 
� ��	
�
)( LPV 
 )( RPV k ��	
�
 �
�����P 
� 

1��
I �� P&#+ .

 �M8 ��   � .�12*2+ �� 
� P&
� 
 �A ��	
�
 �
����� 
� ��>�
 J�$	   .

 �M8� .� : ��	
�
 �
����� 1&� �
�+ �R 
 12;<0 B
�.

١٤ Divide-and-Conquer
١٥ Shamos
١٦ Hoey



١٠

	�'�' >�?�� @��   )%*�5 >��B ���&(�/

��	
�
 �
����� 1&� ���8
� K��%���& G
 �M�  D B
� K�
    @�A�� i&�0 kP&
 �3 @��G �� 
 #8  �
�
  

)log( nnO ��8 �� 
�!
 ) �M8� .�#2��L	  rRf� 
�   .( �+ d�� �N*�
 ��  D �V� e�S Y� G
 B
� K�
 ��

�+ 
 J��D p
�8 k#8�+  $56  D P&
 K�
"
��! i)  D �l)�? G
 |' 
 12*D �� "
��! 
�  $56 ��
� ��	

�& �4 G
 K%8U�  -6�� Y�  + "
��! i) 
 ��DU� P��& G
  D P&
 �S�<	 �&#*4 @�M�  D 1) Y� P�

 �L�& #8�+ �%M��:	 ��DU� P��&  + "
��! i)  A �4  D �L�& :! P;2	 �:2A @I 
 12��L	 �� 1&� kP&


P&
 �0�>_ . p�L%!
 
 ��8 �� �2M90 �2L�& K2*A Y� ��8 �� �� @I G
 "
��! i)  D �%��& �4 �
�+

&�-R�& i) �4 �L��F ��
� ��	 ) �M8� .�#2��L	  rRf� 
�  .( �� "
��! i) PD�R �+ �#	
� �S \Q

 ��

��8 �� ��	
�
 �
����� 1&� {=& �-R�& i) k $56.

 �M8� .� : P&
 J#8 1&� P&
 "
��! i) �_�+  D �
����� G
 �%L;Q @I ��*0.

 �M8� .� :  $56 �� "
��! i) PD�R �R
��.

١٧ Fortune's Plane Sweep
١٨ Fortune
١٩ Sweep line
٢٠ Beach line



١١

	�'�D()*� %+��, %0 ��2;4   ��

�Z�� B
�     � �#*+ ,-.� 
#%+
 @I ��  D ��
� ��!
 :2	 �	��� @��
� �l) @��G �� #�+ 
 ��8 ��  =&�$� 

#�I �� P&#+ P&
 ��	
�
 �
����� @�L4  D @I ."#$�  %&�'  + �2-<0 ��*+ B
� K�
 K�
  +  D J#8 ��
UZ��	

.�  =&�$� �
�+  D P&
 �$	 �#*+ ,-�	���n ��V� ��  l<	  d� "#$�  %&�' k�#�+ n  ��V� �� 
�  l<	  

d+�� ��V� �� @I @��L	 ����0 G
 |'
 1��
I �� P&#+ �#�+ d� �
�����  + �G�& @��
� 
  2�

 �#�+ 

 12&� �� ��	
�
) . �M8� .�#2��L	  rRf� 
� (.

 �M8� .� :  �#*+ ,-.� 
 "#$�  %&�'�	���

	�D��
��� ������� �����0��B �� �.�0    

P&
 ��G e
��� ��
�� ��	I  -L! G
  D ��
� ��-c [-%X� ��4  *2�G �� �L�� ��4��+��D ��	
�
 �
�����    :

	�D�	E4F G)��8� ���&�0   ��

#��2Z+ �r	 �� 
� ��!�+ K�
 G
 ��
#�0 ���8 ��:+ �Z*! Y�     .�D B���) T��;� @�=-Z*! �4 K��%M��:	 @�

P&
 ��+ . ��+  +  %;+

 ��	
�
 ��-n#*A Y� P&��	I T��;� @�=-Z*! Y�  D ����%)�� ��L0  c�LN�

#*4� �� �2M90 
� ��DU� @�=-Z*! . K�
 G�� ��	
�
 �
����� 
 P&
 �6�)  2R�	 Y� T��;� @�=-Z*! �4 |'

#��L	 �� zX9� 
� �R
�	.

٢١ Reduction to Convex hull
٢٢ Fire Observation Towers



١٢

	�D�!H�84F ���&�0   ��

c P��R     �Z*! 
 #	
 J��D K8
� 
� @�9���!�+ @�	�=-Z*! ��L0  D �%��R �*�� #��2Z+ �r	 �� 
� �=Q  -�;� |M

�G�& �� P)
�*M� ��l+ . �6�) ]�<	 �� 
 ���Z2� �9%*� �
 J��
� m���+ H0I k��+ �4 :D��  + m���*�
 ��

)#*%;4 K%)�& T�R �� �� #	
  %)�& of=Q @I �� �	�%)��  D �S�<	 ( H0I���Z2� B���) . �S�<	 k]�<	 K�


#*%;4 ��	
�
 �
����� ]�<	 @�L4 o�<2Q� 
 #	
  -6�� Y�  + ��!�+ G
 ��%92+ �
#�0 �� 
� G
  D #*%;4.

	�D�$%��:I� H��+J��9
 ��K+:&   ��

N� �
�+  D P&
 {20�0 K�
  + 
 P&
  -�;� K�
 �R �0�=&�$�  &#*4 �� �4  -�;� K��%L�� G
 �M�     ]�<	  c�L

 J#8 J�
�P ��N%;!  l<	 
 q  l<	 K��%M��:	  k P  +  q12+�2+ 
�   . @��D 
#2'  -�;� K�
 @�2+ �Z�� p�	

P&
 J#8 J�
�  c�LN� Y� ��  l<	 �4  +  ��;L4 K��%M��:	 . G
 ��#�%� ��4  *2�G �� ���4��+��D  -�;� K�


�&�*8 ��+ k�h���2+  -L!����
� Y�:2� 
 ��
��! k .

	�D�'L�? �)/0 123�   ��

 ]�<	  c�LN� G
 �#*+ ,-.� Y�    Pk  ��Vc
 G
 ��	I ����%	
 ]�<	  D P&��l) J��' G
 �
  c�LN� P �4 
 #	
 

  c�LN� "#$�  %&�' {20�0 K�
  + 
 k#**D �� \lQ ����%	
 ]�<	 �� ��*0 
� �Z�#L4 i) J��' 
�P ����.-.�  + 

���� �� 12;<0 .�� o_�L�� 1L�:D�� ��
� @�M�
  D ���! �0 YA�D ��4  �

G  D P&
 @I �+ ��& �#*+ ,-.� 

 �#*+ ,-.� @�L4 o�<2Q� K�
 
 #*8�+ O�A KML� #R �0 ��.-.� o�Rfl6
 ��
 #	�8�	���  c�LN� P �:2A  D P&
 

 ��	
�
 �
����� @��
� :! P;2	P.

	�D�D�0�� >�J� ��20�M   �/

�#�
 Y� 124
�) ��    12*D G�+ #�#! ��-D � . ��#�
 ��L0 G
 KML� #R �0  D �	�M� �� ��D K�
 �%;��+

��8 ��N	
 P&
 �
� ��!�� ���'�-D .  D #*%;4 �S�<	 ��	
�
 �
����� ���� ���2Z+ �
�Q �%;��+ �ND |'

#	�
�  c�LN� �Z�� ]�<	 �0 
�  -6�� K��%92+ ��n�� ��l+.

٢٣ Towers on Fire
٢٤ Nearest neighbor queries
٢٥ Ecology
٢٦ Fat Triangulation
٢٧ Facility Location
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٢٨ Neighbors and Interpolation
٢٩ Crystallography


