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اولͬ او از قبل بی�آن�که است اول او هستͬ که آفریدگاریست سپاسمخصوص و ستایش

خویشتن ستایشمخصوصاوستکه و باشد. آخری او از بعد بی�آن�که است آخر و باشد

خویش بنده بدان، تا فرمود عطا فرصتͬ و گشود ما بر را علم درهای و شناساند ما به را

پروردگارم لطف به و آمده پایان به دفتر این که اکنون بیازماید. معرفت و علم طریق در را

این در که کسانͬ از مͬ�دانم لازم خود بر گشته�ام تحصیل از مقطع این اتمام به موفق

نمایم. تشͺر نموده�اند، راهنماییم مسیر

آقای جناب گرانقدرم و فرزانه استاد خدمت را خود قلبی عمیق وقدردانͬ سپاس مراتب

به والایشان اخلاق و دانش جوشان چشمه از سال دو این طͬ در که نیرومند پیمان دکتر

مͬ�نمایم. ابراز گشته�ام بهره�مند خویش محدود ظرفیت قدر

بر را پایان�نامه این مشاوره که ثالث فرامرزی اسداله دکتر آقای جناب ارجمندم استاد از

دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال داشتند عهده

قلیچ�لͬ زهرا



چͺیده

متناهی گروه�های خارجی درجه

وسیله�ی: به
لͬ قلیچ زهرا

و مفهوم این با مرتبط نتایج و مͬ�پردازیم متناهͬ گروه ͷی جابجایی درجه معرفͬ به ابتدا پایان�نامه، این در

تعریف متناهͬ گروه�های برای را خارجͬ درجه مفهوم نهایت در مͬ�آوریم. به�دست را گروه�ها از ایزوکلینیسم

مͬ�آوریم. به�دست آن با رابطه در را نتایج برخͬ و مͬ�کنیم

ضربͽرشور. خارجͬ، درجه مرکزخارجͬ، جابجایی، درجه توانا، گروه کلیدی: واژه�های
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پیشگفتار

آن�ها است. گرفته قرار خاصͬ توجه مورد ریاضͬ�دانان توسط گروه�ها احتمالͬ نظریه اخیر دهه چند در

در که بیاورند بدست را نتایجͬ خاص، موضوع ͷی در مناسب احتمال ͷی تعریف با کرده�اند سعͬ

بیاید. آنها ͷکم به مربوط موضوع مختلف قضایای اثبات

او شد. معرفͬ ١٩۴۴ سال در [٢٠] ١ میلر توسط متناهͬ گروه ͷی در عنصر دو جابجایی احتمال

جابجا هم با که گرفت نظر در G×G در را مرتبی جفت�های تعداد ،G مانند متناهͬ گروه ͷی برای

درجه را حاصل عدد و کرد تقسیم G گروه مرتبه دو توان بر را شده حاصل تعداد سپس مͬ�شدند.

برابر گروه ͷی جابجایی درجه که داد نشان [١۴] ٢ گاستافسون ١٩٧٣ سال در نامید. گروه جابجایی

بالای کران توانست او هم�چنین است. گروه مرتبه بر گروه آن تزویج کلاس�های تعداد تقسیم حاصل با

آورد. بدست غیرآبلͬ گروه�های جابجایی درجه برای را ۵/٨

قرار بررسͬ مورد را ایزوکلینیسم مفهوم و جابجایی درجه بین ارتباط بار اولین برای [١٢] ٣ لسͺات

جابجایی درجه باشند ͷایزوکلینی گروه دو اگر که داد نشان او آورد. بدست را توجهͬ قابل نتایج و داد

آن بررسͬ به متناهͬ گروه�های جابجایی درجه عنوان تحت پایان�نامه این دوم فصل در که دارند یͺسان

پرداخت. خواهیم

چیست؟ باشد g ∧ g′ = ١∧ شرط دارای ،G متناهͬ گروه ͷی از g, g′ عنصر دو اینکه احتمال

جفت�های تعداد آن�ها شد. معرفͬ [١٨] در ۵ رضایی و ۴ نیرومند توسط احتمال این ٢٠١٠ سال در

١Miller
٢Gustafson
٣Lescot
۴Niroomand
۵Rezaei

١



توان بر را شده حاصل تعداد سپس باشند. مذکور شرط دارای که گرفتند نظر در G×G در را مرتبی

برای دادند نشان آن�ها Gنامیدند. گروه خارجͬ درجه را حاصل عدد و کردند Gتقسیم گروه مرتبه دو

کوچͺترین p آن در که است ١/p از کمتر گروه خارجͬ درجه ،G توانا�ی و ناآبلͬ متناهͬ، گروه ͷی

برخͬ و خارجͬ درجه برای پایینͬ و بالایی کران�های ارایه مͬ�کند. عاد را G مرتبه که است اولͬ عدد

در که شد بیان آن�ها توسط نیز شور ضربͽر و توانایی جابجایی، درجه و جدید مفهوم این بین روابط

پرداخت. خواهیم آن�ها بررسͬ به متناهͬ گروه�های خارجͬ درجه عنوان تحت سوم فصل

مͬ�گیریم. نظر در متناهͬ همواره را G گروه پایان�نامه این در تذکر:

٢



نمادگذاری�ها برخی

x ∈ G عنصر مركزساز :CG(x)

x ∈ G عنصر خارجͬ مركزساز :C∧
G(x)

x ∈ G عنصر تزویجͬ (كلاس) رده :Cx

G گروه نما :exp(G)

G گروه مركز :Z(G)

G گروه خارجͬ مركز :Z∧(G)

G مشتق زيرگروه :G′

G گروه جابجایی درجه :d(G)

G گروه خارجͬ درجه :d∧(G)

G پایینͬ مرکزی سری جمله امین −i :γi(G)

G بالایی مرکزی سری جمله امین −i :Zi(G)

G در H زیرگروه شاخص :|G : H|

G گروه مرتبه :|G|

x توسط شده تولید زیرگروه :⟨x⟩

٣



،Cpm دوری گروه از نسخه −n ۶ مستقیم ضرب حاصل :C (n)
pm

٨ مرتبه از ٧ وجهͬ دو گروه نمایشͽر :D٨

٢n مرتبه از وجهͬ دو گروه نمایشͽر :D٢n

٨ مرتبه از ٨ چهارگان گروه نمایشͽر :Q٨

۴n مرتبه از چهارگان گروه نمایشͽر :Qn

۶Direct product
٧Dihedral group
٨Quaternion group

۴



١ فصل

پیش�نیازها

مͬ�کنیم. بیان را است نیاز مورد بعدی فصل�های در که قضایایی و مفاهیم فصل این در

مقدماتͬ قضایای تعاریفو اولیه، مفاهیم عنوان با بخشاول شاملششبخشاست. فصل این

مزدوجͬ رده�های دوم، بخش در مͬ�کند. بیان را مͬ�گیرد قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که

پنجم، و چهارم بخش در و پوچتوان گروه�های سوم، بخش در مͬ�کنیم. معرفͬ را مرکزسازها و

ششم، بخش در نهایت در و مͬ�کنیم معرفͬ را شور ضربͽر و متناهͬ p−گروه�های ترتیب، به

مͬ�پردازیم. گروه�ها ناآبلͬ تانسوری حاصل�ضرب معرفͬ به

۵



اولیه مفاهیم ١-١

کوچ�ͷترین ،G گروه ١ نمای صورت این در باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .١.١.١ تعریف

دیͽر عبارت به مͬ�دهیم. نشان exp(G) با را آن و است G اعضای تمام مرتبه از مشترک مضرب

exp(G) = min {n ∈ N | ∀g; gn = ١}

متناهͬ تولید با را G آن�گاه شود تولید X متناهͬ مجموعه ͷی توسط G گروه اگر .٢.١.١ تعریف

مͬ�نامیم.

نمایش rank(G) با را آن و مͬ�گوییم G رتبه را ،G گروه مولدهای تعداد کمترین .٣.١.١ تعریف

دیͽر عبارت به مͬ�دهیم

rank(G) = min{|X| | X ⊆ G,< X >= G}

G×X −→ X مانند تابعͬ اگر باشد ناتهͬ ای Xمجموعه و Gیͷگروه فرضکنید تعریف١.١.۴.

،X از x هر و G از g٢ و g١ هر ازای به طوری�که به باشد داشته وجود (g, x) 7−→ gx ضابطه با

باشند برقرار زیر شرایط

،١x = x الف)

،(g١g٢)x = g١(g٢x) ب)

مͬ�کند. عمل X بر G گوییم صورت دراین

بدیهͬ طور به X بر G گوییم باشد ناتهͬ ای مجموعه X و گروه ͷی G کنید فرض .۵.١.١ تعریف

.gx = x باشیم داشته ،X از x هر و G از g هر ازای به هرگاه کند مͬ عمل

بͽیرید نظر در باشد مجموعه ͷی Ω و گروه ͷی G کنید فرض .۶.١.١ تعریف

α : G× Ω −→ G

(g, ω) 7−→ gω.

که Ω مجموعه و G گروه شامل که است (G,Ω, α) تایی سه راست عملͽر گروه ͷی صورت این در

،w ∈ Ω هر ازای به که α وسیله به شده القا αω تابع که باشد مͬ α تابع و شود مͬ نامیده عملͽر دامنه

مͬ�نامیم. گروه −Ωͷی را Gصورت این در باشد G از درونریختͬ ͷی g 7−→ gω

١Exponent

۶



باشد همریختͬ ͷی β : G −→ H و باشند گروه −Ω دو H و G �کنید فرض .٧.١.١ تعریف

باشیم داشته ،w ∈ Ω و g ∈ G هر ازای به هرگاه گوییم، همریختͬ −Ω را β صورت این در

.β(gω) = (βg)ω

G/N قسمتͬ خارج گروه اگر باشد. G نرمال گروه زیر N و گروه ͷی G کنید فرض .٨.١.١ قضیه

است. آبلͬ G گاه آن باشد، مرکزی زیرگروه N و دوری

شود.� مͬ ثابت وضوح به اثبات.

جابجاگرها و مرکزسازها ١-٢

رده را Cx = {xg | g ∈ G} ،x ∈ G هر برای باشد دلخواهͬ گروه G کنید فرض .١.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش k(G) نماد با را G رده�های تعداد گوییم، G در x تزویج

با را G در x مرکزساز این�صورت در ،x ∈ G و باشد متناهͬ گروهͬ G کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نمایش CG(x)

CG(x) = { y ∈ G | yx = xy }.

این�صورت در باشد، متناهͬ گروهͬ G کنید فرض .٣.٢.١ گزاره

CG(H) =
∩
x∈H

CG(x).

مͬ�شود. اثبات سادگͬ به تعریف به توجه با اثبات.

آن�گاه Gباشند گروه تزویج رده�های نماینده�های {xi}١≤i≤n و متناهͬ گروه ͷیG اگر .۴.٢.١ قضیه

و [G : CG(xi)] = |Cxi|

|G| = |Z(G)|+
∑

xi /∈Z(G)

|G|
|CG(xi)|

گوییم. G گروه رده�ای معادله را آن که

کنید. مراجعه [٢٣] از ١٣٩ صفحه به اثبات.

از متناهͬ مجموعه ͷی {Hx | x ∈ G} و گروه ͷی G �کنید فرض پوآنکاره٢) (قضیه .۵.٢.١ قضیه

صورت این در باشد. متناهͬ شاخص� با G ]زیرگروه�های
G :

∩
x

Hx

]
≤

∏
x

[G : Hx] .

٢poincare

٧



شود. مراجعه [٢۵] از ١۴ صفحه به اثبات.

صورت این در باشد. G از Hزیرگروهͬ �کنید فرض مرکزساز) - (نرمال�ساز .۶.٢.١ قضیه

CG(H)ENG(H)

است. یͺریخت Aut(H) از زیرگروهͬ با NG(H)/CG(H) و

شود. مراجعه [٢۵] از ٣٨ صفحه به اثبات.

جابه�جاگر این�صورت در باشند. G اعضای x١, x٢, · · · و گروه� ͷی G کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را x٢ و x١
[x١, x٢] = x−١١ x−١٢ x١x٢ = x−١١ xx٢١

نماد با و مͬ�نامیم ٣ مشتق زیرگروه یا جابه�جاگر زیرگروه را جابه�جاگرها این توسط شده تولید زیرگروه و

مͬ�شود تعریف زیر صورت به که مͬ�دهیم نشان G′

G′ = [G,G] = ⟨ [x١, x٢] | ∀ x١, x٢ ∈ G ⟩.

داریم H ⊆ G ازای به این، بر علاوه

[H,G] = ⟨ [h, g] | h ∈ H, g ∈ G ⟩ .

است شده تعریف زیر قانون وسیله به بازگشتͬ طور به n ≥ ٢ وزن از ساده جابه�جاگر ͷی عموماً،

[x١, · · · , xn] = [[x١, · · · , xn−١] , xn] ,

داریم قراردادی طور به که

[x١] = x١.

است زیر صورت به مختصرنویسͬ برای مفید نماد ͷی

[x,n y] = [x, y, · · · , y︸ ︷︷ ︸
n

]

هم�چنین و

x−y = (x−١)y.

روابط این�صورت در Gباشند، در عناصری z و x, y و دلخواه گروه ͷیG فرضکنید .٨.٢.١ گزاره

برقرارند. زیر

[x, y] = [y, x]−١ الف)

٣Derived subgroup

٨



[xy, z] = [x, z]y [y, z] , [x, yz] = [x, z] [x, y]z ب)

[x, y−١] = [y, x]y
−١
, [x−١, y] = [y, x]x

−١
ج)

[x, y−١, z]
y
[y, z−١, x]

z
[z, x−١, y]

x
= ١ ( هال-ویت۴ (اتحاد د)

شود. مراجعه [٢۵] به اثبات.

آنگاه باشند، G از نرمالͬ زیرگروه�های L Kو ،H و دلخواه گروهͬ G اگر .٩.٢.١ لم

[H,K]EG الف)

[HK,L] = [H,L][K,L] ب)

[H,KL] = [H,K][H,L] ج)

شود. مراجعه [٢۵] به اثبات.

.N ∩G′ = {e} طوری�که به باشد آن از نرمالͬ زیرگروه N و گروه ͷی G کنید فرض .١٠.٢.١ لم

.N ⊆ Z(G) آن�گاه

مͬ�شود. ثابت وضوح به اثبات.

G/N �صورت این در باشد آن از نرمال زیرگروه ͷی N و گروه ͷی G کنید فرض .١١.٢.١ قضیه

.G′ ⊆ N اگر فقط و اگر است آبلͬ

مͬ�شود. ثابت وضوح به اثبات.

پوچتوان گروه�های ١-٣

مͬ�پردازیم. پوچتوان گروه�های مورد در قضایایی و تعاریف بیان به بخش این در

�این به �باشد، �داشته �مرکزی �سری ͷی� �هرگاه مͬ�نامیم ۵ پوچتوان گروه ͷی� را G گروه .١.٣.١ تعریف

�نرمال�� سری �که، �معنͬ

١ = G٠ ⊆ G١ ⊆ · · · ⊆ Gn = G

۴Hall-Witt identity
۵Nilpotent group

٩



که� طوری به باشد داشته وجود

∀i , Gi+١

Gi

⊆ Z(
G

Gi

)

معادل طور به یا

[Gi+١, G] ⊆ Gi.

مͬ�شود. نامیده G �پوچتوانͬ� ،کلاس G ��از� �مرکزی �سری �کوتاه�ترین طول .٢.٣.١ ملاحظه

حاصل�ضربمستقیم همریختو تصویر بودن، تحتزیرگروه پوچتوان های کلاسگروه .٣.٣.١ قضیه

است. بسته متناهͬ

شود. مراجعه [٢۶] از ١۴۶ صفحه به اثبات.

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را Zn(G) و γn(G) زیرگروه�های .۴.٣.١ تعریف

γ١(G) = G , Z٠(G) = ١

،n > ١ صحیح عدد هر برای سپس

γn(G) = [γn−١(G), G ]

،n > ٠ صحیح عدد هر برای و
Zn(G)

Zn−١(G)
= Z

( G

Zn−١(G)

)
.

صورت این در

G = γ١(G) ⊇ γ٢(G) ⊇ · · ·

و پایینͬ مرکزی سری را

١ = Z٠(G) ⊆ Z١(G) ⊆ · · ·

مͬ�نامیم. بالایی مرکزی سری را

دو اگر صورت این در باشند. G گروه زیرگروه�های L Kو ،H کنید فرض زیرگروه) (سه .۵.٣.١ لم

G نرمال زیرگروه در مشمول [L,H,K] و [H,K,L] ،[K,L,H] جابه�جاگر زیرگروه�های از تا

هست. نیز سومͬ آن�گاه باشند،

شود. مراجعه [٢۵] از ١٢۶ صفحه به اثبات.

.N ∩ Z(G) ̸= ١ آن�گاه ،١ ̸= N EG و پوچتوان گروه ͷی G اگر .۶.٣.١ قضیه

١٠



شود. مراجعه [٢۵] از ١٢٩ صفحه به اثبات.

دارند. نابدیهͬ مرکز پوچتوان گروه�های .٧.٣.١ نتیجه

داشت خواهیم ۶.٣.١ قضیه از آن�گاه باشد ١ ̸= N EG کنید فرض اثبات.

١ ̸= N ∩ Z(G) ⊆ Z(G).

نتیجه در

Z(G) ̸= ١.

متناهͬ p−گروه�های ۴-١

مͬ�نامیم گروه −pͷی را G گروه باشد. اول عدد ͷی p و گروه، ͷی G کنید فرض .١.۴.١ تعریف

گوییم G زیرگروه −pͷی را G از H زیرگروه باشد. p از مثبتͬ توان G عضو هر مرتبه صورتͬ�که در

باشد. گروه −pͷی H صورتͬ�که در

گروه�های مستقیم مجموع G هرگاه گوییم مقدماتͬ آبلͬ گروه −p ͷی را G گروه .٢.۴.١ تعریف

باشد. اول) عدد p) p مرتبه از دوری

است. پوچتوان متناهͬ گروه −p هر .٣.۴.١ قضیه

شود. مراجعه [٢۵] از ١٢٢ صفحه به اثبات.

دارند. نابدیهͬ مرکز متناهͬ گروه�های −p .۴.۴.١ قضیه

شود. مͬ نتیجه ٧.٣.١ و ٣.۴.١ از آسانͬ به اثبات.

اگر مͬ�شود نامیده ویژه۶ بسیار گروه −p ،G متناهͬ گروه .۵.۴.١ تعریف

Z(G) = G′

و

|Z(G)| = |G′| = p.

۶Extra special p��- group

١١


