
ریاضی علوم دانشکده
کاربردي ریاضی گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد کارشناسی درجه دریافت براي
دیفرانسیل معادلات گرایش ، کاربردي ریاضی

عنوان

ଔعادग़دیدوابओیوआرඵදࣱل༙زیീিاජࡶال�دඟࢂวষعادلاتاग़یਉرୀ
اਬࣞفادهازज़ੇࣥقേৎ࣓م�یاभهलوی دࡶජاീিࣱل༙زیआیبا

راهنما استاد

ෙاਗی دනرশ່با
مشاور استاد

دනرصداमࢌ७ࢯاد
پژوهشگر

عادلপباری

1389



نام:عادل جباري خانوادگی: نام

خطی فازي دیفرانسیل معادله جدید جواب و غیرخطی فازي انتگرال�دیفرانسیل معادلات بررسی پایان�نامه: عنوان

قوي تعمیم�یافته مشتق از استفاده با

بهرامی فریبا دکتر راهنما: استاد

شهمراد صداقت دکتر مشاور: استاد

دیفرانسیل معادلات گرایش: کاربردي ریاضی رشته: ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع

ریاضی علوم دانشکده: تبریز دانشگاه:

صفحه: تعداد 1389 زمستان فارغ�التحصیلی: تاریخ

دیفرانسیل معادله خیر�خطی، فازي انتگرال�دیفرانسیل معادله تعمیم�یافته، مشتق فازي، اعداد مجموعه کلیدواژه�ها:

خطی فازي

چکیده
را جواب یکتایی و وجود و گرفته�ایم نظر در را غیرخطی فازي انتگرال�دیفرانسیل مسئله یک ما پایان�نامه این در

شده بنا [3] و [2] ،[1] مقالات اساس بر تحقیق این کرده�ایم. اثبات تعمیم�یافته مشتق تحت مسئله این براي

می�باشد. غلط که کرده�اند ارائه انتگرال�دیفرانسیل، معادله براي را یکتایی و وجود قضایاي [2] مقاله مولفان است.

مشتق از استفاده با درنهایت داده�ایم. توسعه تعمیم�یافته مشتق از استفاده با را نتایج و کرده اصلاح را غلط�ها این ما

کرده�ایم. ارائه خطی فازي دیفرانسیل معادله براي جدیدي جواب�هاي تعمیم�یافته،



مطالب فهرست

پ مطالب فهرست

ت تصاویر لیست

1 فازي انتگرال و دیفرانسیل حساب 1
1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن خواص و فازي مجموعه 1.1
6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازي عدد 2.1
11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازي حساب 3.1
14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازي مشتق و فازي تابع 4.1
24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فازي انتگرال 5.1
27 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایانی نکات 6.1

30 فازي انتگرال�دیفرانسیل معادله یک بررسی 2
30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال�دیفرانسیل معادله حل در موجود ایراد مطالعه 1.2
36 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال�دیفرانسیل مسئله جواب بر چند اصلاحاتی 2.2

45 اول مرتبه فازي خطی دیفرانسیل معادلات 3
45 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق�پذیري نوع یک با جواب�هایی 1.3
49 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی اول مرتبه معادله براي سراسري جدید جواب�هاي 2.3

55 مراجع

56 فارسی به انگلیسی واژه�نامه

پ



تصاویر لیست

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. آن مشحصه تابع f و مجموعه یک A 1.1
3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته فازي مجموعه یک از مثالی 2.1
3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته فازي مجموعه یک از مثالی 3.1

49 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2.1.3 مثال جواب 1.3
50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (13) مسئله جواب 2.3
50 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (14) مسئله جواب 3.3

ت



ث تصاویر لیست

مقدمه
در کالیفرنیا دانشگاه برق رشته کرسی −صاحب عسگرزاده لطفی آقاي که بود (1965) میلادي گذشته قرن هاي نیمه در
کمبودها این .( [13] ) کرد پایه�ریزي آنها رفع جهت نظریاتی و کرد حس ریاضیات علم در را کمبود�هایی وجود − برکلی
کامل تطبیق ”عدم کرد خلاصه جمله یک در بتوان شاید − می�شد درك ریاضی�دانان عموم توسط بیش و کم که − را

واقعی”. دنیاي با ریاضیات
بسیار برخورد حتی و انسانی علوم در آن ضعیف بسیار کاربرد و طبیعی و فیزیکی علوم در ریاضیات کاربرد شدن خلاصه
شد. ریخته فازي” ”ریاضیات شالوده ترتیب بدین و گذشت آن از بتوان که نبود مشکلی فیزیکی پدیده�هاي با ایده�آل�گونه

نمی�کردند. درك احتمالات بحث با آنرا تفاوت ابتدا در بعضی که شاخه�اي
که مبحثی مجموعه�ها، نظریه از یعنی کرد شروع اساس از باید پس است ریاضیات علم در عمده تغییر یک از بحث ولی

است. ریاضیات از دیگر شاخه هر و جبر، آنالیز، پایه
فازي، توپولوژي فازي، گراف می�توان جمله این از است. شده وارد ریاضی شاخه�هاي اکثر در فازي ریاضیات بحث امروزه
توسط [8] مهندسی” و علوم دانشجویان براي فازي ریاضیات بر ”مقدمه�اي کتاب برد. نام را فازي جبر و فازي هندسه
پایه�اي و اساسی نکات و قضایا مذکور گرایشهاي از هریک در است توانسته نیر”2 اس ”پرمچاند و مردسون”1 ان ”جان
و تعاریف برخی و (مقدمه) حاضر متن سازد. آشنا گرایش�ها این از هریک با اجمالی بطور را خواننده و نماید ارائه را

است. شده اقتباس کتاب همین مقدمه از هم پایان�نامه این ابتدایی ویژگی�هاي
است شده انجام عددي مباحث در هم و تئوري بحث�هاي در هم زیادي، کارهاي نیز فازي دیفرانسیل معادلات زمینه در
معادلات مبحث پرداخت. خواهیم یکخطی مرتبه معادلات جواب�هاي از جدید نوع یک به پایان�نامه این از قسمتی در که
را پایان�نامه این اصلی موضوع است، گرفته قرار توجه مورد بعد به میلادي 2000 سال از که نیز فازي انتگرال�دیفرانسیل

می�گذرد. قرن یک از بیش کمی فقط نیز انتگرال�دیفرانسیل معادلات عمر از البته می�دهد. تشکیل
مثلا می�شوند. و شده تحولاتی و تغییر دچار مرتب آن بودن نوپا به توجه با فازي ریاضیات در اساسی تعاریف از بعضی
که آنگونه یا و شود دیده فازي مجموعه�هاي روي اشتراك یا و اجتماع اعمال از متفاوتی تعاریف مختلف، کتب در شاید

گرفته�اند. قرار تکامل مسیر در تعریف بدو از فازي توابع براي انتگرال و مشتق تعریف شد، خواهد داده توضیح مفصلا

1John N Mordson
2Permchand S Nir



1 فصل

فازي انتگرال و دیفرانسیل حساب

روابط و فازي مجموعه تعریف از مباحث این است. فازي ریاضیات اولیه مباحث و تعاریف شامل پایان�نامه این اول فصل
بحث با و می�یابد ادامه فازي اعداد و برش�ها −α و فازي مجموعه�هاي روي متر تعریف با و می�شود شروع آن�ها روي
یافت شده�اند، نوشته زمینه این در که کتاب�هایی اکثر در فصل این مطالب عموم می�شود. تکمیل فازي انتگرال و مشتق

می�شود.

آن خواص و فازي مجموعه 1.1
ازاعضاء گردایه�اي را مجموعه نادقیق طور به که می�دانیم می�اندازیم. کلاسیک ریاضیات در مجموعه�ها نظریه به نگاهی ابتدا
یا متناهی می�توانند مجموعه یک اعضاي می�شود. شناخته اعضایش با مجموعه هر بهتر عبارتی به و می�گیریم نظر در
اعضاي که نیست لازم حتی و نیست، مهم این باشند. مختلف اجناس از ترکیبی حتی یا و حروف یا عدد نامتناهی،
است. مجموعه به شیء هر تعلق وضعیت دارد، اهمیت برایمان که چیزي تنها تقریبا و بشناسیم دقیق بطور را مجموعه
A مجموعه به a عنصر مثلا بگوییم نمی�توانیم و نه؟ یا است مجموعه داخل آیا که شود مشخص دقیقا باید شیء هر یعنی
جهانی مجموعه بنام چیزي کرد ثابت راسل” ”برتراند آن کمک به که است وی�ژگی همین و نیست هم و است متعلق هم

ندارد. وجود
داخل هم بتواند عضو یک چنانکه کنیم. ارائه فازي” عنوان”مجموعه با را مجموعه از خود جدید تعریف می�خواهیم حال
تعریف عضویت درجه مجموعه، یک درون عنصر هر براي بهتر، عبارتی به یا و A متمم داخل هم و باشد A مجموعه
که A مجموعه براي مشخصه تابع روش جمله از کنیم، تبیین روش چند به می�توانستیم را مجموعه یک قبلا می�کنیم.

بود. زیر صورت به
f : X → {0, 1}

f(x) =

{
1 x ∈ A
0 x ∈ Ac

1



2 فازي انتگرال و دیفرانسیل حساب .1 فصل

نظر در [0, 1] بازه ، {0, 1} عضوي دو مجموعه جاي به را f تابع برد که تفاوت این با می�کنیم استفاده ویژگی همین از

است. آن مشحصه تابع f و مجموعه یک A :1.1 شکل

می�گیریم.
باشد. شکل1.1 مطابق کلاسیک تعریف با مجموعه یک مشخصه تابع کشیدن تصویر به براي مثالها بارزترین از یکی شاید

انسانهاي مجموعه می�خواهیم و می�گیریم نظر در (X) مرجع مجموعه عنوان به را انسانها تمام مجموعه .1.1.1 مثال
می�کنیم عنوان آن براي را زیر جواب و کنیم انتخاب بین این از را جوان

g : X −→ [0, 1]

g(x) =



0 0 ≤ T (x) ≤ 16
T (x)−16

4 16 ≤ T (x) ≤ 20
1 20 ≤ T (x) ≤ 30
35−T (x)

5 30 ≤ T (x) ≤ 35
0 35 ≤ T (x)

(شکل2.1). است x ∈ X فرد سن نشاندهنده T (x) آن در که

کنیم. ارائه را زیر مثال می�توانیم فازي متناهی مجموعه یک عنوان به یا

Y از عناصري مجموعه B می�کنیم، فرض و می�گیریم Y = {0, 1, 2, ..., 10} برابر را مرجع مجموعه .2.1.1 مثال
هستند. نزدیک 5 عدد به که باشد

(شکل3.1) کرد. ارائه بدینصورت می�توان را B مجموعه دراین�صورت

h : Y −→ [0, 1]
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پیوسته فازي مجموعه یک از مثالی :2.1 شکل

h(y) =


0 y ∈ {1, 2, 8, 9, 10}
0.3 y ∈ {3, 7}
0.7 y ∈ {4, 6}
1 y = 5

می�نویسند. نیز زیر صورت به گاه را B مجموعه

گسسته فازي مجموعه یک از مثالی :3.1 شکل

B =

{
0.3

3
,
0.7

4
,
1

5
,
0.7

6
,
0.3

7

}
عناصر وجود عدم و را عنصر عضویت درجه کسر بالاي مقدار و می�دهد نشان را عنصر نام کسر پایین مقدار که

آنهاست. براي صفر درجه منزله به {1, 2, 8, 9, 10}

می�کنیم. تعریف رسما زیر بصورت را فازي مجموعه مثال�ها، این از بعد
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مشخص را فازي مجموعه یک µA : X → [0, 1] تابع باشیم، داشته مرجع فضاي عنوان به را X اگر .3.1.1 تعریف
نامیم. A فازي مجموعه در x عنصر عضویت درجه را µA(x) مقدار x ∈ X براي و می�کند

دادن نشان براي A(x) نماد از µA(x) جاي به کتاب�ها بعضی می�شود. شناخته آن عضویت تابع با مجموعه یک
می�کنند. استفاده A مجموعه در x عنصر عضویت درجه

فازي مجموعه�هاي خواص برخی
شمار به نیز فازي مجموعه یک قطعی، مجموعه هر گوییم. قطعی مجموعه این از بعد را کلاسیک تعاریف با مجموعه هر

می�آید.
می�گیریم. X روي فازي مجموعه�هاي را B و A و مرجع مجموعه را X زیر تعاریف در

A = B ⇔ µA(x) = µB(x) ∀x ∈ X فازي) مجموعه دو (تساوي .4.1.1 تعریف

A ⊂ B ⇔ µA(x) < µB(x) ∀x ∈ X بودن) مجموعه زیر (خاصیت .5.1.1 تعریف

می�کنیم. تعریف صورت بدین را Ac و A ∩B ، A ∪B .6.1.1 تعریف

µA∪B(x) = max {µA(x), µB(x)} ∀x ∈ X

µA∩B(x) = min {µA(x), µB(x)} ∀x ∈ X

µAc(x) = 1− µA(x) ∀x ∈ X

مجموعه�هاي براي قبل از که ویژگی�هایی با کنیم، اعمال قطعی مجموعه�هاي براي را فوق ویژگی�هاي اگر .7.1.1 ملاحظه
بود. خواهند معادل می�شناختیم، قطعی

صورت به را A فازي مجموعه ارتفاع [2] .8.1.1 تعریف

hgt(A) = sup
x∈X

µA(x)

می�کنیم. تعریف

می�کنیم تعریف شکل بدین را A فازي مجموعه گاه تکیه یا محمل .9.1.1 تعریف

supp(A) = {x ∈ X|µA(x) > 0} .
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.hgt(A) = 1 باشیم: داشته اگر گوییم نرمال را A فازي مجموعه [11] .10.1.1 تعریف

اگر گوییم محدب را A فازي مجموعه [11] .11.1.1 تعریف

µA(λx1 + (1− λ)x2) ≥ min {µA(x1), µA(x2)} ; ∀x1, x2 ∈ X , ∀λ ∈ [0, 1]

بدین�صورت را A فازي مجموعه برش α باشند، α ∈ [0, 1] و فازي مجموعه یک A اگر [4] برش) α ) .12.1.1 تعریف
می�کنیم تعریف

Aα = {x|µA(x) ≥ α} 0 < α ≤ 1

A0 = supp(A) α = 0

است. قطعی مجموعه یک ، α هر براي فازي، مجموعه یک برش −α

[11] .13.1.1 ملاحظه

A1 ̸= ∅ داشت: خواهیم باشد نرمال فازي مجموعه یک A اگر (1

اگر و باشند محدبی قطعی مجموعه�هاي آن، برشهاي −α که است این با ارز هم فازي مجموعه یک بودن محدب (2
بازه بصورت فازي، مجموعه برشهاي −α باید که است معنی این به شود تعریف X = R روي فازي مجموعه

باشند.

توجه ابتدا .( [8] (ر.ك. می�کنیم خلاصه زیر در را فازي مجموعه�هاي زیر به مربوط جبري خواص .14.1.1 ملاحظه
Cمجموعه�هاي Bو ،A و می�گیریم نظر در فازي دید به را تهی(∅) مجموعه و (X) مرجع مجموعه اینجا در که می�کنیم

هستند. فازي

(1) A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C (9) A ∪B = B ∪A
(2) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C (10) A ∩B = B ∩A
(3) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) (11) A ∪ ∅ = A
(4) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) (12) A ∩ ∅ = ∅
(5) (A ∪B)c = Ac ∩Bc (13) A ∪X = X
(6) (A ∩B)c = Ac ∪Bc (14) A ∩X = A
(7) (Ac)c = A (15) A ∪A = A
(8) A ∩A = A

می�آید. بدست فازي مجموعه�هاي تعریف گیري بکار با نکات این اثبات
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فازي عدد 2.1
یک ε > 0 هر براي اگر گوییم، بالا از شبه�پیوسته x0 در را f : R → R تابع بالا) از (شبه�پیوستگی .1.2.1 تعریف

.f(x) ≤ f(x0) + ε باشیم داشته همسایگی این در x هر براي که باشد موجود چنان x0 از U همسایگی

اگر گوییم فازي عدد یک را µ : R → I = [0, 1] فازي مجموعه فازي) (عدد [4] .2.2.1 تعریف
باشد. بالا از شبه�پیوسته µ (i

.µ(x) = 0 باشیم داشته آن از خارج در که باشد موجود [c, d] ⊂ R بازه (ii
در و 1 برابر [a, b] در و باشد صعودي [c, a] در µ و c ≤ a ≤ b ≤ d که باشند موجود چنان b و a حقیقی اعداد (iii

باشد. نزولی [b, d]

می�دهیم. نشان En یا Rn
f با را Rn روي فازي اعداد مجموعه و E1 یا Rf با را R روي فازي اعداد مجموعه

یک محمل چه هر و دارد قرار بهتري شرایط در که گوییم باشد کوچکتري ( supp ) محمل داراي فازي عدد یک اگر
است. فازي�تر عدد، آن که گوییم باشد بزرگتر فازي عدد

داریم: باشد فازي عدد یک A اگر .3.2.1 گزاره
است. کراندار و بسته بازه یک Aα ، α ∈ [0, 1] هر براي (i

A1 ̸= ∅ (ii

آنگاه کند، صدق d ، c ، b ، a براي فازي عدد تعریف در که باشد فازي مجموعه یک A اگر (i برهان.

A0 = [c, d]

[a, b] ⊂ Aα 0 < α ≤ 1

که است موجود چنان [c, a] در tα یک پس است صعودي [c, a] در A چون و

[c, tα) ∩Aα = ∅

[tα, a] ⊂ Aα

که است موجود چنان [b, d] در sα یک ، [b, d] در A بودن نزولی بنابه همچنین و

[b, sα] ⊂ Aα

(sα, d] ∩Aα = ∅
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می�دهد. نشان α ∈ [0, 1] هر براي را Aα بودن کراندار و بسته که Aα = [tα, sα] پس
است. برقرار حکم فازي اعداد بودن نرمال به توجه با (ii

چنانکه: باشند تابع دو q : I → R و p : I → R اگر [4] .4.2.1 قضیه

باشد. صعودي کراندار تابع یک p (1

باشد. نزولی کراندار تابع یک q (2

p(1) ≤ q(1) (3

limt→k− q(t) = q(k) و limt→k− p(t) = p(k) باشیم: داشته 0 < k ≤ 1 هر براي (4

limt→0+ q(t) = q(0) و limt→0+ p(t) = p(0) (5

ضابطه با µA : R → I آنگاه

µA(x) = sup {r|p(r) ≤ x ≤ q(r)}

برش�هاي −α با را µA : R → I عضویت تابع با A فازي عدد هر اگر طرفی از و است فازي عدد یک

Aα = [p(r), q(r)]

بود. خواهند (5)-(1) ویژگیهاي داراي q(r) و p(r) توابع بنویسیم،

پس باشند. برقرار q(t) و p(t) توابع براي (5) تا (1) ویژگیهاي می�کنیم فرض ابتدا برهان.

∀x ∈ R\[p(0), q(0)] ; µA(x) = 0

چنان x ∈ R اگر حال p(1) ≤ q(1) می�دانیم است. برقرار [p(0), q(0)] براي فازي عدد تعریف از (ii) ویژگی پس
که باشد

p(r) ≤ p(1) ≤ x ≤ q(1) ≤ q(r) ; ∀r ∈ [0, 1]

آنگاه
{r|p(r) ≤ x ≤ q(r)} = [0, 1]
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درنتیجه
µA(x) = sup {r|p(r) ≤ x ≤ q(r)} = 1

یعنی
∀x ∈ [p(1), q(1)] ; µA(x) = 1

آنگاه p(0) < x < y < p(1) اگر حال

x ≤ q(r) , y ≤ q(r) ; ∀r ∈ [0, 1]

یعنی .p(r) ≤ y آنگاه p(r) ≤ x اگر و

{r|p(r) ≤ x ≤ q(r)} ⊆ {r|p(r) ≤ y ≤ q(r)} .

پس
µA(x) = sup {r|p(r) ≤ x ≤ q(r)} ≤ sup {r|p(r) ≤ y ≤ q(r)} = µA(y)

است. صعودي [p(0), p(1)] روي µA(x) یعنی
نیز فازي عدد تعریف در (iii) حکم پس است. نزولی [q(0), q(1)] روي µA(x) داد نشان می�توان ترتیب همین به

می�شود. حاصل
روي µA(x) پس µA(x) = 1 داریم [p(1), q(1)] روي کنیم. ثابت را فازي عدد تعریف از (i) حکم می�خواهیم حال
ثابت کافیست بالا از شبه�پیوستگی اثبات براي پس است صعودي تابعی µ ، [p(0), p(1)] روي است. پیوسته بازي این

می�کنیم ثابت یعنی است. راست از پیوسته بازه این روي µA(x) کنیم

∀x0 ∈ R ; lim
x→x+

0

µA(x) = µA(x0).

دنباله این کرانداري و µA(xn) دنباله بودن نزولی بنابه باشد. راست از x0 به همگرا و نزولی دنباله�اي {xn} کنید فرض
پایین از

∀n ∈ N ; µA(xn) ≥ µA(x0).

فرض اینصورت درغیر است برقرار حکم ،آنگاه limn→∞ µA(xn) = µA(x0) اگر حال همگراست. دنباله این پس
کنید

lim
n→∞

µA(xn) = r̂ > µA(x0).
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می�کنیم تعریف
Bn := {r|a(r) ≤ x ≤ b(r)}

که است موجود چنان N ∈ N یک پس . a(r̂) > x0 یعنی r̂ > supB0 پس

∀n > N ; p(r̂) > xn > x0.

پس
∀n > N ; r̂ > supBn.

یعنی
∀n > N ; r̂ > µA(xn).

پس
r̂ = lim

n→∞
µA(xn) = inf

n
µA(xn) � r̂

داد. نشان مشابه طریق به می�توان نیز را [q(0), q(1)] بازه در µA(x) بالاي از شبه�پیوستگی است. تناقض این و
احکام بررسی آوریم، بدست آنرا برشهاي −α و باشیم داشته µA عضویت درجه تابع با را A فازي عدد اگر حال
آنگاه Ar = [p(r), q(r)] اگر می�دهیم نشان می�آید. بدست براحتی برش�ها −α تعریف از استفاده با (3) تا (1)

. limr→k− p(r) = p(k)

کنید فرض است صعودي p چون

lim
r→k−

p(r) = sup
r∈[0,k)

p(r) = x0 � x1 = p(k)

از .µA(x0) = k می�شود نتیجه p(k) = x1 اینکه به توجه با و µA(x0) ≥ k پس .∀r < k ; p(r) ≤ x0 آنگاه
یعنی .∀x < x1 ; µA(x) � k پس p(k) = inf {x; µA(x) ≥ k} = x1 داریم برش�ها −α تعریف بنابه طرفی
طریق به نیز limr→k− q(r) = q(k) حکم و limr→k− p(r) = p(k) پس است، تناقض یک این و µA(x0) < k

می�شود. اثبات مشابه
یعنی (5) حکم حال

lim
r→0+

p(r) = p(0)

داریم x0 > x > p(0) هر براي آنگاه limr→0+ p(r) = x0 	 p(0) اگر خلف) (فرض می�کنیم. بررسی را
پس است). تناقض این و p(0) ≥ x داشت: خواهیم µA(x) = 0 اگر (زیرا µA(x) 	 0

∃r0 > 0, µA(x) = r0
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نتیجه در
x0 = lim

r→0+
p(r) ≤ p(r0) ≤ x � x0

.x0 = p(0) و است تناقض این و
می�شود. اثبات مشابه بطریق نیز limr→0+ q(r) = q(0) حکم و

به توجه با ما اولیه تعریف با آنها ارزي هم که است شده بیان فازي عدد براي فازي کتاب�هاي در نیز دیگري تعاریف
می�آید. بدست است آمده بالا در آنچه

اگر: گوییم فازي عدد یک را µA : R → I = [0, 1] فازي مجموعه [3] .5.2.1 تعریف
باشد. نرمال µ(i

باشد. محدب µ(ii
باشد. بالا از شبه�پیوسته µ(iii

باشد. فشرده A0(iv

Aα = [Aα, A
α
] با را A فازي عدد یعنی کرد، خواهیم کار فازي اعداد برشهاي −α با کار، راحتی براي این از بعد

هستند. A برشهاي −α پایین کران Aα و بالا کران Aα که شناخت، خواهیم

a < b < c < d اگر است Aذوزنقه�اي گوییم باشد، R روي فازي عدد Aیک اگر ذوزنقه�اي) فازي (عدد .6.2.1 تعریف
که باشند موجود

µA(x) =


0 x ≤ a , x ≥ d
x−a
b−a a ≤ x ≤ b

1 b ≤ x ≤ c
d−x
d−c c ≤ x ≤ d

می�شود. داده نشان A = (a, b, c, d) بصورت ذوزنقه�اي فازي عدد

b = c باشیم داشته اگر می�شود نامیده Aمثلثی = (a, b, c, d) ذوزنقه�اي فازي عدد مثلثی) فازي (عدد .7.2.1 تعریف
می�شود. داده نشان A = (a, b, d) با اینصورت در و

بود. خواهند زیر بصورت A برشهاي −α آنگاه A = (a, b, c) اگر که شود توجه

Aα = a+ (b− a)α , A
α
= c− (c− b)α

داد. خواهیم نشان RT با نیاز درصورت را مثلثی فازي اعداد مجموعه .A1 := A1 = A
1 و
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فازي حساب 3.1
می�نویسیم باشند فازي عدد دو B و A اگر

(A+B)α = [Aα +Bα, A
α
+B

α
]

(A×B)α = [Tα, T
α
]

آن در که
Tα = min

{
Aα.Bα , A

α
.Bα , Aα.B

α
, A

α
.B

α}
T
α
= max

{
Aα.Bα , A

α
.Bα , Aα.B

α
, A

α
.B

α}
همچنین و

(A/B)α = [Sα, S
α
]

آن در که
Sα = min

{
Aα/Bα , A

α
/Bα , Aα/B

α
, A

α
/B

α}
S
α
= max

{
Aα/Bα , A

α
/Bα , Aα/B

α
, A

α
/B

α}
.

ولی است). حقیقی صفر عدد نشاندهنده 0̂ علامت (که است فازي اعداد جمع عمل براي خنثی عنصر 0̂ که شود توجه
نیست. معکوس داراي خنثی عنصر این به نسبت حقیقی غیر فازي عدد هیچ

اگر فازي): عدد در اسکالر (ضرب .1.3.1 تعریف
آنگاه c ∈ R و فازي عدد یک A

[c.A]α = {ct; t ∈ Aα}

آنگاه c ≥ 0 اگر یعنی
[c.A]α = [cAα, cA

α
]

آنگاه c < 0� اگر و
[c.A]α = [cA

α
, cAα]

داریم: [1] از آنگاه λ, µ ∈ R اگر و A,B ∈ Rf و باشند هم�علامت a, b ∈ R اگر .2.3.1 قضیه

(a+ b).A = a.A+ b.A (1
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λ.(A+B) = λ.A+ λ.B (2

λ.(µ.A) = (λ.µ).A (3

[a, b] اگر بازه�ها حساب در کرده�ایم. استفاده بازه�ها حساب از فازي اعداد تقسیم و ضرب جمع، محاسبه براي بالا در
می�آید، بدست بازه�ها این اعضاي تک�تک جمع از آن اعضاي که بازه�اي یعنی آنها حاصل�جمع باشند، بازه دو [x, y] و

یعنی:
[a, b] + [x, y] = {t ∈ R|∃r ∈ [a, b], ∃s ∈ [x, y]; t = r + s}

باشد، حسابی عمل یک (∗) و باشند فازي عدد دو B و A اگر حال می�شود. تعریف مشابه طریق به نیز تقسیم و ضرب و
بنابه نتیجه که می�کنیم اعمال آنها روي را بازه�ها حساب و می�کنیم محاسبه را Bα و Aα ابتدا ، [A∗B]α محاسبه براي
ویژگی�هاي از بعضی زیرا کرد چنین نمی�توان فازي عدد دو تفریق عمل براي ولی می�شود. حاصل شد بیان که تعاریفی
استفاده بازه�ها حساب از اگر و Bα = [2 + 2α, 6 − 2α] و Aα = [1 + α, 3 − α] اگر مثلا ندارد، را انتظار مورد

داریم: کنیم

[C,C] = [A]α − [B]α = [1 + α− (6− 2α), (3− α)− (2 + 2α)] = [−5 + 3α, 1− 3α]

دهد. انجام را جمع عمل عکس ، تفریق که است مهم خیلی محاسبات در ما براي ولی [C +B]α ̸= Aα حال
می�کنیم. تعریف فازي عدد دو تفاضل عنوان به را زیر رابطه

اگر است C فازي عدد برابر و موجود A − B گوییم باشند فازي عدد دو B و A اگر تفاضل): −h ) .3.3.1 تعریف
C +B = A باشیم داشته که باشد موجود چنان C فازي عدد

−h همچنین، و A⊖B ̸= A+ (−1)B که شود توجه می�دهیم. نشان ⊖ با و نامیم تفاضل −h را فوق تفاضل
نباشد. موجود است ممکن فازي عدد دو تفاضل

[aα, aα] بازه�هاي α هر براي و α ∈ [0, 1] آن در که باشند فازي عدد Bدو = [bα, b
α
] و A = [aα, aα] کنید فرض

باشند. موجود B ⊖ A و A ⊖ B تفاضل�هاي −h کنید فرض باشند. B و A فازي اعداد برشهاي −α ، [bα, bα] و
D و C فازي اعداد یعنی

که باشند موجود چنان
A = B + C , B = D +A

داریم: اینصورت در
A = B + C = (D +A) + C
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⇒ 0̂ = D + C ⇒ D = −C ∈ R

باشند. زیر بصورت می�توانند B و A مثال عنوان به

Aα = [3 + α, 5− α] , Bα = [α, 2− α]

زیر عدد دو می�توان حالت این از مثالی عنوان به نباشد. برقرار طرف هیچ از فازي عدد دو تفاضل −h است ممکن البته
کرد. امتحان را

Aα = [2α, 4− 2α] , Bα = [3α, 4− α]

و A0 − A1 > 0 , و A1 − A0 > 0 چنانکه باشند مثلثی فازي عدد دو A,B ∈ RT اگر [1] .4.3.1 لم
است. موجود A⊖B تفاضل −h آنگاه supp(B) = (B

0 −B0) ≤ min
{
A1 −A0, A

0 −A1 > 0
}

می�شود نوشته زیر بصورت b و a بین فاصله باشند، بازه دو b = [b, b] و a = [a, a] اگر [10] .5.3.1 تعریف

d(a, b) = max
{
|a− b|, |a− b|

}
می�دهد تشکیل حقیقی اعداد روي بازه�هاي فضاي روي هاسدورف متر بنام را متر یک که

روي اقلیدسی متر از تعمیمی هاسدورف متر که دید می�توان دهیم، نشان [a, a] بازه بصورت را a حقیقی عدد اگر
است. حقیقی اعداد فضاي

b ، a کنید فرض کرد. خواهیم استفاده بعد فصول در d متر با رابطه در زیر ویژگی�هاي از .6.3.1 گزاره
باشند. بازه c و

1) d([a, a] + [b, b], [a, a] + [c, c]) = d([b, b], [c, c])

2) d([a, a] + [b, b], [c, c] + [d, d]) ≤ d([a, a], [c, c]) + d([b, b], [d, d])

3) d[a⊖ b, a⊖ c] = d[b, c]

می�آید. بدست d متر تعریف بکارگیري با روابط این اثبات
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فازي مشتق و فازي تابع 4.1
گوییم. فازي تابع یک را f : R → Rf تابع فازي) (تابع .1.4.1 تعریف

ضابطه با D : Rf × Rf → R+ نگاشت :( Rf روي (متر [2] .2.4.1 تعریف

D(A,B) = sup
α

max
{
|Aα −Bα|, |Aα −B

α|
}
= sup

α
d {Aα, Bα}

(توجه نامید. خواهیم فازي اعداد فاصله یا فازي اعداد متر آنرا این از بعد که می�کند مشخص فازي اعداد روي را متر یک
می�دهیم.) نشان D با را فازي عدد دو بین فاصله و d با را بازه دو بین فاصله که شود

A ، B ، C ، E ∈ Rf و k ∈ R اگر می�کنیم. نقل [1] از اینجا در را فازي متر با رابطه در زیر معروف ویژگیهاي
داریم: آنگاه باشند، فازي f و g توابع و

D(A+ C,B + C) = D(A,B) (1

D(k.A, k.B) = |k|D(A,B) (2

D(A+B,C + E) ≤ D(A,C) +D(B,E) (3

است. کامل متري فضاي یک (Rf , D) (4

گوییم باشد فازي تابع یک f(x) اگر شد، تعریف بالا در که D متر به توجه با فازي): (حد .3.4.1 تعریف

lim
x→x0

f(x) = L

اگر است) فازي عدد یک L (که

∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x− x0| < δ ⇒ D(f(x), L) < ε

داشت: خواهیم آنگاه Lα = [Lα, L
α
] فرض با که limx→x0 f(x) = L اگر .4.4.1 گزاره

lim
x→x0

fα(x) = L , lim
x→x0

f
α
(x) = L.

اگر: یعنی Lα = [Lα, L
α
] که limx→x0 f(x) = L اگر برهان.

∀ε > 0, ∃δ > 0; |x− x0| < δ ⇒ D(f(x), L) < ε
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آنگاه

∀ε > 0, ∃δ > 0; |x− x0| < δ ⇒ sup
α

{
max

{
|fα(x)− Lα|, |fα

(x)− L
α|
}}

< ε

آنگاه
∀ε > 0, ∃δ > 0 ∀α ∈ [0, 1]; |x− x0| < δ →

{
|fα(x)− Lα| < ε

|fα
(x)− L

α| < ε

آنگاه
lim
x→x0

fα(x) = L , lim
x→x0

f
α
(x) = L

−α در پایین و بالا توابع حدود محاسبه با می�توان باشد داشته حد نقطه�اي در فازي تابع یک اگر اینکه یعنی این و
باشد برشها −α در پایین و بالا توابع حد داراي تابعی که است ممکن که شود توجه البته آورد. بدست را تابع حد برشها،

باشد. نداشته حد فازي تابع خود ولی

اگر گوییم کراندار را f : U ⊆ R → Rf فازي تابع فازي) تابع (کرانداري .5.4.1 تعریف

∃M > 0, ∀x ∈ U ; D(f(x), 0̂) ≤ M.

است. کلاسیک ریاضیات در متناظر تعریف فازي، مشتق تعریف در اصلی ایده

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

(a, b) روي فازي تابعی f(x) اگر می�کنیم: ارائه [6] از 3.2 تعریف از استفاده با را مشتق از خود ابتدایی تعریف حال
تفاضل�هاي −h کوچک کافی اندازه به هاي h > 0 براي و x0 ∈ (a, b) و باشد

f(x0 + h)⊖ f(x0) , f(x0)⊖ f(x0 − h)

است، f ′(x0) مثل فازي عدد یک برابر مشتق مقدار و است مشتق�پذیر x0 در f گوییم دراینصورت باشند، شده تعریف
باشیم: داشته اگر

lim
h→0+

f(x0 + h)⊖ f(x0)

h
= lim

h→0+

f(x0)⊖ f(x0 − h)

h
= f ′(x0) ∈ Rf

باشیم: داشته اگر یعنی

∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < h < δ ⇒

{
D(f(x0+h)⊖f(x0)

h , f ′(x0)) < ε

D(f(x)⊖f(x0−h)
h , f ′(x0)) < ε


