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شده تنظیم فصل سه در و مͬ�باشد [١٣] و [١٨] ،[٢٠] مقاله�های اساس بر پایان�نامه این چͺیده:
بعد مͬ�پردازیم. توپولوژی مدول�های ͬͺتوپولوژی کرول بعد بررسͬ به پایان�نامه این در است.
در مͬ�شود. نامیده ͬͺتوپولوژی کرول بعد مدول، ͷی از بسته زیرمدول�های همه�ی مجموعه� کرول
نداشته کرول بعد اما باشد، ͬͺتوپولوژی کرول بعد دارای مدول ͷی که است ممͺن کلͬ، حالت
کرول بعد مدول ͷی اگر اما دارد، متناهͬ گلدی بعد کرول، بعد با مدول هر که مͬ�دانیم باشد.
بعد و توپولوژی بحرانͬ مدول�های سپس ندارد. متناهͬ گلدی بعد لزوما باشد، داشته ͬͺتوپولوژی
حالت هم�چنین مͬ�کنیم. بیان را آن�ها به مربوط قضایای و کرده تعریف را ͬͺتوپولوژی نویتری
کرول بعد با مدول�های دارای PI-حلقه�های بررسͬ به و مͬ�کنیم بیان را لنگان لم ͬͺتوپولوژی
مͬ�کنیم. بیان را ͬͺتوپولوژی کرول بعد با حلقه�های بئر رادیͺال خواص و مͬ�پردازیم ͬͺتوپولوژی



مطالب فهرست

ت پیشͽفتار

١ اولیه مفاهیم ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعه�ها نظریه ١.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبر ٢.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشبͺه ٣.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی فضاهای ۴.١

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی حلقه�های ۵.١

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی گروه�های ۶.١

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی مدول�های ٧.١

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفر همسایͽͬ�های و فیلتر پایه�ی فیلتر، ٨.١

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زیرگروه و ایدال زیرمدول، زیرحلقه، ٩.١

۵٩ نویتری و کرول گلدی، بعد ٢

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گلدی بعد ١.٢

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرول بعد ٢.٢

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نویتری بعد ٣.٢

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α-اتمͬ مدول�های ۴.٢

٨٠ ͬͺتوپولوژی کرول بعد ٣

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٣



پ مطالب فهرست

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺتوپولوژی نویتری بعد و بحرانͬ مدول�های ٢.٣

٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته زیرمدول�های از نامتناهͬ مستقیم مجموع ٣.٣

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توپولوژی چندجمله�ای حلقه�های ۴.٣

٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لنگان لم از ͬͺتوپولوژی مشابه ۵.٣

٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺتوپولوژی کرول بعد با مدول�هایی دارای PI-حلقه�های ۶.٣

١٠٣ . . . . . . . . . . . . ͬͺتوپولوژی کرول بعد با حلقه�های ͬͺتوپولوژی بئر رادیͺال خواص ٧.٣

١٠۶ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه�ی

١١٢ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

١١٧ کتاب�نامه



پیشͽفتار

توسط بار اولین که است نویتری راست حلقه�های نظریه�ی اساسͬ ابزارهای از ͬͺی R-مدول�ها، کرول بعد مفهوم
به و شد داده تعمیم α ترتیبی عدد هر برای کراس توسط سپس و شد تعریف طبیعͬ اعداد برای گابریل و ریچلر
از R-مدول�ها دوری برای اندازه�ای که بعد این دوگان گرفت. قرار رابسون و گاردن مطالعه�ی مورد اصولͬ طور
لمونیه و وی توسط وسیعͬ طور به و شد نامیده نویتری بعد کرم�زاده، دکتر توسط بار اولین مͬ�باشد، بودن نویتری

گرفت. قرار مطالعه مورد
کرول بعد دارای که مدول�هایی بئر رادیͺال خواص و توپولوژی مدول�های ͬͺتوپولوژی کرول بعد پایان�نامه این در
بیان [١٨] و [٢٠] مقاله�ی ٢ در V. V. Tenzina توسط ٢٠٠۵ و ٢٠٠۴ سال�های در که را هستند ͬͺتوپولوژی

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را V. T. Markov از [١٣] مقاله�ی هم�چنین و است شده
و مͬ�کنیم بیان را اولیه قضایای و تعاریف مفاهیم، ابتدا اول فصل در است. شده تنظیم فصل سه در پایان�نامه این

مͬ�پردازیم. صفر همسایͽͬ�های هم�چنین و توپولوژی گروه�های و مدول�ها حلقه�ها، بررسͬ به کامل صورت به
مربوط قضایای و کرده تعریف را مدول�ها نویتری بعد و بحرانͬ مدول�های کرول، بعد گلدی، بعد دوم فصل در
دوگان و بوده ١-اتمͬ مدول�های از تعمیمͬ که α-اتمͬ مدول�های بررسͬ به هم�چنین مͬ�کنیم. بیان را آن�ها به

مͬ�پردازیم. α-بحرانͬ�اند، مدول�های
و مͬ�کنیم بررسͬ را مدول�ها ͬͺتوپولوژی کرول بعد اول بخش در است. بخش ٧ شامل پایان�نامه این سوم فصل
توجه مͬ�کنیم. بیان توپولوژی مدول�های ͬͺتوپولوژی کرول بعد برای را مدول�ها کرول بعد به مربوط قضایای تمامͬ
است ممͺن کلͬ، حالت در اما دارد. نیز ͬͺتوپولوژی کرول بعد باشد، داشته کرول بعد مدول ͷی اگر که مͬ�کنیم
اعداد حلقه�ی مثال، برای باشد. نداشته کرول بعد مدول، این ولͬ باشد داشته ͬͺتوپولوژی کرول بعد مدول ͷی
است. ͬͺتوپولوژی کرول بعد دارای اما ندارد، کرول بعد Z-مدول ͷی عنوان به ( معمولͬ توپولوژی (با R حقیقͬ
مͬ�کنیم. بررسͬ را ͬͺتوپولوژی نویتری بعد و توپولوژی اتمͬ مدول�های توپولوژی، بحرانͬ مدول�های دوم بخش در
ندارد متناهͬ گلدی بعد الزاما باشد، داشته ͬͺتوپولوژی کرول بعد مدول ͷی اگر که مͬ�دهیم نشان سوم بخش در
زیرمدول�های از نامتناهͬ مستقیم مجموع ͷی شامل که مͬ�کنیم ارائه ͬͺتوپولوژی کرول بعد با مدولͬ از مثالͬ و
مͬ�کنیم تعریف راست، ͬͺتوپولوژی کرول بعد با R[x] حلقه�ی روی توپولوژی ͷی چهارم بخش در مͬ�باشد. بسته
ͬͺتوپولوژی حالت پنجم بخش در است. راست از توپولوژی نویتری R حلقه�ی صورت این در که مͬ�دهیم نشان و
را هستند ͬͺتوپولوژی کرول بعد با مدول�های دارای که PI-حلقه�هایی ششم بخش در و مͬ�کنیم بیان را لنگان لم



ث مطالب فهرست

دنباله�ی ͷی باشد، داشته متناهͬ نویتری بعد خطͬ مرتب مجموعه�ی ͷی اگر که مͬ�دهیم نشان و مͬ�کنیم بررسͬ
دارای که PI-حلقه ͷی از بئر رادیͺال که مͬ�کند ثابت [١٢] مقاله�ی در مارکف دارد. وجود آن در هم�پایان
بیان را آن ͬͺتوپولوژی حالت بخش این در ما مͬ�باشد. پوچ�توان ایدال ͷی است، کرول بعد با وفادار مدول ͷی

مͬ�پردازیم. ͬͺتوپولوژی کرول بعد با حلقه�های بئر رادیͺال خواص بررسͬ به پایانͬ بخش در مͬ�کنیم.



١ فصل

اولیه مفاهیم

مجموعه�ها نظریه ١.١

شرایط هرگاه مͬ�نامیم، جزئͬ ترتیب ͷی است، شده تعریف A ناتهͬ مجموعه در که را ≤ رابطه .١.١.١ تعریف

باشند برقرار a, b, c ∈ A هر ازای به زیر

.( بازتابی (خاصیت a ≤ a .١

.( پادتقارنͬ (خاصیت a = b آن�گاه ،b ≤ a و a ≤ b اگر .٢

.( ترایایی (خاصیت a ≤ c آن�گاه ،b ≤ c و a ≤ b اگر .٣

هم�چنین است، مرتب جزئاً مجموعه�ی ͷی ≤ تحت A مͬ�گوییم باشد، A در جزئͬ ترتیب رابطه�ی ͷی ≤ اگر
دو از ͬͺی a, b ∈ A عنصر دو هر برای هرگاه مͬ�نامیم، کلͬ ترتیب ͷی را A ناتهͬ مجموعه�ی در ≤ رابطه�ی
مجموعه�ی ͷی ≤ تحت A مͬ�گوییم باشد، A در کلͬ ترتیب ͷی ≤ اگر باشد. برقرار b ≤ a و a ≤ b رابطه�ی

مͬ�نویسیم. (A,≤) شͺل به را ≤ ترتیب با A مرتب مجموعه�ی است. مرتب کاملا

ترتیبی: خوش اصل .٢.١.١ تعریف

یعنͬ است. عضو کوچ�ͷترین دارای X در A ناتهͬ مجموعه�ی زیر هر

∃ a ∈ A , ∀x ∈ A a ≤ x



٢ مجموعه�ها نظریه ١.١

.b ≤ a یا a ≤ b اگر گوییم، مقایسه قابل را a, b ∈ A عناصر .٣.١.١ تعریف

هرگاه مͬ�نامیم، زنجیر ͷی را F ⊂ A باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی ͷی (A,≤) مͬ�کنیم فرض .۴.١.١ تعریف

.b ≤ a یا a ≤ b باشیم داشته a, b ∈ F هر برای

بالا کران A در زنجیر هر اگر باشد. مرتب جزئاً مجموعه�ی ͷی (A,≤) مͬ�کنیم فرض ( (تسورن .۵.١.١ لم

باشد، داشته پایین کران A در زنجیر هر اگر و است ماکسیمال عنصر ͷی کم دست حاوی A آن�گاه باشد، داشته
است. مینیمال عنصر ͷی کم دست حاوی A آن�گاه

شود. مراجعه ،١۵١ صفحه�ی [۴] به برهان:

ͷی B و A بین هرگاه ،A ∼ B مͬ�نویسیم و مͬ�نامیم (هم�عدد) هم�توان را B و A مجموعه دو .۶.١.١ تعریف

باشد. داشته وجود f : A −→ B ͷی به ͷی تناظر

ͷی هرگاه هستند، ترتیبی هم�ریخت (B,≤′) و (A,≤) ترتیب خوش مجموعه�ی دو مͬ�گوییم .٧.١.١ تعریف

داشته a1 ≤ a2 و a1, a2 ∈ A هر برای که طوری به باشد، داشته وجود f : A −→ B مانند دوسویی تابع
(B,≤′) و (A,≤) مجموعه�ی دو اگر مͬ�نامیم. ترتیبی هم�ریختͬ ͷی را f تابع .f(a1) ≤′ f(a2) باشیم:

.A ≈ B ساده طور به یا و (A,≤) ≈ (B,≤′) مͬ�نویسیم باشند، ترتیبی هم�ریخت

مͬ�دهیم. نشان γ و β و α یونانͬ حروف با معمولا را ترتیبی اعداد .٨.١.١ تعریف

باشیم داشته x ∈ α هر برای و باشد ترتیب خوش مجموعه�ی ͷی α اگر مͬ�گوییم، ترتیبی عدد ͷی را α

S(x) = {y ∈ α : y < x} = x

،m ∈ n هر برای زیرا است. ترتیبی عدد ͷی n مانند طبیعͬ عدد هر .٩.١.١ مثال

S(m) = {0, 1, 2, . . . ,m− 1} = m

است. S(n) = n ،n ∈ ω هر ازای به زیرا است، نامتناهͬ ترتیبی عدد کوچ�ͷترین ω و



٣ مجموعه�ها نظریه ١.١

.x < α مͬ�کنیم تعریف ،x ∈ α هر برای توجه:

ترتیبی اعداد خواص

است. ترتیبی عدد ͷی ترتیبی، عدد ͷی عنصر هر .١٠.١.١ لم

که دهیم نشان باید حال است. تعریف خوش ،y < α که است واضح برهان:

∀x ∈ y, y < α ⇒ S(x) = {t ∈ y : t < x} = x

طرفͬ از و S ′(x) = {t ∈ α : t < x} = xپس است، ترتیبی عدد ͷی α که مͬ�دانیم اما

S ′(x) = {t ∈ α : t < x < y} = {t ∈ α : t < y, t ∈ y}

⇒ x = S ′(x) = {t ∈ y : t < x}. •

است. α = β آن�گاه ،α ∼ β و باشند ترتیبی عدد دو β و α اگر .١١.١.١ لم

که دارد، وجود f مانند دوسویی تابع ͷی آن�گاه α ∼ β اگر برهان: f : α −→ β

x ≤ x′ ⇐⇒ f(x) ≤ f(x′) ∀x, x′ ∈ α

.(f(α) = α = β دیͽر عبارت (به مͬ�باشد f(x) = x ،x ∈ α هر برای که کنیم ثابت است، کافͬ
مͬ�دهیم قرار .f(x) ̸= x که دارد وجود α در x مانند عضوی مͬ�کنیم (خلف) فرض

A = {x ∈ α : x ̸= f(x)}

کوچ�ͷترین x0 ∈ A کنیم فرض است. چنین نیز Aپس ،A ⊆ α و است ترتیب خوش مجموعه�ی ͷی α چون
و y /∈ A ،x0 انتخاب به بنا و y < x0 ،y ∈ S(x0) هر ازای به طرفͬ از .f(x0) ̸= x0 پس باشد، A در عضو
نتیجه در و است S(x0) = x0 پس است، ترتیبی عدد ͷی x0 اما .f(S(x0)) = S(x0) بنابراین .f(y) = y

• مͬ�شود. اثبات حͺم بنابراین و مͬ�شود تناقض به منجر که f(S(x0)) = f(x0) = x0



۴ مجموعه�ها نظریه ١.١

.β ∈ α یا α ∈ β یا α = β یا آن�گاه باشند، ترتیبی عدد دو β و α اگر .١٢.١.١ لم

پس مͬ�باشند. کامل مرتب (≤) رابطه با پس هستند، ترتیب خوش مجموعه�های ترتیبی اعداد چون برهان:
که دارد وجود α در x مانند عضوی یا α ∼ S(y) = y ∈ β که دارد وجود β در y مانند عضوی یا
نتیجه قبل، لم به بنا و α ∼ β یا و β ∼ x ∈ α یا α ∼ y ∈ β بنابراین .α ∼ β یا و β ∼ S(x) = x ∈ α

• است. α = β یا و β = x ∈ α یا α = y ∈ β که مͬ�شود

.α+ = α ∪ {α} مͬ�دهیم قرار آن�گاه باشد، ترتیبی عدد ͷی α اگر توجه:

است. ترتیبی عدد ͷی α+ .١٣.١.١ لم

عدد ͷی عضو هر زیرا S(x)؛ = x آن�گاه ،x ∈ α اگر .x = α یا x ∈ α داریم x ∈ α+ هر برای برهان:
• است. ترتیبی عدد ͷی α زیرا S(α)؛ = α صورت این در ،x = α اگر و است ترتیبی

مͬ�گوییم. α تالͬ را α+ .١۴.١.١ تعریف

است. ترتیبی عدد ͷی γ =
∪

α∈A α آن�گاه باشد، ترتیبی اعداد از مجموعه ͷی A اگر .١۵.١.١ لم

• شود. مراجعه ،١٩٣ صفحه [۴] به برهان:

.α ∈ α+ زیرا α؛ < α+ همواره .١۶.١.١ توجه

مجموعه آن ترتیبی اعداد تمام از که دارد وجود ترتیبی عدد ترتیبی، اعداد از مجموعه هر ازای به .١٧.١.١ توجه
است. بزرگ�تر

لم به توجه با .β =
∪

α∈A α مͬ�دهیم قرار باشد، ترتیبی اعداد از مجموعه ͷی A مͬ�کنیم فرض برهان:
داریم و است ترتیبی عدد ͷی β ،(١۵.١.١)

∀α ∈ A , α ∈ β ⇒ α ≤ β



۵ مجموعه�ها نظریه ١.١

• .α < β+ ،α ∈ A هر ازای به پس ،β < β+ چون

است برقرار زیر قاعده�های ترتیبی، اعداد مفهوم به توجه با .١٨.١.١ لم

و مͬ�دهیم نسبت مͬ�نامیم، A ترتیبی عدد را آن که ترتیبی عدد ͷی (A,≤) ترتیب خوش مجموعه�ی هر به الف)
وجود (A,≤) ترتیب خوش مجموعه�ی ͷی باشد، ترتیبی عدد ͷی α اگر و مͬ�دهیم نشان ord(A,≤) با

.ord(A,≤) = α که قسمͬ به دارد

آن�گاه باشند، ترتیب خوش مجموعه�ی دو (B,≤′) و (A,≤) اگر ب)

(A,≤) ≈ (B,≤′) اگر تنها و اگر ord(A,≤) = ord(B,≤′)

.A = ∅ اگر تنها و اگر ord(A,≤) = 0 ج)

A = {1, 2, . . . , k} ،k طبیعͬ عدد هر برای که باشد قسمͬ به (A,≤) ترتیب خوش مجموعه�ی اگر د)
.ord(A,≤) = k آن�گاه

نشان ،ω حرف با معمولا را معمولͬ مساوی یا کوچ�ͷتر رابطه�ی با ،N طبیعͬ اعداد مجموعه�ی ترتیبی عدد
مͬ�دهیم.

ω = ord{1, 2, 3, . . .}

هم�توان خود از کمتر ترتیبی عدد هیچ با α هرگاه مͬ�گوییم، اصلͬ عدد ͷی را α ترتیبی عدد .١٩.١.١ تعریف

از عبارتند اصلͬ اعداد قاعده�های مهمترین نباشد.

هر برای و مͬ�شود داده نمایش Card(A) یا |A| با که است، مربوط اصلͬ عدد ͷی به A مجموعه�ی هر الف)
.|A| = a که طوری به دارد وجود A مجموعه�ی ͷی a اصلͬ عدد

.A = ∅ اگر تنها و اگر است صفر A مجموعه�ی اصلͬ عدد ب)

،A = {1, 2, . . . , k} که طوری به باشد موجود k ∈ N یعنͬ باشد، ناتهͬ متناهͬ مجموعه�ی ͷی A اگر ج)
.|A| = k آن�گاه

.A ∼ B اگر تنها و اگر |A| = |B| ،B و A مجموعه�ی هر برای د)



۶ مجموعه�ها نظریه ١.١

مͬ�دهیم. نشان ℵ0 نماد با را طبیعͬ اعداد مجموعه�ی اصلͬ عدد توجه:

آن در که است A ∪ B مجموعه�ی اصلͬ عدد ،a + b جمع b و a اصلͬ عدد دو هر برای .٢٠.١.١ تعریف

است A×B دکارتͬ حاصل�ضرب اصلͬ عدد ،ab حاصل�ضرب و هستند مجزا B و A و |B| = b و |A| = a

.|B| = b و |A| = a آن در که

|A×B| = ab

|A ∪B| = a+ b

مͬ�شود. تعریف نیز عامل نامتناهͬ تعداد برای اصلͬ اعداد ضرب و جمع عمل شͺل همین به
جمع به نسبت ضرب عمل هم�چنین و دارند شرکت�پذیری و تعویض�پذیری خاصیت اصلͬ اعداد ضرب و جمع

دارد. توزیع�پذیری خاصیت

مجموعه�ی هرگاه است، |B| مساوی یا کوچ�ͷتر |A| مͬ�گوییم باشند، مجموعه دو B و A اگر .٢١.١.١ تعریف

و |A| ≤ |B| اگر و |A| ≤ |B| مͬ�نویسیم صورت این در که باشد؛ هم�توان B زیرمجموعه�ی ͷی با A
.|A| < |B| مͬ�نویسیم آن�گاه ،|A| ̸= |B|

ناصفر آن�ها کوچ�ͷترین و نامتناهͬ آن�ها بزرگ�ترین که طوری به باشند اصلͬ عدد دو b و a اگر .٢٢.١.١ لم

.a+ b = a.b = max{a, b} آن�گاه باشد،

• شود. مراجعه ،١۶۴ صفحه [۴] به برهان:

در .ord(A,≤) = α که طوری به باشد، ترتیب خوش مجموعه�ی ͷی (A,≤) مͬ�کنیم فرض .٢٣.١.١ تعریف

تذکر باید مͬ�دهیم. نمایش α + 1 با و مͬ�نامیم α ترتیبی عدد تالͬ را ord(A ∪ {A},≤′) = α+ صورت این
.a ≤ b اگر تنها و اگر a ≤′ b آن�گاه ،a, b ∈ A اگر هم�چنین و a ≤′ A داریم a ∈ A عنصر هر برای که دهیم

و β = α+ که طوری به باشد داشته وجود α ترتیبی عدد هرگاه مͬ�گوییم، تالͬ ترتیبی عدد ͷی را β ترتیبی عدد
مͬ�گوییم. حدی ترتیبی عدد ͷی را β باشد، نداشته وجود ترتیبی عدد چنین اگر

است. حدی ترتیبی عدد ͷی 0 .٢۴.١.١ مثال



٧ مجموعه�ها نظریه ١.١

است. حدی ترتیبی عدد ͷی ω .٢۵.١.١ مثال

ترتیبی عدد کوچ�ͷترین مͬ�کنیم تعریف گونه این را α هم�پایانͬ باشد، ترتیبی عدد ͷی α اگر .٢۶.١.١ تعریف

یعنͬ باشد. هم�پایان α در که باشد داشته وجود f : β −→ α صعودی و ͷی به ͷی نگاشت که طوری به ،β
یعنͬ γ؛ ≤ f(ε) که طوری به باشد، داشته وجود ε ∈ β ترتیبی عدد γ ∈ α ترتیبی عدد هر برای

∀ γ ∈ α , ∃ ε ∈ β γ ≤ f(ε)

مͬ�دهیم. نمایش cofα با و
است. هم�پایان نگاشت ͷی همانͬ نگاشت چون cof(α)؛ ≤ α ،α ترتیبی عدد هر برای که مͬ�کنیم توجه

هم�پایان نگاشت ͷی f(0) = α و f : 1 −→ α+1 چون cof(α+1)؛ = 1 ،α ترتیبی عدد هر برای هم�چنین
است. α+ 1 در

شرط با مجموعه�ها از گردایه�ای {Ai : i ∈ I} هرگاه مͬ�نامیم، منظم را α نامتناهͬ اصلͬ عدد .٢٧.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. تکین را آن صورت این غیر در ،| ∪i∈I Ai| < α آن�گاه |I| < α اگر و باشد i ∈ I هر برای |Ai| < α

.c = Nα+1 ،α ترتیبی عدد ͷی برای اگر مͬ�نامیم، ناحدی را c اصلͬ عدد

است. منظم اصلͬ عدد ͷی ℵ0 .٢٨.١.١ مثال

دارا را زیر شرایط اگر تنها و اگر مͬ�گوییم ( نیافتنͬ (دست دسترس قابل غیر را k اصلͬ عدد .٢٩.١.١ تعریف

باشد

باشد). ناشمارا k (یعنͬ k > ℵ0 الف)

باشد. حدی k ب)

باشد. منظم k ج)

عدد کوچ�ͷترین ℵα ترتیب همین به و است ℵ0 از بزرگ�تر نامتناهͬ اصلͬ عدد کوچ�ͷترین ℵ1 .٣٠.١.١ توجه

است. متفاوت ،α از کوچ�ͷتر β هر برای ،ℵβ با که است نامتناهͬ اصلͬ

.ℵα < ℵβ آن�گاه ،α ∈ β اگر .٣١.١.١ قضیه



٨ جبر ٢.١

• شود. مراجعه ،٢١٣ صفحه [۴] به برهان:

مͬ�باشد. ترتیبی عدد ͷی α که است ℵα شͺل به نامتناهͬ اصلͬ عدد هر .٣٢.١.١ قضیه

• شود. مراجعه ،٢١٣ صفحه [۴] به برهان:

است. منظم اصلͬ عدد ͷی ℵα+1 ،α ترتیبی عدد هر برای .٣٣.١.١ قضیه

• شود. مراجعه ،٢۵٨ صفحه [۴] به برهان:

،x ∈ A هر برای اگر مͬ�نامیم، خودش از B زیرمجموعه�ی با هم�پایان را A مرتب مجموعه�ی .٣۴.١.١ تعریف

.x ≤ y که باشد موجود y ∈ B

است. هم�پایان صحیح اعداد مجموعه�ی با حقیقͬ اعداد مجموعه�ی .٣۵.١.١ مثال

جبر ٢.١

و جمع به ·(مرسوم و + عمل دو انضمام به R ناتهͬ مجموعه�ی ͷی از است عبارت حلقه ͷی .١.٢.١ تعریف

که طوری به ضرب)

است. آبلͬ گروه ͷی جمع عمل با R .١

.(ab)c = a(bc) ،R به متعلق a, b, c هر برای .٢

یعنͬ است؛ توزیع�پذیر جمع عمل به نسبت ضرب عمل .٣

∀ a, b, c ∈ R : a(b+ c) = ab+ ac , (b+ c)a = ba+ ca

،a ∈ R هر برای اگر و مͬ�گوییم تعویض�پذیر حلقه�ی را R ،ab = ba ،a, b ∈ R هر برای اگر علاوه به
مͬ�نامیم. ی�ͷدار حلقه�ی را R ،1Ra = a1R = a



٩ جبر ٢.١

جمع و ضرب عمل�های تحت که R از ناتهͬ زیرمجموعه�ی S و باشد حلقه ͷی R فرضمͬ�کنیم .٢.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. زیرحلقه را S باشد، حلقه عمل�ها این با S اگر است. بسته R در

∀ r ∈ R, ∀x ∈ I : rx ∈ I اگر مͬ�نامیم، چپ ایدال را R از I زیرحلقه�ی
∀ r ∈ R, ∀x ∈ I : xr ∈ I اگر مͬ�نامیم، راست ایدال را R از I زیرحلقه�ی

یعنͬ باشد؛ راست و چپ ایدال اگر مͬ�نامیم، R ایدال را I

∀ r ∈ R , ∀x ∈ I : rx ∈ I , xr ∈ I

،R از N ایدال هر برای Mو ̸= R اگر مͬ�گوییم، ماکسیمال را R Mدر راست) یا (چپ ایدال .٣.٢.١ تعریف

.N = R Mیا = N یا ،M ⊆ N ⊆ R که

a, b ∈ R هر برای اگر مͬ�گوییم، حلقه�ها هم�ریختͬ را ϕ : R −→ S باشند؛ حلقه دو S Rو اگر تعریف٢.١.۴.

باشیم داشته

ϕ(ab) = ϕ(a) · ϕ(b)

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b)

ϕ(1R) = 1S

M ×R −→M نگاشت ͷی با Mهمراه جمعͬ آبلͬ گروه باشد. حلقه ͷی R مͬ�کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

m,nداشته ∈M هر و r, s ∈ R برای هرگاه مͬ�نامیم، (راست) یRͷ-مدول را (m, r) −→ mr ضابطه�ی با
باشیم

(m+ n)r = mr + nr .١

m(r + s) = mr +ms .٢

(mr)s = m(rs) .٣
مͬ�گوییم. یͺانͬ R-مدول ͷی Mرا حالت این در و است برقرار زیر رابطه�ی باشد، ی�ͷدار R اگر

است). R حلقه�ی واحد عضو ١) m1R = m ،m ∈M هر ازای به .۴



١٠ جبر ٢.١

.rm = 0 ،m ∈M و r ∈ R هر برای اگر است، Mبدیهͬ R-مدول ͷی .۶.٢.١ تعریف

باشند، R-مدول�ها از خانواده ͷی {Mi}i∈I اگر .٧.٢.١ مثال

⊕Mi = {{ai} ∈ ΠMi : ناصفرند aiها از متناهͬ تعداد {فقط

است. R-مدول ͷی
⊕

i∈I Mi

داریم: مدول�ها نظریه�ی در را زیر مطالب

Mاست، حلقه�ی ،M (K روی جبر (یا K-جبر ͷی باشد، ی�ͷدار و تعویض�پذیر حلقه�ای K مͬ�کنیم فرض .١
که چنان

باشد. یͺانͬ (راست) K-مدول ،(M,+) الف)

.(mn)x = m(nx) = m(xn) :m,n ∈M هر ازای به و x ∈ K هر ازای به ب)

زیرمدول ͷی را N Mباشد. ناتهͬ زیرمجموعه�ی ͷی N و R-مدول ͷیM حلقه، ͷی R مͬ�کنیم فرض .٢
در .nr ∈ N باشیم داشته n ∈ N و r ∈ R هر برای و باشد M جمعͬ زیرگروه ͷی N هرگاه مͬ�گوییم، M

.N ≤M مͬ�نویسیم صورت این

باشند. آن زیرمدول�های Mتنها و 0 هرگاه مͬ�گوییم، ساده Mرا مدول .٣

هرگاه Mاست، مستقیم جمع�وند ͷی N مͬ�گوییم Mباشد، زیرمدول N و MیRͷ-مدول مͬ�کنیم فرض .۴
.M = N ⊕N ′ که طوری به باشد، Mموجود از N ′ زیرمدول ͷی (حداقل)

هرگاه مͬ�نامیم، یRͷ-هم�ریختͬ را f : M −→M ′ تابع ͷی باشند، R-مدول Mدو ′ Mو مͬ�کنیم فرض .۵
باشد برقرار زیر شرط دو

.f(x+ y) = f(x) + f(y) ،M به متعلق x, y هر ازای به الف)

.f(r.x) = r.f(x) ،x ∈M هر و r ∈ R هر ازای به ب)



١١ جبر ٢.١

R-تک�ریختͬ ͷی را R-هم�ریختͬ ͷی و باشد پوشا اگر مͬ�نامیم، R-بروریختͬ ͷی را R-هم�ریختͬ ͷی .۶
باشد. پوشا و ͷی به ͷی هرگاه مͬ�نامیم، R-ی�ͷریختͬ را آن و باشد ͷی به ͷی هرگاه مͬ�گوییم،

را هستند X شامل Mکه زیرمدول�های همه�ی اشتراک آن�گاه Mباشد، R-مدول از زیرمجموعه ͷی X اگر .٧
مدول از متناهͬ زیرمجموعه�ی ͷی اگر مͬ�دهیم. نمایش < X > با و مͬ�گوییم X توسط شده تولید زیرمدول

مͬ�گوییم. شده تولید متناهیا Mرا مدول آن�گاه نماید، تولید Mرا که باشد داشته وجود X Mمانند

آن�گاه Mباشد، از زیرمدولͬ N و راست R-مدول ͷیM اگر .٨

M

N
= {m+N : m ∈M}

است. راست R-مدول ͷی زیر، روابط با

(m+N) + (m′ +N) = (m+m′) +N , (m+N)a = ma+N

R-مدول به است. جمعͬ معکوس −(m +N) = −m +N و جمع همانͬ عضو 0 +N = N آن در که
Mمͬ�گوییم. راست R-مدول از خارج�قسمتͬ مدول ͷی M

N
راست

هرگاه مͬ�نامیم، F برای پایه ͷی را S = {ei} ⊆ F باشد، R-مدول ͷی F اگر .٩

.F =< S > یعنͬ، شود؛ تولید S وسیله�ی به F الف)

.ri = 0 ،1 ≤ i ≤ n هر برای آن�گاه ،ri ∈ R که ،
∑n

i=1 riei = 0 اگر ب)

است. آزاد مدول باشد، پایه ͷی دارای مدولͬ هرگاه .١٠

از خانواده�ای {Ni} و مستقیم آن�ها جمع که چنان باشد، مدول�ها از خانواده�ای {Mi}i∈I اگر .٨.٢.١ گزاره

آن�گاه است)، مستقیم نیز Niها جمع که (مͬ�دانیم Ni ≤Mi ،i ∈ I هر برای که باشد مدول�ها

⊕Mi

⊕Ni

= ⊕Mi

Ni

مͬ�کنیم تعریف را زیر ضابطه�ی با f : ⊕Mi

⊕Ni
−→ ⊕Mi

Ni
تابع برهان:

f(m1 + · · · +mn) = m1 + · · · +mn



١٢ جبر ٢.١

اگر زیرا است، تعریف خوش f

m1 + · · · +mn = m′
1 + · · · +m′

n ⇒ m1 −m′
1 + · · · +mn −m′

n ∈
⊕
i∈I

Ni

داریم مستقیم، جمع خواص به بنا و

m1 −m′
1 ∈ N1, . . . ,mn −m′

n ∈ Nn

⇒ m1 +N1 = m′
1 +N1, . . . ,mn +Nn = m′

n +Nn

⇒ m1 + · · · +mn = m′
1 + · · · +m′

n

زیرا مͬ�باشد؛ نیز ͷی به ͷی که مͬ�کنیم ادعا است. پوشا هم�ریختͬ ͷی وضوح به f است. تعریف خوش f لذا
.m1 ∈ N1, . . . ,mn ∈ Nn نتیجه در ·+m1و · ·+mn = 0 آن�گاه ،f(m1 + · · · +mn) = 0 فرضمͬ�کنیم

زیرا m1؛ + · · · +mn ∈ ⊕Ni پس
n⊕

i=1

Ni ∈
⊕
i∈I

Ni

• است. ی�ͷریختͬ f پس .m1 + · · · +mn = 0 نتیجه در و

برای هرگاه است، زیرمدول�ها روی (ش.ز.ف) فزاینده زنجیر شرط Mدارای R-مدول مͬ�گوییم .٩.٢.١ تعریف

طوری به باشد، داشته وجود n طبیعͬ عدد ͷی ،M زیرمدول�های M1از ⊆M2 ⊆ · · · فزاینده اکیدا زنجیر هر
.Mi = Mn باشیم داشته i ≥ n هر برای که

باشد. داشته وجود زیرمدول�هایش روی فزاینده زنجیر شرط هرگاه مͬ�گوییم، نویتری Mرا R-مدول

ارزند هم زیر شرایط آن�گاه باشد، R-مدول ͷیM مͬ�کنیم فرض .١٠.٢.١ قضیه

است. Mنویتری .١

است. شده تولید متناهیا ،M زیرمدول هر .٢

است. ماکسیمال عنصر Mدارای زیرمدول�های از ناتهͬ خانواده�ی هر .٣

• شود. مراجعه [٧] به برهان:



١٣ جبر ٢.١

باشد. داشته وجود R ایدال�های روی فزاینده زنجیر شرط هرگاه مͬ�نامیم، نویتری را R حلقه�ی .١١.٢.١ تعریف

است. نویتری حلقه�ی ͷی Z .١٢.٢.١ مثال

برای هرگاه است، زیرمدول�ها روی (ش.ز.ک) کاهنده زنجیر شرط Mدارای R-مدول گوییم .١٣.٢.١ تعریف

طوری به باشد، داشته وجود n طبیعͬ عدد ͷی ،M زیرمدول�های M1از ⊇ M2 ⊇ · · · نزولͬ اکیدا زنجیر هر
.Mi = Mn باشیم داشته i ≥ n هر برای که

باشد. داشته وجود زیرمدول�هایش روی کاهنده زنجیر شرط هرگاه مͬ�گوییم، آرتینͬ Mرا R-مدول

معادلند زیر شرایط آن�گاه باشد، R-مدول ͷیM هرگاه .١۴.٢.١ قضیه

است. Mآرتینͬ .١

است. مینیمال عنصر Mدارای زیرمدول�های از ناتهͬ خانواده�ی هر .٢

باشد. داشته وجود R ایدال�های روی کاهنده زنجیر شرط هرگاه مͬ�گوییم، آرتینͬ را R حلقه�ی .١۵.٢.١ تعریف

آرتینͬ. هم و است نویتری Mهم متناهͬ R-مدول هر .١۶.٢.١ مثال

خارج�قسمت مدول هر و M زیرمدول هر آن�گاه باشد، ( (آرتینͬ نویتری R-مدول ͷی M اگر .١٧.٢.١ قضیه

است. ( (آرتینͬ Mنویتری

Mنیز آن�گاه باشند، ( (آرتینͬ نویتری دو M/Nهر و N ≤ M و باشد R-مدول ͷیM اگر .١٨.٢.١ قضیه

است. ( (آرتینͬ نویتری

(راست) ایدال هر حقیقت در دارند. وجود ماکسیمال (راست) ایدال�های ،R ی�ͷدار حلقه هر در .١٩.٢.١ گزاره
دارد. قرار ماکسیمال (راست) ایدال ͷی در (R خود جز (به R در



١۴ جبر ٢.١

• شود. مراجعه ،١٢٨ صفحه�ی [٧] به برهان:

J(R) با و نامیده R جیͺوبسن رادیͺال را R حلقه�ی از ماکسیمال ایدال�های تمام اشتراک .٢٠.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش

.an = 0 ،n چون مثبتͬ صحیح عدد ازای به اگر است پوچ�توان R حلقه�ی از a عنصر ͷی .٢١.٢.١ تعریف

به اگر است پوچ�توان I ایدال باشد؛ پوچ�توان I عنصر هر اگر است پوچ R حلقه�ی از I ایدال .٢٢.٢.١ تعریف

.In = 0 ،n مانند صحیحͬ عدد ازای

مجموعه�ی صورت این در باشد، R حلقه�ی از ناتهͬ زیرمجموعه�ی ͷی S مͬ�کنیم فرض .٢٣.٢.١ تعریف

پوچ�ساز مͬ�دهیم، نشان rA(S) با را آن و مͬ�نامیم S راست پوچ�ساز را {r ∈ R : sr = 0 ∀ s ∈ S}
نشان lA(S) با و کرده تعریف {r ∈ R : rs = 0 s ∈ S} مجموعه�ی وسیله�ی به مشابه طریق به را S چپ
کرد. خواهیم استفاده lA(c) و rA(c)نمادهای از lA{(S)} و rA{(S)}جای به آن�گاه ،S = {c} اگر مͬ�دهیم.

این در .I ⊆ A(M) که طوری به باشد، R از ایدالͬ I و R-مدول ͷی M مͬ�کنیم فرض .٢۴.٢.١ توجه

مͬ�کند. تبدیل R-مدول
I
ͷی به Mرا ،M در R

I
عناصر اسͺالر ضرب صورت

مانند R ناتهͬ زیرمجموعه�ی ͷی اگر مͬ�نامیم، راست پوچ�ساز ایدال را I باشد، R راست ایدال ͷی I کنیم فرض
مͬ�گردد. تعریف مشابه طریق به نیز چپ پوچ�ساز ایدال .I = rA(S) که طوری به باشد داشته وجود S

عنصر را آن و rA(c) = (0) هرگاه مͬ�نامیم، راست منظم عنصر ͷی را R حلقه�ی از c عنصر .٢۵.٢.١ تعریف

.lA(c) = rA(c) = (0) هرگاه مͬ�نامیم، منظم عنصر را آن و lA(c) = (0) هرگاه مͬ�نامیم، چپ منظم

R از B و A ایدال هر برای هرگاه مͬ�نامیم، اول ایدال ͷی را R حلقه�ی از P سره�ی ایدال .٢۶.٢.١ تعریف

AB ⊆ P =⇒ A ⊆ P یا B ⊆ P

باشد. R اول ایدال ͷی (0) اگر مͬ�نامیم، اول حلقه�ی ͷی را R حلقه�ی



١۵ جبر ٢.١

نشان N(R) با را آن و مͬ�نامیم R اول رادیͺال را R حلقه�ی اول ایدال�های همه�ی اشتراک .٢٧.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم.
.N(R) = 0 هرگاه مͬ�نامیم، نیم�اول حلقه�ی ͷی را R

قوی- عناصر تمام شامل و است R مینیمال اول ایدال�های تمام اشتراک برابر N(R) که مͬ�دانیم .٢٨.٢.١ توجه

است. R پوچ�توان ایدال�های تمام شامل N(R) که است واضح مͬ�باشد. R پوچ�توان

باشد. اول ایدال�های اشتراک هرگاه مͬ�نامیم، نیم�اول را I ایدال .٢٩.٢.١ تعریف

باشد. نیم�اول (0) ایدال هرگاه مͬ�نامیم، نیم�اول را R حلقه�ی

In = (0) اگر ،n مثبت صحیح عدد هر و R از I ایدال هر برای هرگاه است، نیم�اول R حلقه�ی .٣٠.٢.١ توجه

باشد. ناصفر پوچ�توان ایدال فاقد R دیͽر عبارت به ،I = (0) آن�گاه

،K ⊂M صفر غیر زیرمدول هر برای اگر Nمͬ�نامیم، زیرمدول اساسͬ توسیع Mرا R-مدول تعریف٣١.٢.١.

اگر مͬ�دهیم. نمایش N ≤e M با را آن و مͬ�نامیم M اساسͬ زیرمدول را N صورت، این در .K ∩ N ̸= 0

مͬ�گوییم. N سره اساسͬ Mتوسیع به آن�گاه ،N �e M

باشد داشته وجود 0 ̸= x ∈M هر برای اگر فقط و اگر است Mاساسͬ در ،M از N زیرمدول .٣٢.٢.١ نکته
.0 ̸= xr ∈ N که طوری به ،r ∈ R

،M محض توسیع هیچ در N و N ≤e M هرگاه مͬ�نامیم، N ماکسیمال اساسͬ توسیع Mرا .٣٣.٢.١ تعریف

نباشد. اساسͬ

اساسͬ Q Z-زیرمدول�های تمام هستند، ناصفر اشتراک دارای Q از Z-زیرمدول دو هر چون .٣۴.٢.١ مثال

.Z ≤e Q مثال برای مͬ�باشند.

باشد. اساسͬ I اگر تنها و اگر AR(I) = 0 نیم�اول، حلقه�ی هر در .٣۵.٢.١ توجه


