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چͺیده

کران�هایͬ تاکنون باشد. آن ویژه�ی مقدار کمترین τ(A) و نامنفرد M-ماتریس ͷیA فرضکنید
این است. شده داده باشد، ضعیف زنجیری قطرغالب M-ماتریس ͷی A که حالتͬ در τ(A) برای
عددی مثال�های مͬ�سازد. A کلͬ نامنفرد M-ماتریس برای را τ(A) از جدیدی کران�های تحقیق

مͬ�بخشند. بهبود را قبلͬ معلوم نتایج حالات، بعضͬ در آمده بدست نتایج که مͬ�دهند نشان

ویژه بردار ویژه، مقدار کمترین آدامار، حاصلضرب M-ماتریس، کلیدی: واژگان
٧٢ نامه: پایان صفحات تعداد
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೯دایا...١

حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

اਙঀیජ໑اॠدد૽نหداিشا৯دঊمଡدبایبا॰دୀایල່ویتධ෫روହور،

ଡحهایୀایاسارتوଡد॥تماଢایୀایূجارت،

گاਗیبا॰دୀایূجൎࣱلازووਵࣞعاฮیسا౻ಶنز৯دਛیऒودودیࢂඟان. ب࢘ૢه

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ
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پیشگفتار
زیستͬ، مسائل در زیادی کاربردهای که مͬ�باشند ماتریس�ها از خاصͬ رده�ی M-ماتریس�ها
نامنفرد ماتریس ویژه�ی مقدار (کمترین τ(A) برای کران�هایͬ یافتن دارند. اجتماعͬ علوم و ͬͺفیزی
شیواکومار٣ است. پرداخته آن به [١١] در ٢ͷمین که است جالبͬ موضوع مطلق) قدر لحاظ به A
قطرغالب M-ماتریس ͷی A که حالتͬ در τ(A) برای کران�هایͬ [١٣] در میلادی، ١٩٩۶ سال در
ویژه�ی مقدار کمترین برای کران�هایͬ تعیین برای کران�ها این از اما نمود. ارائه باشد ضعیف زنجیری
که حالتͬ در ،τ(A) برای کران�هایͬ تحقیق این در کرد. استفاده نمͬ�توان نامنفرد M-ماتریس هر
M-ماتریس ͷی A که حالتͬ در همچنین مͬ�شود. ارائه است، کلͬ نامنفرد M-ماتریس ͷی A
نشان شده ارائه عددی مثال�های است. شده ارائه τ(A) برای کران�هایͬ باشد، تحویل�ناپذیر نامنفرد
هستند. بهتر قبلͬ کران�های از تحقیق این در آمده بدست کران�های حالات بعضͬ در که مͬ�دهند

مͬ�باشد. فصل ۴ شامل تحقیق این
برای مفاهیم این با آشنایͬ که مͬ�شود، شامل را مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف تحقیق این ١ فصل

است. ضروری تحقیق ادامه�ی مطالب درک
برای قضایایͬ و پرداخته ماتریس�ها آدامار حاصل�ضرب و M-ماتریس�ها معرفͬ به ٢ فصل

مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که شده ارائه آن�ها با بیشتر آشنایͬ
نامنفرد M-ماتریس ͷوسیͺمع قطری غیر و قطری درایه�های برای کران�هایͬ ابتدا ،٣ فصل در
نامنفرد M-ماتریس ͷی ژاکوبͬ تͺرار ماتریس طیفͬ شعاع برای کران�هایͬ سپس مͬ�شود، معرفͬ

مͬ�گردد. ارائه آن درایه�های حسب بر
است. شده ارائه ۴ فصل در نامنفرد M-ماتریس ͷی ویژه�ی مقدار کمترین برای کران�هایͬ
شعاع با متناظر ویژه�ی بردار برای کران�هایͬ باشد، نیز تحویل�ناپذیر ماتریس که حالتͬ در همچنین

است. آمده بدست آن ژاکوبͬ تͺرار ماتریس طیفͬ
است. شده انجام MATLAB افزار نرم وسیله�ی به تحقیق این در عددی محاسبات کلیه�ی

٢Minc
٣Shivakumar



١ فصل

اولیه مفاهیم و مقدمات

٢



٣ مقدمات و تعاریف .١.١

.

مقدمات و تعاریف ١.١

به مربوط قضایای و کرده تعریف را بعد فصول در نیاز مورد ماتریسͬ مفاهیم ابتدا بخش این در
مͬکنیم. بیان را ماتریسͬ و برداری نرمهای سپس مͬآوریم. را آنها

حقیقͬ ماتریسهای همهی مجموعهی ،Rm×n با m × n حقیقͬ ماتریسهای همهی مجموعهی
داده نمایش Rn با مؤلفهای n حقیقͬ بردارهای همهی مجموعهی و Rn×n با n مرتبه�ی مربعͬ

.N = {١, . . . , n} مͬکنیم فرض مͬشود.

بͽیرید. نظر در را A = (aij), B = (bij) ∈ Rm×n ماتریس�های .١.١.١ تعریف

صورت به و داده نشان |A| با را A مطلق قدر ماتریس (١)

|A| = (|aij|), i = ١, . . . ,m, j = ١, . . . , n,

مͬشود. تعریف

،j = ١, . . . , n و i = ١, . . . ,m هر برای هرگاه ،(A > B) A ≥ B (٢)

aij ≥ bij (aij > bij).

(نامنفͬ، مثبت آن درایههای همهی هرگاه مͬشود نامیده نامثبت) منفͬ، (نامنفͬ، مثبت A (٣)
.(A ≤ ٠, A < ٠, A ≥ ٠)A > ٠ مͬنویسیم و باشد نامثبت) منفͬ،



۴ اولیه مفاهیم و مقدمات .١

مͬ�باشند. برقرار نیز بردارها برای فوق تعاریف

بͽیرید. نظر در را A = (aij) ،n مرتبهی مربعͬ ماتریس .٢.١.١ تعریف

هرگاه مͬشود نامیده مثلثͬ (پایین) بالا A (١)

aij = ٠, i ≥ j (i ≤ j).

صورت به و داده نشان AT با را A ترانهادهی (٢)

AT = (aji),

مͬشود. تعریف

نامند. نامنفرد را آن صورت این غیر در ،detA = ٠ هرگاه مͬشود نامیده منفرد A (٣)

که طوری به باشد موجود B مانند ماتریسͬ هرگاه مͬ�شود، نامیده معͺوس�پذیر A (۴)

AB = BA = I,

مͬ�دهند. نمایش A−١ با و نامیده A معͺوس را B است. n× n همانͬ ماتریس I که

صفر ماتریس به همͽرا . . . ،A٣ ،A٢ ،A ماتریسهای دنباله هرگاه است صفر) (به همͽرا A (۵)
،i, j ∈ N هر برای یعنͬ باشد،

lim
k−→∞

(Ak)ij = ٠.

صورت به و داده نشان Λi با را A سطری مجموع i-امین ،i ∈ N هر برای (۶)

Λi =
n∑

k=١
|aik|,

.Λi = Λj ،i, j ∈ N هر برای هرگاه است ثابت A سطری مجموع مͬشود. تعریف

سطر حذف از آمده بدست زیرماتریس دترمینان و داده نشان Mij با را A مینور ,i)-امین j) (٧)
همچنین مͬشود. تعریف A jام ستون و iام



۵ مقدمات و تعاریف .١.١

Aij = (−١)i+jMij,

مͬشود. نامیده A همسازهی ,i)-امین j)

داده نمایش D = diag(d١, d٢, . . . , dn) با D قطری n مرتبهی مربعͬ ماتریس .٣.١.١ تعریف
هستند. صفر درایهها سایر و قطری درایههای dn ،. . . ،d٢ ،d١ آن در که مͬشود،

،D = diag(a١١, . . . , ann) ماتریس آنگاه باشد، n مرتبهی مربعͬ ماتریس A = (aij) اگر
مͬشود. نامیده A توسط شده تولید قطری ماتریس

بدست همانͬ ماتریس ستونهای) (یا تعویضسطرهای از که P ∈ Rn×n ماتریس .۴.١.١ تعریف
مͬشود. نامیده جایͽشت ماتریس مͬآید،

(ستون- سطرهای تعویض باعث A ماتریس در (راست) چپ از P جایͽشت ماتریس ضرب
.P TP = I آنگاه باشد، جایͽشت ماتریس ͷی P اگر مͬشود. آن های)

صورت به را P جایͽشت ماتریس و A ماتریس .۵.١.١ مثال

A =

 ۵ −١ ٢
٣ ٠ ١
٢ ١ ٠

 , P =

 ٠ ١ ٠
٠ ٠ ١
١ ٠ ٠

 ,

صورت این در بͽیرید. نظر در

AP =

 ٢ ۵ −١
١ ٣ ٠
٠ ٢ ١

 , PA =

 ٣ ٠ ١
٢ ١ ٠
۵ −١ ٢

 .

ماتریس هرگاه مͬشود نامیده تحویلپذیر ،n ≥ برای٢ A ،nمرتبهی مربعͬ ماتریس تعریف١.١.۶.
که طوری به باشد موجود P ∈ Rn×n جایͽشت

PAP T =

(
A١١ A١٢
O A٢٢

)
,

یا

PAP T =

(
A١١ O
A٢١ A٢٢

)
,



۶ اولیه مفاهیم و مقدمات .١

جایͽشتͬ ماتریس چنین اگر است. صفر ماتریس O و مربعͬ ماتریسهای A٢٢ و A١١ آن در که
ͷت با ١ × ١ ماتریسͬ A که صورتͬ در مͬنامند. تحویلناپذیر را A آنگاه باشد، نداشته وجود

است. تحویلناپذیر صورت این غیر در و تحویلپذیر باشد، صفر درایهی

حداقل که ماتریسͬ و است تحویلناپذیر ناصفرند، آن درایههای تمامͬ که ماتریسͬ وضوح به
است. تحویل�پذیر باشد، داشته صفر سطر ͷی

ماتریسهای .٧.١.١ مثال

A =


١ ٠ ٣ ١ ٠
٣ ٢ ۴ ۶ −١
−١ ٠ ۵ ٢ ٠
٢ ٠ ١ −١ ٠
١ ٢ ١ ٠ ۵

 , B =


١ ٣ −٢ ١ −١
٣ −١ ١ ١ ٢
١ ٠ −١ ۵ ١
٢ ١ ١ ٠ −١
٠ ٣ ۴ −١ ۵

 ,

فرض با بͽیرید. نظر در را

P =


٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠

 ,

داریم

PAP T =


۵ ٢ ١ ٠ ١
−١ ٢ ۴ ۶ ٣
٠ ٠ ۵ ٢ −١
٠ ٠ ١ −١ ٢
٠ ٠ ٣ ١ ١

 .

است. تحویلناپذیر ماتریسͬ B که است بدیهͬ مͬباشد. تحویلپذیر ماتریسͬ A بنابراین

قطری درایههای با D قطری ماتریس و A تحویلناپذیر n مرتبهی مربعͬ ماتریس .٨.١.١ ملاحظه
مͺان و تعداد نظر از A ماتریس با DA و AD ماتریسهای صفرهای بͽیرید. نظر در را مثبت
که ،A− C ماتریس غیرقطری صفرهای مͺان همچنین تحویلناپذیرند. DA و AD لذا یͺسانند،
ممͺن مͬ�باشد. A ماتریس غیرقطری صفرهای مͺان همان است، قطری ماتریس ͷی C آن در
پس ندارند، تحویلناپذیری در تاثیری که باشند شده ظاهر A−C اصلͬ قطر روی صفرهایͬ است

است. تحویلناپذیر نیز A− C



٧ مقدمات و تعاریف .١.١

مͬشود نامیده (ستونͬ) سطری غالب قطر A = (aij) ،n مرتبهی مربعͬ ماتریس .٩.١.١ تعریف
،i ∈ N هر برای هرگاه

σi =
١
|aii|

∑
j ̸=i

|aij| ≤ ١
(
δi =

١
|aii|

∑
j ̸=i

|aji| ≤ ١
)
.

نامیده اکید (ستونͬ) سطری قطرغالب A باشد، برقرار اکید طور به نامساوی ،i ∈ N هر برای هرگاه
مͬشود.

باشد. (اکید) ستونͬ قطرغالب AT هرگاه است (اکید) سطری قطرغالب A

نامیده درایهای (ستونͬ) سطری قطرغالب A = (aij) ،n مرتبهی مربعͬ ماتریس .١٠.١.١ تعریف
،i, j ∈ N هر برای هرگاه مͬشود

|aii| > |aij| (|aii| > |aji|) , j ̸= i.

باشد. درایهای ستونͬ قطرغالب AT هرگاه است درایهای سطری قطرغالب A

هرگاه مͬشود نامیده ضعیف زنجیری قطرغالب A ،n مرتبهی مربعͬ ماتریس .١١.١.١ تعریف
،i ∈ N \ J(A) هر برای و J(A) = {i ∈ N : σi < ١} ≠ ϕ ،σi ≤ ١ ،i ∈ N هر برای
که ،٠ ≤ r ≤ k − ١ ،air,ir+١ ̸= ٠ که طوری به باشند موجود N در ik ،. . . ،i٢ ،i١ اندیسهای

.ik ∈ J(A) و i٠ = i آن در

ماتریس ͷی که است واضح مͬدهد. تشͺیل ik به i٠ از زنجیر ͷی فوق ناصفر عناصر دنباله
قطرغالب ماتریس ͷی همچنین باشد. سطری قطرغالب بایستͬ لزوماً ضعیف زنجیری قطرغالب

است. ضعیف زنجیری قطرغالب اکید، سطری

ماتریسهای .١٢.١.١ مثال

A =


−۵ ٠ ١ ٢ −١
−١ ٨ −١ ٣ ٠
٠ ١ ۴ −٢ ٠
٠ ۵ ١ ٨ ٢
١ −١ ٠ ٠ ۶

 , B =


٨ −١ ٠ ٣ ٠
٠ ۴ ٠ ٠ −۴
٢ ١ −۵ −١ ٠
١ ٠ ١ −۴ −١
٠ −١ ٠ ٠ ١

 ,

زنجیری قطرغالب نیز و اکید ستونͬ قطرغالب سطری، قطرغالب A ماتریس بͽیرید. نظر در را
قطرغالب اما است سطری قطرغالب B ماتریس نمͬباشد. اکید سطری قطرغالب اما است، ضعیف

نیست. ضعیف زنجیری



٨ اولیه مفاهیم و مقدمات .١

بردار هر به که ∥ · ∥ : Rn −→ R مانند است تابعͬ Rn روی برداری نرم ͷی .١٣.١.١ تعریف
مͬدهد. نسبت زیر خواص با ∥x∥ حقیقͬ عدد ͷی x ∈ Rn

،∥x∥ > ٠ ،x ∈ Rn ناصفر بردار هر برای (١)

،∥αx∥ = |α|∥x∥ ،x ∈ Rn بردار هر و α ∈ R اسͺالر هر برای (٢)

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ Rnهر برای (٣)

.x = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ که مͬشود نتیجه (٢) و (١) خواص از
Rn بر شده تعریف معروف برداری نرمهای از برخͬ .x = (x١, . . . , xn)

T ∈ Rn کنید فرض
از: عبارتند

∥x∥١ =
n∑

i=١
|xi|, (نرم-١)

∥x∥٢ =

(
n∑

i=١
|xi|٢

) ١
٢

, نرم-٢) یا اقلیدسͬ (نرم

∥x∥∞ = max
i∈N

|xi|. ماکزیمم) نرم یا بͬنهایت (نرم

است ∥ · ∥ : Rm×n −→ R مانند حقیقͬ تابع ͷی Rm×n روی ماتریسͬ نرم ͷی .١۴.١.١ تعریف
مͬکند. صدق زیر خواص در و است شده تعریف مجموعه این بر که

،∥A∥ > ٠ ، A ∈ Rm×n ناصفر ماتریس هر برای (١)

،∥αA∥ = |α|∥A∥ ،A ∈ Rm×n ماتریس هر و α ∈ R اسͺالر هر برای (٢)

.∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ ،A,B ∈ Rm×n هر برای (٣)

.A = ٠ اگر تنها و اگر ∥A∥ = ٠ که مͬشود نتیجه (٢) و (١) خواص از

و Rn بر ∥ · ∥a برداری نرمهای با ∥ · ∥ : Rm×n −→ R مانند ماتریسͬ نرم ͷی .١۵.١.١ تعریف
،A ∈ Rm×n هر و x ∈ Rn هر برای هرگاه مͬشود نامیده سازگار Rm بر ∥ · ∥b

∥Ax∥b ≤ ∥A∥∥x∥a.

هرگاه است زیرضربͬ خاصیت دارای ∥·∥ : Rn×n −→ R مانند ماتریسͬ نرم ͷی تعریف١.١.١۶.
،A,B ∈ Rn×n ماتریسهای همهی برای

∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥.



٩ مقدمات و تعاریف .١.١

حقیقͬ ماتریسهای برای ماتریسͬ نرم ͷی بͽیرید. نظر در x ∈ Rn برای را ∥x∥ برداری نرم
نرم یا ∥x∥ برداری نرم از حاصل طبیعͬ نرم را آن که مͬشود متناظر نرم این با n مرتبهی مربعͬ

صورت به و مͬنامند ∥x∥ برداری نرم از حاصل فرعͬ

∥A∥ = max
x ̸=٠

∥Ax∥
∥x∥

,

معادل طور به یا
∥A∥ = max

∥x∥=١
∥Ax∥,

مͬشود. تعریف
.[١۵] است زیر خواص دارای طبیعͬ ماتریسͬ نرم هر

،A = ٠ اگر تنها و اگر ∥A∥ = ٠ و ∥A∥ ≥ ٠ ،A ∈ Rn×n هر برای (١)

،∥αA∥ = |α|∥A∥ ،A ∈ Rn×n هر و α ∈ R هر برای (٢)

،∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ ،A,B ∈ Rn×n هر برای (٣)

یعنͬ است، سازگار است، رفته بͺار آن تعریف در که ∥x∥ برداری نرم با طبیعͬ نرم هر (۴)
∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥,

یعنͬ است، زیرضربͬ خاصیت دارای طبیعͬ نرم هر (۵)
∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥,

داریم ∥ · ∥ مانند طبیعͬ ماتریسͬ نرم هر برای (۶)
∥I∥ = ١.

هر برای ∥A∥∞ و ∥A∥١ طبیعͬ ماتریسͬ نرمهای محاسبهی برای عملͬ راه ͷی زیر گزارهی
مͬدهد. ارائه A ∈ Rn×n ماتریس

برقرارند. زیر احͺام .١٧.١.١ گزاره

با است برابر نرم-١ برداری، نرم از حاصل ماتریسͬ نرم (١)

∥A∥١ = max
j∈N

n∑
i=١

|aij|.



١٠ اولیه مفاهیم و مقدمات .١

با است برابر بͬنهایت برداری نرم از حاصل ماتریسͬ نرم (٢)

∥A∥∞ = max
i∈N

n∑
j=١

|aij|.

شود. رجوع [١۵] به برهان.

شͺل به آن بیان از عبارت A ،n مرتبهی مربعͬ ماتریس از جداسازی ͷی .١٨.١.١ تعریف

A = M −N,

هرگاه مͬ�شود نامیده منظم جداسازی این مͬ�باشد. نامنفرد ماتریس ͷی M آن در که است،
.N ≥ ٠ و M−١ ≥ ٠

خطͬ معادلات دستͽاه
Ax = b, (١.١)

نظر در را هستند Rn در مولفهای n بردارهای b و x و نامنفرد ماتریس ͷی A ∈ Rn×n آن در که
A از مناسب جداسازی ͷی وسیلهی به (١.١) دستͽاه حل برای زیادی تͺراری روشهای بͽیرید.

صورت به
A = M −N, (٢.١)

تͺراری رابطهی از x(t) تقریبͬ جوابهای و مͬشوند فرموله نامنفرد، M با

Mx(t+١) = Nx(t) + b, t = ٠,١,٢, . . . ,

تͺراری رابطهی معادل طور به یا

x(t+١) = M−١Nx(t) +M−١b, t = ٠,١,٢, . . . ,

جداسازی با متناظر ماتریستͺرار ،M−١N ماتریس مͬشوند. تولید x(٠) اولیهی تقریب از استفاده با
مͬ�شود. نامیده (٢.١)

روش این در است. ژاکوبͬ روش (١.١) خطͬ دستͽاه حل برای تͺراری روشهای از ͬͺی
صورت به را A = (aij) نامنفرد ماتریس

A = D − C,

و D = diag(a١١, a٢٢, . . . , ann) آن در که مͬنویسیم



١١ مقدمات و تعاریف .١.١

C = −


٠ a١٢ · · · a١,n−١ a١n
a٢١ ٠ · · · a٢,n−١ a٢n
... ... ... ...

an−١,١ an−١,٢ · · · ٠ an−١,n
an١ an٢ · · · an,n−١ ٠

 .

صورت به مͬتوان را Ax = b دستͽاه بنابراین غیرصفرند. A قطری درایههای که مͬشود فرض

(D − C)x = b,

نتیجه در نوشت.

Dx = Cx+ b.

بنابراین

x = D−١Cx+D−١b = TJx+ CJ ,

آن در که

JA = TJ = D−١C = D−١(D − A) = I −D−١A,

و مͬشود نامیده A ژاکوبͬ تͺرار ماتریس

CJ = D−١b.

مثبت قطری درایه�های با ماتریس ͷی A اگر که است واضح .N = C Mو = D مͬدهیم قرار
جداسازی حالت این در بنابراین ،N ≥ ٠ ١−Mو ≥ ٠ آنگاه باشد، نامثبت قطری غیر درایه�های و

مͬباشد. منظم جداسازی ͷی از نمونهای ژاکوبͬ، روش

نامنفرد ماتریس .١٩.١.١ مثال

A =


−١ ٢ ٠ ١
١ ٣ ٢ ٠
٠ −١ ۴ ١
۴ ۵ ١ ٢

 ,

آن در که A = D − C بͽیرید. نظر در را

D =


−١ ٠ ٠ ٠
٠ ٣ ٠ ٠
٠ ٠ ۴ ٠
٠ ٠ ٠ ٢

 , C =


٠ −٢ ٠ −١
−١ ٠ −٢ ٠
٠ ١ ٠ −١
−۴ −۵ −١ ٠

 .



١٢ اولیه مفاهیم و مقدمات .١

صورت به A ژاکوبͬ تͺرار ماتریس بنابراین

JA = D−١C =


٠ ٢ ٠ ١
−١

٣ ٠ −٢
٣ ٠

٠ ١
۴ ٠ −١

۴
−٢ −۵

٢ −١
٢ ٠

 ,

مͬ�آید. بدست

ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ٢.١

کاربردهای و مͬباشند خطͬ جبر در مباحثاصلͬ از ͬͺماتریسیͷی ویژهی بردارهای و ویژه مقادیر
آنها با رابطه در مهم قضیهی و تعریف چند بخش این در دارند. مختلف علمͬ مسائل در زیادی

مͬشود. بیان

A ویژهی مقدار ͷی λ اسͺالر باشد. n مرتبهی مربعͬ ماتریس ،A کنید فرض .١.٢.١ تعریف
طور به یا ،Ax = λx که طوری به باشد موجود x مانند صفری غیر بردار هرگاه مͬشود، نامیده

معادل

(A− λI)x = ٠.

مͬنامند. λ ویژهی مقدار با متناظر A (راست) ویژهی بردار را برداری چنین

که طوری به است y صفر غیر بردار ،A از λ ویژهی مقدار با متناظر چپ ویژهی بردار
.yTA = λyT

اگر تنها و اگر است بدیهͬ غیر جواب دارای (A− µI)x = ٠ خطͬ دستͽاه

det(A− µI) = ٠.

که است واضح
φ(µ) = det(A− µI),

مͬ- نامیده A ماتریس مشخصهی چندجملهای که مͬباشد µ حسب بر n درجهی چندجملهای ͷی
متمایز ریشههای λk ،. . . ،λ٢ ،λ١ اگر هستند. A ویژهی مقادیر جملهای چند این ریشههای شود.

صورت به را φ(µ) مͬتوان آنگاه باشند، A مشخصهی چندجملهای

φ(µ) = (−١)n(µ− λ١)
σ١(µ− λ٢)

σ٢ · · · (µ− λk)
σk ,



١٣ ویژه بردارهای و ویژه مقادیر .٢.١

مقدار جبری تͺرار مرتبهی مͬشود، داده نشان σ(λi) = σi با که σi صحیح عدد داد. نمایش
مͬشود، نامیده ساده ویژهی مقدار ͷی A ماتریس از λ ویژهی مقدار مͬشود. نامیده λi ویژهی

باشد. ١ با برابر آن جبری تͺرار مرتبهی هرگاه
مشخصهی چندجملهای آنگاه باشد، n مرتبهی مثلثͬ (پایین) بالا ماتریس ͷی A = (aij) اگر

صورت به آن

φ(µ) = (−١)n(µ− a١١)(µ− a٢٢) · · · (µ− ann),

است.

این در باشند. A ،n مرتبهی مربعͬ ماتریس ویژهی مقادیر ،i ∈ N ،λi کنید فرض .٢.٢.١ تعریف
صورت

صورت به و داده نمایش ρ(A) با را A طیفͬ شعاع (١)

ρ(A) = max
i∈N

|λi|,

مͬشود. تعریف

صورت به و داده نمایش τ(A) با را A ویژهی مقدار کمترین (٢)

τ(A) = min
i∈N

|λi|,

مͬشود. تعریف

مͬدهند. نشان σ(A) با را آن و نامیده A طیف را A ویژهی مقادیر همهی مجموعهی (٣)

ماتریس .٣.٢.١ مثال

A =

 ٣ ١ −١
٢ ٢ −١
٢ ٢ ٠

 ,

صورت به A مشخصهی جملهای چند بͽیرید. نظر در را

φ(µ) = det(A− µI) = (µ− ١)(µ− ٢(٢,

برابر A ویژهی مقادیر بنابراین است.



١۴ اولیه مفاهیم و مقدمات .١

λ١ = ١, λ٢ = ٢,

جبری تͺرار مرتبهی با

σ(λ١) = ١, σ(λ٢) = ٢,

.τ(A) = ١ و ρ(A) = ٢ ،σ(A) = {١,٢} با است برابر A طیف مͬباشند.

آن با متناظر ویژهی بردار x و A ویژهی مقدار ͷی λ ،n مرتبهی مربعͬ ماتریس A کنید فرض
که نمود بررسͬ مͬتوان راحتͬ به صورت این در باشد.

است، آن با متناظر ویژهی بردار x و Ak ویژهی مقدار ͷی λk (١)

مͬباشد، x نظیر ویژهی بردار با A−١ ویژهی مقدار ١
λ
آنگاه باشد، نامنفرد ماتریسͬ A اگر (٢)

αA− τI ماتریس ویژهی مقدار ͷی αλ− τ آنگاه باشند، دلخواهͬ اسͺالرهای τ و α اگر (٣)
مͬباشد، آن نظیر ویژهی بردار x و بوده

است. آن نظیر چپ ویژهی بردار x و AT ویژهی مقدار λ (۴)

،C = D − A و ناصفر قطری درایه�های با نامنفرد Aماتریسͬ ∈ Rn×n فرضکنید .۴.٢.١ ملاحظه
،JAT = D−١CT و JA = D−١C مͬ�باشد. A توسط شده تولید نامنفرد قطری Dماتریس آن در که
مطلب این اثبات برای .ρ(JA) = ρ(JAT ) و مͬ�باشند AT و A ژاکوبͬ تͺرار ماتریس ترتیب به
φJA(µ)و کنید فرض برابرند. هم با JAT و JA مشخصهی جملهای چند دهیم نشان است کافͬ
که این به توجه با صورت این در باشند. JAT و JA مشخصهی چندجملهای ترتیب به ،φJ

AT
(µ)

داریم است، برابر آن ترانهادهی دترمینان با ماتریس ͷی دترمینان

φJA(µ) = det(D−١C − µI)

= det(CTD−١ − µI)

= det((CT − µD)D−١)

= det(CT − µD) det(D−١)

= det(D−١) det(CT − µD)

= det(D−١(CT − µD))

= det(D−١CT − µI)

= φJ
AT

(µ).


