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پیشگفتار

صورت به ͳتابع معادله Έی حل به منجر ͳعلم زمینه�های از بسیاری در ͳ΋فیزی پدیده�های و مسائل بندی مدل

م�ͳشود زیر

Lu = f

است. معلوم ͳتابع fو مجهول ͳتابع uو است y و x ͳتابع فضاهای بین عملΎر Έی L : X −→ Y آن در که

است غیرمم΋ن تقریبا موارد بسیاری در و نبوده پذیر ام΋ان همیشه ͳتابع معادلات برای جواب آوردن به�دست

مسائل این حل برای ͳتقریب روش انتخاب کرد. استفاده مسائل این حل برای ͳتقریب روش�های از باید بنابراین

برای که ͳتقریب روش�های م�ͳشود. انجام نیاز مورد دقت و مساله دامنه ͳپیچیدگ مسأله، ش΋ل به توجه با اغلب

که هستند ١ͳموضع روش�های اول: دسته شوند: ͳم تقسیم دسته دو به معمولا م�ͳروند کار به ͳتابع معادلات حل

توسط مسأله جواب دامنه زیر هر در سپس م�ͳشود تقسیم دامنه زیر ͳمتناه تعداد به مسأله تعریف دامنه آنها در

و مهمترین جمله از ٣ͳمتناه عناصر روش و ٢ͳمتناه تفاضلات روش م�ͳشود. زده تقریب مناسب پایه�ای تواب΄

و ͳکارای دارای پیچیده دامنه با مسائل در ͳمتناه تفاضلات روش که هستند ͳموضع روش�های پرکاربردترین

سراسر در را مساله جواب مسائل، عددی حل برای که هستند فراگیر۴ ر�وش�های دوم: دسته است. ͳخوب دقت

که ͳمسائل حل برای معمولا فراگیر روش�های م�ͳزنند. تقریب مناسب پایه�ای تواب΄ از ͳمجموع صورت به دامنه

و مهمترین تردید بدون م�ͳروند. کار به دارند نیاز بیشتری دقت به و هستند ساده�ای دامنه ش΋ل و ساختار دارای

دیفرانسیل معادلات و ͳمعمول دیفرانسیل معادلات ویژه به ͳتابع معادلات حل برای فراگیر روش�های موفق�ترین

١local methods

٢finite difference

٣finite elements

۴global methods

ه�



گفتار پیش گفتار پیش

فوریه۶ ژوزف توسط متناوب تواب΄ نمایش برای فوریه سری ͳمعرف هستند. ۵ͳطیف روش�های ،ͳجزئ مشتقات با

.[1,7,11] است شده تعریف دوم فصل در که بود ͳطیف روش�های از استفاده برای ͳشروع نقطه ١٨٠٧ سال در

زده تقریب زیر صورت به مسأله تعریف دامنه سراسر در پایه�ای تواب΄ به�وسیله�ی جواب تاب΄ ͳطیف روش�های در

م�ͳشود:

u(x) =
N∑
n=۰

anφn(x)

پایه�ای تواب΄ و مسأله شرایط به توجه با باید که هستند مجهول ضرایب anها و پایه�ای تواب΄ φn(x)ها درآن که

برای ͳآزمون تواب΄ که است ͳآزمون تواب΄ و پایه�ای تواب΄ انتخاب ͳطیف روش�های در ͳاساس ن΋ته شوند، محاسبه

مورد کند صدق معادله در مم΋ن دقت حداکثر با جواب، تاب΄ تقریب برای آمده به�دست سری که، این تضمین

نوع به توجه با و م�ͳکند متمایز ی΋دیΎر از را ͳطیف روش�های ،ͳآزمون تواب΄ انتخاب م�ͳگیرد. قرار استفاده

معادلات جواب تقریب برای تاو٩ و ٨ͳهم�محل گالرکین٧، نام�های به ͳطیف روش دسته سه تواب΄، این انتخاب

مسأله حل برای گالرکین روش از استفاده ،ͳطیف روش�های کاربرد اولین گیرند قرار استفاده مورد م�ͳتوانند ،ͳتابع

معادلات حل در . [2,43] م�ͳگیرد قرار ͳبررس مورد روش این چهار درفصل که است ͳجزئ مشتقات با معادلات

است، ͳماتریس عملΎرهای از استفاده کارآمد، و مفید بسیار روی΋رد Έی ،ͳطیف روش�های از استفاده با ͳتابع

Lو م�ͳرود کار به u(x) تاب΄ تقریب برای باشد پایه�ها از مجموعه Έی Φ(x) = [φ۱, . . . , φN ] کنید فرض

LرΎعمل و پایه�ای تواب΄ مجموعه این Mبرای عملΎر صورت این در است نظر مورد ͳتابع معادله در عملΎری

م�ͳشوند: تعریف زیر صورت به

LΦ(x) =MΦ(x)

موج�Έهای سوم فصل در است. محاسبه Lقابل عملΎر نوع و پایه�ای تواب΄ به توجه ماتریسMͳبا عملΎر آن در که

روش در .[1,3] م�ͳشوند داده ΀توضی کامل طور به هستند پیوسته و فشرده محمل با متعامدی΋ه که ١٠ͳدوبش

Έموج روش ایجاد به منجر که م�ͳگیریم نظر در ͳدوبش موج�Έهای را پایه�ای تواب΄ مجموعه گالرکین ͳطیف

۵spectral methods

۶joseph fourier

٧galerkin

٨collocation

٩tau

١٠daubechies wavelets

و



گفتار پیش گفتار پیش

برای ut = −aux + νuxx ͳخط حرارت انتشار معادله روی روش این ششم فصل در و م�ͳشود گالرکین١١

مشتق ندارند، ͳصریح نمایش ͳدوبش موج�Έهای آن�جاکه از .[3,39,40,46] است شده پیاده�سازی a, ν > ۰

از استفاده با موج�Έها این مشتق محاسبه برای ͳکل روند Έی پنجم فصل در لذا نیست� پذیر ام΋ان��� آن�ها از گرفتن

،ͳمتناه تفاضلات روش�های ششم درفصل . [3,5,25,45] م�ͳکنیم ͳمعرف ١٣ مشتق ماتریس و مرتبط١٢ ضرایب

هفتم درفصل نهایتا و شده پیاده�سازی ͳخط حرارت انتشار معادله روی تیلور�گالرکین Έموج و گالرکین Έموج

.[3,19] شده�اند مقایسه ی΋دیΎر با خطا نظر از روش�ها این

١١galerkin wavelet

١٢connection coefficients

١٣differential matrix

ز



١ فصل

اولیه قضایای تعاریفو

قرار استفاده مورد بعد فصل�های در که م�ͳپردازیم ͳآنالیزتابع و ͳآنالیزحقیق از ͳقضایای مرور به فصل این در

شود. مراجعه [1,4,5,6,7] به بیشتر مطالب دانستن برای م�ͳگیرند.

نرم�دار فضاهای ١.١

باشد: برقرار زیر شرایط �اگر م�ͳشود نامیده نرم Έی X برداری فضای �روی بر ||.|| ͳحقیق تاب΄ تعریف١.١.١

1. ||x|| ≥ 0 , ||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0

2. ||αx|| = |α| · ||x|| ∀α ∈ R

3. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||

است. دلخواه اس΋الر Έی αو هستند X از ͳدلخواه عناصر y و x آن در که

اگر م�ͳشود. نامیده ͳخط X برداری فضای تعریف٢.١.١

||x+ y|| = ||x||+ ||y||; ∀x, y ∈ X

م�ͳنامند. نرم�دار ͳخط فضای Έی را ||.|| نرم به مجهز X ͳخط فضای تعریف٣.١.١

١



نرم�دار فضاهای .١.١ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

ͳخط�� مستقل مجموعه�ای ،V برای پایه Έی باشد، F میدان روی بر برداری فضای Έی V اگر تعریف١.١.۴

�ͳمتناه پایه�ی Έی هرگاه گوییم ͳمتناه بعد با را V فضای و م�ͳآورد پدید را V فضای که است V بردارهای از

باشد. داشته

(., .) مانند ͳحقیق ͳتابع اگر م�ͳشود نامیده ͳداخل ضرب فضای ،X همانند ͳخط یΈفضای تعریف١.١.۵

نماید: صدق زیر شرایط در βو α اس΋الر هر و x, y, z ∈ X هر برای که باشد شده تعریف X ×X روی بر

1. (x, y) = (x, y)

2. (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z)

3. (x, x) ≥ 0

4. (x, x) = 0 ⇐⇒ x = 0

x ̸= y که x, y ∈ S هر برای اگر م�ͳنامیم متعامد را X ͳداخل ضرب فضای از S زیرفضای تعریف١.١.۶

متعامدی΋ه را X از S فضای زیر همچنین م�ͳدهیم. نشان x ⊥ y نماد با را آن و (x, y) = ۰ باشیم داشته

باشیم: داشته x, y ∈ S هر ازای به اگر م�ͳنامیم

(x, y) =

 ۰ x = y

۱ x ̸= y

باشند، عمود Sبر که است X از عناصری همه�ی شامل که م�ͳدهیم نشان S⊥ با را S متعامد م΋مل زیر�فضای و

دیΎر: عبارت به

S⊥ = {y ∈ X|y ⊥ S}

X از نقطه�ای به آن در ͳکوش دنباله�ی هر هرگاه م�ͳگوییم کامل را X دار نرم ͳخط فضای تعریف٧.١.١

باشد. همΎرا

م�ͳشود. نامیده هیلبرت فضای کامل، ͳداخل ضرب فضای Έی تعریف٨.١.١

از: است عبارت که است L۲[a, b] تواب΄ تمام پایان�نامه این در استفاده مورد هیلبرت فضای

L۲[a, b] = {x(t) |
∫ b

a

|x(t)|۲dt <∞}

٢



نرم�دار فضاهای .١.١ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

روی فشرده محمل با مشتق�پذیر بار ب�ͳنهایت تواب΄ مجموعه�ی را C∞
۰ (Ω) تواب΄ مجموعه�ی تعریف٩.١.١

م�ͳنامیم. Ω ناحیه�ی

بازه در w(x) وزن تاب΄ و باشند شده تعریف [a, b] ی بربازه g fو مختلط تواب΄ کنید فرض تعریف١٠.١.١

با: برابر w(x) وزن تاب΄ به نسبت g fو ͳداخل ضرب باشد، مثبت و شده تعریف [a, b] ی

(f, g) =

∫ b

a

w(x)f(x)g(x)dx

گاه: آن باشد ͳداخل ضرب فضای Xاگر شوارتز١ ͳکوش نامساوی تعریف١١.١.١

||(x, y)|| ≤ ||x||.||y||; ∀x, y ∈ X

م�ͳبریم: نام را معروف نرم سه زیر در تعریف١٢.١.١

1. ||x||1 = |x1|+ |x2|+ . . .+ |xn| =
∑n

i=1 |xi| مجموع) نرم یا Έی (نرم

2. ||x||2 =
√
x21 + x22 + . . .+ x2n (ͳاقلیدس نرم دویا (نرم

3. ||x||∞ = max1≤i≤n |xi| ب�ͳنهایت) نرم یا ماکزیمم (نرم

:ͳعبارت به است [a, b] روی انتΎرالپذیر مرب΄ تواب΄ همه�ی ،مجموعه�ی L۲([a, b]) فضای تعریف١٣.١.١

L۲([a, b]) = {f : [a, b] −→ RیاC;
∫ b

a

|f(t)|۲dt <∞}

به {۱, t, t۲, . . .} تواب΄ مجموعه b = ۱ و a = اگر۰ مثال عنوان به است ͳنامتناه بعد از L۲ فضای

زیرا: ندارد تعلق L۲([۰,۱]) به f(t) = ۱
t
تاب΄ اما دارند. تعلق L۲([۰,۱])∫ ۱

۰

۱
t۲
dt = ∞

پیش که م�ͳپردازیم ͳداخل ضرب فضای در تصویرمتعامد و تعامد خواص ͳبرخ ͳبررس به بعد بخش در

هستند. فصل(٣) نیازهای

١cauchy schwarz

٣



نرم�دار فضاهای .١.١ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

تعامد ١.١.١

صورت: دراین باشد ͳداخل� ضرب �فضای Έی V کنید فرض تعریف١.١.١۴

⟨x, y⟩ =
∑+∞

n=−∞ xnyn = ۰ هرگاه متعامدند y و x بردارهای .١

باشد. عمود V۲بردارهای از Έی هر بر V۱ در بردار اگرهر متعامدند V۱, V۲ زیرفضای دو .٢

||ei|| =ͳیعن باشد واحد طول دارای� ei هر ی΋ه�اند،هرگاه� متعامد i = ۱,۲, . . . , N ،ei بردارهای گردایه�� .٣

⟨ei, ej⟩ = ۰, i ̸= j وبرای ۱

ی΋ه�اند. متعامد که است V ازبردارهای پایه Έی ،V برای متعامدی΋ه یΈدستΎاه با متعامدی΋ه پایه Έی .۴

⟨f, g⟩ = ۰ هرگاه گویند متعامد (a, b) بربازه�ی w(x) وزن تاب΄ به نسبت را f, g دوتاب΄ تعریف١.١.١۵

داشته ͳطبیع n,m هر برای هرگاه م�ͳنامند ی΋ه متعامد تواب΄ دنباله را {fn}∞n=۱ تواب΄ دنباله تعریف١.١.١۶

باشیم:

(fn, fm) = dnδn,m

آن در که

δn,m =

 ۱ n = m

۰ n ̸= m

دارد. نام کران΋ر دلتای

تصویرمتعامد ٢.١.١

v ∈ V بردار هر برای باشد. V ͳداخل� ضرب ازفضای ͳمتناه بعد با ͳزیرفضای V۰ فرضکنید تعریف١٧.١.١

:ͳیعن است، v به بردار نزدی�Έترین که است v۰ ∈ V۰ ی΋تای بردار V۰ برروی v متعامد تصویر

||v − v۰|| = min
w∈V۰

||v − w||

۴



ͳخط عملΎرهای .٢.١ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

متعامد�ی΋ه پایه�ی با N−بعدی زیرفضای �Έی V۰ و ͳداخل� ضرب یΈفضای V �کنید فرض تعریف١٨.١.١

نشان v۰ =
∑N

i=۱ aiei با را V۰ زیرفضای روی بر v ∈ V برای متعامد تصویر باشد. {e۱, e۲, . . . , eN}

است. ai = ⟨v, ei⟩ آن در که م�ͳدهیم

v۰ اگر باشد. V از ͳمتناه بعد� با زیرفضای Έی V۰ و �ͳداخل� ضرب فضای� Έی V �کنید فرض ١.١.١ قضیه

است. عمود V۰ در بردار برهر v − v۰ آن�گاه باشد، V۰ در v متعامد تصویر

. شود رجوع [1] به اثبات.

V۰ متعامد متمم آن�گاه باشد آن از ͳفضای زیر V۰ و ͳداخل� ضرب فضای Έی V کنید فرض� تعریف١٩.١.١

:ͳیعن عمودند V۰بر که است V بردارهای همه�ی مجموعه�ی م�ͳشود، داده نمایش V ⊥
۰ با که

V ⊥
۰ = {v ∈ V s.t ⟨v, w⟩ = ۰ ∀w ∈ V۰}

را v ∈ V بردار هر باشد. V ͳداخل� ضرب فضای از ،ͳمتناه بابعد زیرفضای V۰ �کنید فرض ٢.١.١ قضیه

.V = V۰ ⊕ V ⊥
۰ ͳیعن است. v۱ ∈ V ⊥

۰ و v۰ ∈ V۰ که نوشت v = v۰ + v۱ صورت به ی΋تا طور به م�ͳتوان

شود. رجوع [1] به اثبات.

ͳرهایخطΎعمل ٢.١

عملΎرهای با بخش این در هستند ماتریس�ها خواص دارای که هستند عملΎرها از خانواده�ای ͳخط عملΎرهای

هستند. (٧) و (۴) فصل نیازهای پیش که م�ͳشویم آشنا آن�ها نرم و ͳخط

گویند ͳخط عملΎر Έی را L : X −→ Y آن�گاه باشند ͳخط فضای دو Y و X کنید فرض تعریف١.٢.١

باشیم: داشته λ و µ اس΋الرهای برای و x, y ∈ X هر برای اگروتنهااگر

L(λx+ µy) = λL(x) + µL(y)

باشد. ͳر�خطΎعمل Έی L : X −→ Y و نرم�دار ͳخط فضای دو Y و X که کنید فرض تعریف٢.٢.١

باشیم: داشته x ∈ X هر برای که طوری به باشد موجود R Mدر مثبت ثابت هرگاه گویند کراندار را L آن�گاه

||L(X)|| ≤M ||x||

۵



پایه .٣.١ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

مقدارویژه و بردارویژه ١.٢.١

و V در X صفر غیر بردار Έی ازای به و باشد V برداری فضای روی ͳخط عملΎر L اگر تعریف٣.٢.١

م�ͳنامند. λ با متناظر ،L بردارویژه وXرا L مقدارویژه�ی را λ آن�گاه L(X) = λX باشیم داشته λ اس΋الر Έی

با متناظر Lویژه�ی فضای متناظرند، λ مقدار�ویژه�ی با که را L از ویژه�ای بردارهای مجموعه�ی تعریف٢.١.۴

م�ͳنامند. λ

با را L پوچ فضای صورت این در باشد V برداری فضای روی ͳخط عملΎری L کنیم فرض تعریف٢.١.۵

م�ͳکنند: تعریف زیر صورت به و م�ͳدهند نشان NL

NL = {x ∈ V | L(x) = ۰}

متناظر L بردارویژه�ی Έی Xکه م�ͳشود نتیجه است، (L − λI)(X) = ۰ هم�ارز L(X) = λX آن�جا�که از

باشد. λI − L ویژه�ی فضای�پوچ در اگروفقط�اگر است λ مقدارویژه�ی با

شود. مراجعه [4] به بیشتر مطالب دانستن برای

پایه ٣.١

بردارها از ͳمستقل�خط یΈمجموعه�ی م�ͳدانیم که همان�گونه هستند. پایه�ها ،ͳجبرخط در ͳاساس مفاهیم از ͳ΋ی

فضا Έی در پایه Έی وجود کنند. تولید را فضا آن اگر م�ͳدهند، برداری فضای Έی برای پایه Έی تش΋یل

که م�ͳپردازیم ͳمطالب به بخش این در باشند. مقایسه و نمایش قابل ͳآسان به فضا آن عناصر تا م�ͳشود باعث

هستند. (۴) فصل نیازهای پیش

م�ͳشود نامیده XیΈپایه ͳداخل فضایضرب در {ψi}∞i=۱ بردارهای از متش΋ل S مجموعه�ی تعریف١.٣.١

به�طوری�که: باشند موجود αi اس΋الر ضرایب ،u ∈ X هر برای اگر

u =
∞∑
i=۱

αiψi

م�ͳشود. نامیده ی΋ه متعامد پایه�ی Έی S آن�گاه باشد، متعامدی΋ه {ψi}∞i=۱ اگر

باشد. صفر مقدار دارای ͳمتناه بازه�ی Έی خارج اگر است فشرده محمل دارای f تاب΄ تعریف٢.٣.١

۶



خطا .۴.١ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

خطا ۴.١

هستند. (٧) (۵)و فصل نیازهای پیش� که م�ͳپردازیم مطلق و ͳنسب خطاهای ͳبررس به بخش این در

مطلق خطای تعریف١.۴.١

را، جواب دو این اختلاف مطلق قدر آن�گاه باشد مسأله ͳتقریب جواب uapprox و دقیق جواب uexact اگر

م�ͳکنند: تعریف زیر صورت به و م�ͳنامند خطای�مطلق

E = |uexact − uapprox|

ͳنسب خطای تعریف١.۴.٢

م�ͳکنیم. تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم نشان η با را uapprox و uexact تاب΄ دو برای ͳخطای�نسب

η =
||uexact − uapprox||∞

||uexact||∞

L۲ در ͳرایΎهم ۵.١

به[1,6,7] م�ͳتوان بیشتر مطالعه برای که است شده تعریف ی΋نواخت ͳرایΎهم و نقطه�ای ͳرایΎهم بخش این در

کرد. مراجعه

برای هرگاه است همΎرا f تاب΄ به نقطه�وار طور به [a, b] ی بازه در {fn}∞n=۱ تواب΄ دنباله�ی تعریف١.۵.١

داشته n ≥ N(x) هر برای طوری�که به باشد داشته وجود N(x) مثبت ΀صحی عدد ،ϵ > ۰ و x ∈ [a, b] هر

باشیم:

|fn(x)− f(x)| < ϵ

هر برای هرگاه است همΎرا f به [a, b] بازه�ی در ی΋نواخت طور به {fn}∞n=۱ تواب΄ دنباله�ی تعریف١.۵.٢

باشیم: داشته گاه آن ،n ≥ N اگر طوری�که به باشد داشته وجود N مثبت ΀صحی عدد ،ϵ > ۰ و x ∈ [a, b]

|fn(x)− f(x)| < ϵ

٧



L۲ در ͳرایΎهم .۵.١ اولیه قضایای و تعاریف .١ فصل

ب�ͳنهایت سمت به n ͳوقت اگر است همΎرا f به L۲ در {fn}∞n=۱ انتΎرال�پذیر تواب΄ دنباله�ی تعریف١.۵.٣

باشیم: داشته م�ͳکند میل

∥fn(x)− f(x)∥L۲ −→ ۰

م�ͳشود. نامیده نیز میانΎین در ͳرایΎهم ،L۲[a, b] در ͳرایΎهم

٨


