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  اولفصل 



مقدمه

را ارشمیدسͬ ترتیبی یͺه با مرتب حقیقͬ برداری فضای هر که کرد ثابت [۵] در کادیسون١

ͷی شͺل به مͬ�برد، ١ ثابت تابع به را ترتیبی یͺه که ترتیب حافظ نگاشت ͷی طریق از مͬ�توان

داد. نمایش فشرده هاسدورفِ فضای ͷی روی پیوسته مقدارِ حقیقͬ توابع فضای از برداری زیرفضای

کادیسون نتیجه بنابراین و مͬ�شود، اشاره تابعͬ دستگاه�های عنوان با عموماً زیرفضاهایی چنین به

مͬ�کند. فراهم حقیقͬ تابعͬ دستگاه�های برای نمایشͬ قضیه

زیرفضاهای برای نمایشمشابهͬ قضیه [٢] افراس٣ و چوی٢ تا موجبشد نمایشکادیسون قضیه

ͷی با همراه زیرفضاهایی، چنین آورند. به�دست یͺدار ∗C-جبرهای از یͺه شامل خودالحاقͬ

برداری فضاهای عملͽری، دستگاه�های مͬ�شوند. نامیده عملͽری دستگاه�های طبیعͬ، ماتریسͬ ترتیب

مͬ�کنیم. اشاره آن�ها به برداری ∗-فضاهای عنوان با و مͬ�باشند ∗ عمل ͷی دارای که هستند مختلطͬ

و مͬ�دهند تشͺیل حقیقͬ زیرفضای ͷی Vh خودالحاقͬ عناصر ،V برداری ∗-فضای هر در

کرد. تعریف V روی ترتیب ͷی ،V + ⊆ Vh مثبت عناصر از مخروطͬ کردن مشخص با مͬ�توان

حقیقͬ مرتب برداری فضای ͷی (Vh, V
+) آن�گاه باشد، مرتب برداری یͷ∗-فضای (V, V +) اگر

است (V, V +) برای ارشمیدسͬ) ترتیبی یͺه (به�ترتیب، ترتیبی یͺه e ∈ V عنصر به�علاوه، است.

ͷی موضوع اصول باشد. (Vh, V
+) برای ارشمیدسͬ) ترتیبی یͺه (به�ترتیب، ترتیبی یͺه e اگر

مرتب برداری ∗-فضای ͷی عملͽری دستگاه این که مͬ�کند ایجاب اول درجه در عملͽری، دستگاه

ترتیبی یͺه با همراه Mn(V ) برداری ∗-فضای ،n ∈ N هر برای و باشد نیز e ارشمیدسͬ یͺه با

باشد. مرتب en :=

(e . . .e
)

ارشمیدسͬ

عملͽری فضاهای زمینه در اساسͬ نتیجه ͷی عملͽری دستگاه�های از افراس و چوی توصیف

ابزار نیز دیͽر حوزه�های از بسیاری در عملͽری دستگاه�های و است، کراندار کاملا́ نگاشت�های و

،٩] نمونه (برای نشاند عملͽری دستگاه ͷی در مͬ�توان را عملͽری فضای ͷی چون بوده�اند. مفیدی

نرم�ها با که را مسائلͬ تا مͬ�دهند را امͺان این اغلب عملͽری دستگاه�های ببینید) را [١٣.۴ قضیه

کنیم. تبدیل است، راحت�تر آن�ها با کار و دارد سروکار بودن مثبت با که مسائلͬ به است درگیر

نظریه�ای ایجاد جهت چندانͬ تلاش دیͽر، حوزه�های در عملͽری دستگاه�های سودمندی علͬ�رغم

١R. V. Kadison
٢M. D. Choi
٣E. G. Effros

۴



درباره فراوانͬ اطلاعات اگرچه که باشد این مͬ�تواند دلیل ͷی است. نگرفته صورت آن�ها به مختص

فضاهای به توجهͬ هیچ تقریباً ،[١٣ ،١١ ،٧ ،۶ ،١] دارد وجود مرتب حقیقͬ برداری فضاهای

عملͽری دستگاه�های که آن�جا از است. نشده مرتب برداری ∗-فضاهای و مرتب مختلط برداری

جزئیات با نظریه�ای که مͬ�رسد نظر به هستند، مرتب برداری ∗-فضای ماتریس�ها، از سطحͬ هر در

باشد. عملͽری دستگاه�های آنالیز برای اساسͬ پیش�نیازی کامل،

دستگاه�های به نظر با را کار این مͬ�کنیم. مطالعه را مرتب برداری ∗-فضاهای پایان�نامه این در

دستگاه�های برای رسته�ای نظریه�ای که مͬ�کنیم بنا چنان را بحث شالوده و مͬ�دهیم انجام عملͽری

نخست، بود: خواهد کارمان دستور در مهم موضوع دو نکته، این داشتن درنظر با بسازیم. عملͽری

حقیقͬ برداری فضاهای نظریه در موجود نتایج مشابه مرتب، برداری ∗-فضاهای مورد در نتایجͬ

حالتِ نتایج حالت�ها، و مثبت خطͬ تابعک�های مانند موارد، از برخͬ در مͬ�رسانیم. اثبات به مرتب

ترتیبی، (نیم)نرم مانند دیͽر موارد در اما بود. خواهد حقیقͬ حالت نتایج مشابه برداری ∗-فضای

موضوع نمͬ�شود. دیده حالتحقیقͬ در که مͬ�دهد بروز را تازه�ای پدیده�های برداری، شرایط∗-فضای

این بود. خواهد نیست، ارشمیدسͬ الزاماً آن�ها ترتیبی یͺه که مرتبی فضاهای روی بر تمرکز دوم،

فضای ͷی خارج�قسمت دید، خواهیم تحلیل�مان در که همان�طور زیرا است اهمیت دارای موضوع

نمͬ�باشد. ارشمیدسͬ الزاماً که است ترتیبی یͺه�ای دارای خود ارشمیدسͬ، ترتیبی یͺه با مرتب برداری

تشͺیل برای رسته�ای فرآیندی داشتن بنابراین است. مهم نیز عملͽری دستگاه�های مورد در مسأله این

است. مطلوب ترتیبی یͺه با مرتبی فضای از ارشمیدسͬ مرتب فضای ͷی

عنوان را نیاز مورد مقدماتͬ مفاهیم و پیش�نیازها اول، فصل در مͬ�باشد. زیر ترتیب به نوشتار این

ادامه در مͬ�کنیم. بیان اثبات بدون را بحث ادامه در نیاز مورد قضیه�های ابتدایی بخش دو در و کرده،

اثبات مͬ�کنیم. تعریف را مرتب برداری ∗-فضاهای و مرتب حقیقͬ برداری فضاهای فصل، این

یافت. مͬ�توان [٣] در را ١.١ بخش در موجود نتایج

فصل، این در است. ترتیبی یͺه با مرتب حقیقͬ برداری فضاهای به راجع نتایجͬ شامل ٢ فصل

ارشمیدسـͬ مرتب فضـاهای مورد در قضیـه�های از نسخه�ای و داده ارائه اثبات با همراه پایه�ای نتایجͬ

مثال عنوان به مͬ�روند. به�کار نیز دارند ترتیبی یͺه فقط که مرتبی فضـاهای در که مͬ�کنیم، ثابت را

کنید) مراجعه [٢.١ نتیجه ،۵] (به آشناست ارشمیدسͬ مرتب برداری فضاهای برای هان-باناخ۴ قضیه

آن�ها ترتیبی یͺه که مرتبی فضاهای برای که مͬ�کنیم ثابت ۶.١.٢ قضیه در آن�را از صورتͬ ما ولͬ

فضای ͷی ترتیبی نرم مورد در پایه�ای حقایقͬ هم�چنین است. برقرار نیز نیست، ارشمیدسͬ الزاماً

۴The Hahn-Banach Theorem

۵



نیم�نرم ͷی تنها نرم این غیرارشمیدسͬ حالت در که مͬ�دهیم نشان و رسانده اثبات به ارشمیدسͬ

فضایی از آن به�وسیله تا نموده معرفͬ ارشمیدسͬ�سازی نام به رسته�ای فرآیندی ادامه در بود. خواهد

فضاهای رسته در را خارج�قسمت�ها سپس بسازیم. ارشمیدسͬ مرتب فضای ͷی ترتیبی، یͺه با مرتب

مͬ�دهیم. قرار بحث مورد ارشمیدسͬ مرتب حقیقͬ برداری فضاهای رسته و مرتب حقیقͬ برداری

ارشمیدسͬ از گونه�ای هم�چنین مͬ�کنیم. ثابت حالت�ها و مثبت تابعک�های برای را نتایجͬ آن از پس

را مرتب برداری ∗-فضاهای خارج�قسمت و نموده، معرفͬ مرتب برداری ∗-فضاهای برای را سازی

مͬ�دهیم. قرار ملاحظه مورد

هستند. سازگار ترتیب با که مͬ�گیریم درنظر مرتب برداری ∗-فضاهای روی را نیم�نرم�هایی ٣ فصل در

که مͬ�دهیم نشان نموده، بررسͬ فضا کل به را خودالحاقͬ عناصر روی ترتیبی (نیم)نرم توسیع مسأله

∗-فضای هر روی نیم�نرم�ها از خانواده�ای که درمͬ�یابیم به�ویژه، دارد. وجود کار این برای راه چندین

این در نیم�نرم�ها این همه که مͬ�کنیم ثابت و مͬ�دهند، توسیع را ترتیبی نیم�نرم که دارد وجود برداری

مطالعه منظور به مͬ�کنند. القا را توپولوژی ͷی آن�ها همه ازاین�رو، و کراندارند،۵ هم�ارز دوبه�دو خانواده

ماکسیمال، ترتیبی نیم�نرم مینیمال، ترتیبی نیم�نرم مͬ�کنیم: انتخاب را نیم�نرم�ها این از نمونه سه بیشتر

تجزیه. ترتیبی نیم�نرم و

عملͽری جبرهای مطالعه در که را مرتبی برداری فضاهای از مثال�هایی ۴ فصل در سرانجام،

قرار بررسͬ و تحلیل مورد را تجزیه و ماکسیمال مینیمال، نرم�های و نموده بررسͬ مͬ�شوند، ظاهر

برداری ∗-فضای هر مͬ�دهد نشان که مͬ�کنیم، ثابت را کادیسون قضیه از مختلطͬ صورت مͬ�دهیم.

مانند فشرده�ای هاسدورف فضای به�ازای C(X) از خودالحاقͬ زیرفضایی با ،V ارشمیدسͬ مرتب

نرم و V روی مینیمال ترتیبی نرم به نسبت نشاندن این به�علاوه، است. یͺدار ترتیبی یͺریخت ،X

مرتب ∗-فضای و A مانند یͺدار ∗C-جبری موقعیت این در مͬ�باشد. طولپا C(X) روی سوپرمم

A روی تجزیه و ماکسیمال مینیمال، ترتیبی نرم�های مͬ�گیریم. نظر در را I ترتیبی یͺه با (A,A+)

∗-فضای هر برای که مͬ�دهیم نشان هم�چنین مͬ�کنیم. مربوط عملͽری نرم به را آن�ها و توصیف را

.V ∼= C اگر فقط و اگر برابرند ماکسیمال و مینیمال نیم�نرم�های ،V ارشمیدسͬ مرتب برداری

هر روی مͬ�دهیم نشان و نموده بررسͬ را ماکسیمال و مینیمال نرم�های محدب ترکیب�های سرانجام،

هم�چنین و دارد وجود ترتیبی نرم�های از پیوستاری ،C از غیر ارشمیدسͬ مرتب برداری ∗-فضای

ماکسیمال و مینیمال ترتیبی نرم�های از محدبی ترکیب همواره تجزیه ترتیبی نرم که مͬ�دهیم نشان

نیست.

۵mutually boundedly equivalent

۶



تابعͬ آنالیز ١.١

است. C مختلط اعداد یا R حقیقͬ اعداد میدان F از منظور بخش این در قرارداد:

⟨· , ·⟩ : V × V → F تابع باشد. F میدان روی برداری فضای ͷی V کنید فرض .١.١.١ تعریف

آن�گاه ،x, y, z ∈ V و λ ∈ F چنان�چه هرگاه مͬ�نامیم V روی داخلͬ ضرب ͷی را

،⟨λx+ y, z⟩ = λ⟨x, z⟩ + ⟨y, z⟩ .١

،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .٢

.x = ٠ اگر فقط و اگر ⟨x, x⟩ = ٠ و ،⟨x, x⟩ ≥ ٠ .٣

∥ · ∥ : V → [٠,∞) تابع باشد. F میدان روی برداری فضای ͷی V كنید فرض .٢.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط λ ∈ F هر و v, w ∈ V هر برای هرگاه مͬ�نامیم V روی نیم�نُرم ͷی را

.∥v + w∥ ≤ ∥v∥ + ∥w∥ .١

.∥λv∥ = |λ|∥v∥ .٢

باشیم: داشته بالا شرط دو بر علاوه هرگاه است نُرم ͷی ∥ · ∥ تابع

.v = ٠ اگر فقط و اگر ∥v∥ = ٠ .٣

d(v, w) = ∥v−w∥ حالت این در مͬ�نامیم. نُرمدار فضای ͷی را (V, ∥·∥) دوتایی این�صورت در

به نسبت که است نرمدار فضای ͷی باناخ فضای هر هم�چنین، مͬ�کند. تعریف V روی ͷمتری ͷی

باشد. کامل نرم، توسط شده تعریف ͷمتری

تعریف V روی یͺسانͬ توپولوژی هرگاه مͬ�نامیم معادل نرم�های را V روی ||| · ||| و ∥·∥ نرم دو

کنند.

اگر فقط و اگر معادل�اند نرم دو این آن�گاه باشند، V روی نرم دو ||| · ||| و ∥ · ∥ اگر .٣.١.١ گزاره

که به�قسمͬ باشد موجود C و c مانند مثبت و ثابت عدد دو

c∥v∥ ≤ |||v||| ≤ C∥v∥

.v ∈ V هر برای

h ∈ H هر برای اگر و باشد، H برداری فضای روی داخلͬ ضرب ͷی ⟨· , ·⟩ اگر .۴.١.١ مثال

به نسبت H که صورتͬ در است. H روی نرم ͷی ∥ · ∥ آن�گاه ،∥h∥ := ⟨h, h⟩١/٢ کنیم تعریف

مͬ�نامیم. هیلبرت فضای ͷی آن�را باشد، کامل نرم، این توسط القایی ͷمتری

٧



توابع تمام برداری فضای C(X) و فشرده، هاسدورف فضای ͷی X کنید فرض .۵.١.١ مثال

به�صورت را ∥f∥ یعنͬ ،f سوپرمم نرم f ∈ C(X) هر برای اگر باشد. X روی پیوسته مختلط

∥f∥ = sup
x∈X

|f(x)|

شد. خواهد تبدیل باناخ فضای ͷی به نرم این با C(X) آن�گاه کنیم، تعریف

نگاشت این�صورت، در باشند. F میدان روی برداری Wفضاهای و V کنید فرض .۶.١.١ تعریف

λ ∈ F هر و v, w ∈ V هر برای هرگاه گوئیم خطͬ نگاشت ͷی را f : V → W

f(λv + w) = λf(v) + f(w).

ͷی f مͬ�گوئیم V = W که صورتͬ در و مͬ�نامیم، F-خطͬ تابعک را f آن�گاه ،W = F اگر

است. V روی عملͽر

شده تعریف آن�ها روی نیم�نرم�هایی که باشند برداری فضای Wدو و V کنید فرض .٧.١.١ تعریف

کــه به�قسمͬ باشد موجود bی > ٠ هرگاه مͬ�نامیم کراندار را f : V → W خطͬ نگاشت است.

مͬ�کنیم تعریف این�صورت، در .v ∈ V هر برای ∥f(v)∥ ≤ b∥v∥

∥f∥ := inf{b > ٠ : ∥f(v)∥ ≤ b∥v∥, v ∈ V }

نرم را ∥f∥ گاهͬ باشند، نرمدار فضاهای W و V که صورتͬ در مͬ�گوئیم. f نیم�نرم را ∥f∥ و

داریم f کراندار خطͬ نگاشت هر برای که مͬ�کنیم یادآوری مͬ�نامیم. f نرم اختصار به یا f سوپرمم

∥f∥ = sup{∥f(v)∥ : ∥v∥ ≤ ١, v ∈ V }

= sup{∥f(v)∥ : ∥v∥ = ١, v ∈ V }

= sup{∥f(v)∥/∥v∥ : v ̸= ٠, v ∈ V }.

خطͬ تابعک�های تمام گردایه هم�چنین، مͬ�نامیم. کراندار F-خطͬ تابعک را f آن�گاه ،W = F اگر

مͬ�کنیم تعریف ،λ ∈ F و f, g ∈ V ∗ اگر مͬ�دهیم. نشان V ∗ با را V روی

(λf + g)(x) = λf(x) + g(x).

ملاحظه هم�چنین، مͬ�نامیم. V دوگان فضای را آن و است برداری فضای ͷی V ∗ این�صورت در

آمده، بالا در آن�چه مانند را ∥f∥ ،f ∈ V ∗ هر برای اگر و باشد، نرمدار فضای ͷی V اگر که کنید

بود. خواهد باناخ فضای ͷی V ∗ آن�گاه کنیم، تعریف
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(نسبت کراندار عملͽرهای تمام گردایه و باشد هیلبرت فضای ͷی H کنید فرض .٨.١.١ تعریف

عملͽر آن�گاه X ∈ B(H) اگر این�صورت، در دهید. نشان B(H) با را H روی سوپرمم) نرم به

.⟨Xh, k⟩ = ⟨h,X∗k⟩ ،h, k ∈ H هر برای اگر مͬ�نامیم X الحاق̞ͬ را B(H) در X∗

است. منحصربه�فرد و دارد وجود X∗ عملͽر [II.٢.٢ قضیه ،٣] طبق .٩.١.١ تذکر

تعریف آن روی ضرب عمل ͷی هرگاه مͬ�نامیم F روی جبر ͷی را F روی A برداری فضای

آن�گاه ،a, b ∈ A و λ ∈ F اگر و شود تبدیل حلقه ͷی به عمل این با A که به�طوری باشد شده

همانͬ عنصر دارای حلقه، ͷی عنوان به اگر گوئیم یͺدار را A جبر .λ(ab) = (λa)b = a(λb)

مͬ�دهیم. نشان ١ با را همانͬ حالت این در باشد؛

آن روی ∥ · ∥ مانند نرم ͷی هرگاه مͬ�نامیم باناخ جبر ͷی را F روی A جبر .١٠.١.١ تعریف

،a, b ∈ A هر برای و شود تبدیل باناخ فضای ͷی به نرم این با A که به�طوری باشد شده تعریف

.∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥

و داده نمایش σ(a) با را a طیف ،a ∈ A و باشد یͺدار باناخ جبر ͷی A اگر .١١.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر به�صورت

σ(a) := {λ ∈ F : نیست معکوس�پذیر a− λ}.

هرگاه مͬ�نامیم برگشت ͷی را A به A از a 7→ a∗ نگاشت باشد، C روی باناخ جبر ͷی A اگر

باشد: برقرار زیر شرایط λ ∈ C هر و a, b ∈ A هر برای

،(a∗)∗ = a .١

،(ab)∗ = b∗a∗ .٢

.(λa+ b)∗ = λa∗ + b∗ .٣

برای آن�که شرط به مͬ�نامیم ∗C-جبر ͷی را برگشت ͷی با همراه A باناخ جبر .١٢.١.١ تعریف

و a = a∗ اگر است مثبت a آن�گاه ،a ∈ A اگر هم�چنین، .∥a∗a∥ = ∥a∥٢ ،a ∈ A هر

.σ(a) ⊆ [٠,∞)

الحاقͬ ∗Xرا ،X ∈ B(H) هر برای اگر باشد. هیلبرت فضای ͷیH کنید فرض .١٣.١.١ مثال

است. ∗C-جبر ͷی B(H) آن�گاه کنیم، تعریف (٧.١.١ (تعریف X
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درنظر را C(X) باناخ فضای و باشد فشرده هاسدورف فضای ͷی X کنید فرض .١۴.١.١ مثال

x ∈ X هر وبرای کنیم، تعریف توابع معمولͬ ضرب همان را C(X) عناصر ضرب اگر بͽیرید.

بود. خواهد ∗C-جبر ͷی C(X) آن�گاه ،f∗(x) := f(x) دهیم قرار

اگر فقط و اگر X ≥ ٠ آن�گاه ،X ∈ B(H) و باشد هیلبرت فضای ͷی H اگر .١۵.١.١ قضیه

.h ∈ H هر برای ⟨Xh, h⟩ ≥ ٠

اگر مͬ�نامیم مثبت را f : A → C خطͬ تابعک باشد، ∗C-جبر ͷی A اگر .١۶.١.١ تعریف

مثبت f اگر است A روی حالت ͷی f گوئیم هم�چنین، .A از a مثبت عنصر هر برای f(a) ≥ ٠

.∥f∥ = ١ و باشد

.∥f∥ = f(١) آنگاه باشد، ناصفر و مثبت خطͬ تابعک ͷی f اگر .١٧.١.١ تذکر

را pv : V ∗ → [٠.∞) ،v ∈ V هر برای و باشد نرمدار فضای ͷی V کنید فرض .١٨.١.١ تعریف

است. V ∗ روی نیم�نرم ͷی pv که دید مͬ�توان به�سادگͬ کنید. تعریف pv(f) = |f(v)| به�صورت

،v١, ..., vn ∈ V که
∩n

i=١{f ∈ V ∗ : pvi
(f − f٠) < ϵ} شͺل به مجموعه�های همه گردایه

مͬ�نامیم، V ∗ روی ضعیف-∗ توپولوژی را آن که V ∗ روی توپولوژی ͷی برای ،ϵ > ٠ و f٠ ∈ V ∗

مͬ�دهد. پایه ͷی تشͺیل

با را {v ∈ V : ∥v∥ ≤ ١} یعنͬ ،V واحد گوی آن�گاه باشد، نرمدار فضای ͷی V اگر

است. الااغلو۶ به منسوب زیر قضیه مͬ�دهیم. نمایش ball(V )

فشرده ضعیف-∗ توپولوژی در ball(V ∗) آن�گاه باشد، نرمدار فضای ͷی V اگر .١٩.١.١ قضیه

است.

۶L. Alaoglu
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مرتب حقیقͬ برداری فضاهای ٢.١

ناتهͬ مجموعه�ای V در یͷمخروط باشد. حقیقͬ برداری فضای ͷی V فرضکنید .١.٢.١ تعریف

باشد: داشته را زیر خواص که است C ⊆ V مانند

.v ∈ C و a ∈ [٠,∞) هرگاه av ∈ C .١

.v, w ∈ C هرگاه v + w ∈ C .٢

V + ⊆ V مخروط و V حقیقͬ برداری فضای ͷی از متشͺل جفتͬ (V, V +) مرتب برداری فضای

مͬ�کند صدق زیر شرط در که است

.V + ∩ −V + = {٠} .٣

متعدی) و پادمتقارن انعکاسͬ، رابطه�ای (یعنͬ جزئͬ ترتیب ͷی مͬ�توانیم مرتب برداری فضای درهر

این که کنید توجه .v−w ∈ V + اگر فقط و اگر v ≥ w که این�صورت به کنیم تعریف V روی ≥

ضرب تحت و (v+ x ≥ w+ x مͬ�کند ایجاب v ≥ w (یعنͬ پایاست انتقال تحت جزئͬ ترتیب

.(av ≥ aw مͬ�کند ایجاب a ∈ [٠,∞) و v ≥ w (یعنͬ مͬ�باشد پایا نیز نامنفͬ حقیقͬ اعداد در

را V + گاهͬ که است دلیل این به v؛ ≥ ٠ اگر فقط و اگر v ∈ V + که کنید ملاحظه هم�چنین

مͬ�نامیم. مثبت عناصر مخروط

عکس جهت در مͬ�توانستیم کردیم، استفاده V + از جزئͬ ترتیب تعریف برای اگرچه .٢.٢.١ تذکر

حقیقͬ اعداد در ضرب و انتقال تحت که بوده V روی جزئͬ ترتیب ͷی ≥ اگر کنیم: عمل نیز

صدق بالا ٣ و ٢ ،١ شرایط در V + := {v ∈ V : v ≥ ٠} مجموعه آن�گاه باشد، پایا نامنفͬ

مͬ�شود. مرتب برداری فضای ͷی (V, V +) نتیجتاً و مͬ�کند،

نویسندگانͬ حالͬ�که در دارد. وجود ((مخروط)) عبارت از استفاده مورد در توافقͬ عدم .٣.٢.١ تذکر

ببینید) را [٢] و [٧] نمونه، (برای دارد تطبیق آورده�ایم، این�جا در آن�چه با تعاریفشان که هستند

به اشاره برای را ((مخروط)) عبارت نیز ببینید) را [١٣] و [١١] ،[۶] نمونه (برای آن�ها از عده�ای

زیرمجموعه�ای برای و مͬ�برند، به�کار مͬ�کند صدق بالا ٣ و ٢ ،١ شرایط در که V از زیرمجموعه�ای

متأثر ما کار بیشتر چون مͬ�کنند. استفاده ((گوه)) عبارت از مͬ�کند صدق ٢ و ١ شرایط در فقط که

برده�ایم. به�کار را [٢] در موجود اصطلاحات مͬ�باشد، عملͽری دستگاه�های از

ترتیبی یͺه را e ∈ V عنصر باشد، مرتب حقیقͬ برداری فضای ͷی (V, V +) اگر .۴.٢.١ تعریف

.re ≥ v که به�قسمͬ باشد موجود r > ٠ حقیقͬ عدد v ∈ V هر برای اگر مͬ�نامیم V برای
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(یا است پˀر V + گوئیم آن�گاه باشد، مرتب حقیقͬ برداری فضای ͷی (V, V +) اگر .۵.٢.١ تعریف

.V = V + − V + هرگاه است) پˀر مخروط ͷی V +

آن�گاه باشد، e ترتیبی یͺه با مرتب حقیقͬ برداری فضای ͷی (V, V +) اگر .۶.٢.١ لم

e؛ ∈ V + .١

برای se ≥ v آن�گاه ،re ≥ v که شود انتخاب طوری r > ٠ حقیقͬ عدد و v ∈ V اگر .٢

s؛ ≥ r هر

هــر بــرای re ≥ vi که به�قسمͬ دارد وجود rی > ٠ آن�گاه ،v١, . . . , vn ∈ V اگر .٣

١؛ ≤ i ≤ n

است؛ V برای پر مخروط ͷی V + .۴

و v١؛ = . . . = vn = ٠ آن�گاه ،v١ + . . .+ vn = ٠ اگر و v١, . . . , vn ∈ V + اگر .۵

،a١v١+ . . .+anvn = ٠ اگر .a١, . . . , an ∈ [٠,∞) و v١, . . . , vn ∈ V + فرضکنید .۶

. vi = ٠ یا ai = ٠ ،١ ≤ i ≤ n هر برای آن�گاه

این�صورت در اما .re ≥ −e که به�قسمͬ دارد وجود rی > ٠ که کنید توجه ١ اثبات برای برهان.

.e = (r + ١−(١(re+ e) ∈ V + و re+ e ∈ V +

از استفاده با و s− r ≥ ٠ داریم s ≥ r چون آن�گاه ،re ≥ v اگر که مͬ�کنیم مشاهده ٢ برای

و (s− r)e+ re ≥ v + ٠ این�رو از و (s− r)e ≥ ٠ که مͬ�شود نتیجه (١)١.٢.١ تعریف و ١

.se ≥ v

حقیقــــͬ عدد ١ ≤ i ≤ n هر به�ازای .v١, . . . , vn ∈ V کنید فرض ٣ اثبات برای

دهیم قرار اگر .rie ≥ vi که ترتیبی) یͺه تعریف (طبق کنید انتخاب به�قسمͬ را ri > ٠

.١ ≤ i ≤ n هر برای re ≥ vi که مͬ�شود نتیجه ٢ از آن�گاه ،r := max{r١, . . . , rn}

به�قسمͬ را r > ٠ حقیقͬ عدد مͬ�توانیم ٣ از استفاده با .v ∈ V کنید فرض ۴ دادن نشان برای

و ،re − v ∈ V + و re + v ∈ V + این�صورت در اما .re ≥ v و re ≥ −v که کنیم انتخاب

.v = (re+ v)/٢− (re− v)/٢ ∈ V + − V + که مͬ�شود نتیجه

،v١ + . . .+ vn = ٠ اگر است. برقرار ادعا n = ١ برای کرد. خواهیم ثابت استقرا با را ۵

لذا .vn = ٠ پس vn ∈ V + ∩ −V + این�صورت در .vn = −v١ − . . . − vn−١ آن�گاه

.v١ = . . . = vn−١ = ٠ استقرا فرض از و v١ + . . .+ vn−١ = ٠

١٢



بنابراین .aivi ∈ V + داریم تعریف طبق vi ∈ V + و ai ∈ [٠,∞) چون که شود توجه ،۶ برای

� .vi = ٠ یا ai = ٠ این�رو از iها. همه برای aivi = ٠ که مͬ�کند ایجاب ۵ قسمت

گوئیم آن�گاه باشد، e ترتیبی یͺه با مرتب حقیقͬ برداری فضای ͷی (V, V +) اگر .٧.٢.١ تعریف

،r > ٠ هر برای re + v ≥ ٠ که به�طوری v ∈ V هرگاه چنان�چه است ارشمیدسͬ ترتیبی یͺه e

.v ∈ V + آن�گاه

((بی�نهایتکوچ�ͷهای وجود عدم از اطمینان برای راهͬ e بودن فرضارشمیدسͬ که نمائید توجه

است. V در نامثبت))

r٠ ∈ و باشـــد e ترتیبی یͺه با مرتب حقیقͬ برداری فضای ͷی (V, V +) کنید فرض .٨.٢.١ لم

.r٠e+ v ≥ ٠ آن�گاه ،r > r٠ هر برای re+ v ≥ ٠ و v ∈ V اگر .[٠,∞)

و ،s > ٠ هر برای se + (r٠e + v) ≥ ٠ داریم ،r > r٠ هر برای re + v ≥ ٠ چون برهان.

� .r٠e+ v ≥ ٠ که مͬ�شود نتیجه e بودن ارشمیدسͬ تعریف طبق لذا

١٣


