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کارا، جواب مرجع، نقطه�ی برهم�کنشͬ، چندهدفه بهینه�سازی داده�ها، پوششͬ تحلیل کلیدی: واژه�های

مرجح جواب

ͷی نسبی کارایی ارزیابی برای پارامتری غیر روش ͷی (DEA) داده�ها پوششͬ تحلیل چͺیده:

تصمیم�گیرنده ترجیحͬ اطلاعات به ،DEA اصلͬ مدل�های در است. متجانس ی واحدها از مجموعه

به را تصمیم�گیرنده رضایت DEA مدل حل از حاصل پاسخ شده باعث امر و�این نمͬ�شود توجهͬ

DEA مدل�های وارد را تصمیم�گیرنده ترجیحات مͬ�توان که راه�هایی از ͬͺی نکند. برآورده قطعͬ طور

است. برهم�کنشͬ چندهدفه�ی روش�های از استفاده کرد،

برهم�کنشͬ روش�های از روش چند سپس مͬ�کنیم اثبات را MOLP و DEA ارزی هم رساله در�این

مͬ�آیند بدست برهم�کنشͬ روش�های از که پاسخ�هایی مͬ�دهیم نشان و مͬ�دهیم قرار مطالعه مورد را

مͬ�کنند. برآورده را تصمیم�گیرنده رضایت DEA مدل�های حل از حاصل پاسخ�های از بیش
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پیشͽفتار

اندازه�گیری برای خطͬ برنامه�ریزی براساس پارامتری غیر روش ͷی DEA یا داده�ها پوششͬ تحلیل

اطلاعات گرفتن نظر در بدون متجانس تصمیم�گیرنده�ی واحدهای از مجموعه ͷی نسبی کارایی

ͷی نسبت آن�ها شد. معرفͬ [٢] رودز و چارنز کوپر، توسط که است تصمیم�گیرنده ترجیحͬ

تعمیم ورودی چند به خروجͬ چند نسبت به را کارایی ی محاسبه برای ورودی ͷی به خروجͬ

را واحد ͷی کارایی که دادند پیشنهاد (CCR) رودز و کوپر چارنز، ،DEA اصلͬ مدل در دادند.

کرد، محاسبه شده وزن�دار ورودی�های به شده وزن�دار خروجͬ�های نسبت کردن بیشینه از مͬ�توان

به بازده تغییر با باشند. ͷی مساوی یا و کوچͺتر واحد�ها تمام برای نسبت همین که شرط با�این

برای گرفت. نام BCC که شد ارائه کوپر و چارنز بنکر، توسط دیͽری مدل متغیر، به ثابت مقیاس

شود. مراجعه به[٢٧،٣٠] DEA مدل�های ی درباره بیشتر مطالعه�ی

که هستند تکنی�ͷهایی (MOLP ) چندهدفه خطͬ برنامه�ریزی مانند چندهدفه برنامه�ریزی مدل�های

مͬ�شوند[٨،١٠،١٩،٢٠،٢٧،٢٩]. استفاده (MCDM) شاخصه چند برنامه�ریزی مسائل حل برای

است برهم�کنشͬ روش�های از استفاده تصمیم�گیرنده، ترجیحات از استفاده برای مناسب روش ͷی

برهم�کنشͬ مدل ͷی Golany بار اولین مͬ�دهند. پوشش را MOLP و DEA مدل دو هر که

و مͬ�دهد اختصاص منبع عنوان به را ورودی�ها از مجموعه ͷی� تصمیم�گیرنده آن در که داد ارائه

کند[۴]. انتخاب خروجͬ�ها مجموعه�ی از را مرجح پاسخ بود خواهد قادر

کرد. جستجو [١،٣،١١،١٣،١۵،١٧،٢١ ] در مͬ�توان را کنشͬ بر�هم چندهدفه�ی اصلͬ روش�های

خواهیم DEA اصلͬ مدل�های بر مروری اول فصل در است. شده تدوین فصل چهار رساله در�این

برنامه�ریزی DEAو مͬ�کنیم ثابت چندهدفه بهینه�سازی بر کوتاه مروری از پس دوم فصل در داشت.



۶ پیشͽفتار

روش�های از اصلͬ روش چند سوم فصل در مͬ�باشند. معادل مرجع نقطه�ی ی پایه بر چندهدفه خطͬ

مͬ�دهیم نشان عددی مثال ͷی بیان با چهارم فصل در و مͬ�کنیم معرفͬ را برهم�کنشͬ چندهدفه�ی

مثال حل برای کرد. حل مͬ�توان چندهدفه روش�های از استفاده با چͽونه را DEA مساله�ی ͷی

است. شده استفاده PROMOIN و QSB افزارهای نرم از عددی



١ فصل

داده�ها پوششͬ تحلیل

مقدمه ١.١

بوده محققین و مدیران توجه مورد همواره آن�ها، کارایی اندازه�گیری برای واحدها عملͺرد بررسͬ

مهندسͬ، مباحث در کارایی اندازه�گیری روش مشابه روشͬ از استفاده با فارل ١٩۵٧ سال در است.

نمود. تولیدی واحد ͷی برای کارایی اندازه�گیری به اقدام

خود مدل فارل بود. خروجͬ ͷی و ورودی ͷی شامل کارایی، اندازه�گیری برای فارل نظر مورد مدل

این با� داد. قرار استفاده مورد کشورها سایر به نسبت آمریͺا کشاورزی بخش کارایی تخمین برای را

نبود. موفق باشد متعدد خروجͬ�های و ورودی�ها برگیرنده�ی در که روشͬ ارائه�ی در او وجود،

کارایی اندازه�گیری توانایی که کردند ارائه مدلͬ و دادند توسعه را فارل دیدگاه رودز٣ کوپر٢و چارنز١،

گرفت نام داده�ها" پوششͬ "تحلیل عنوان تحت مدل، �این داشت. را خروجͬ و ورودی چندین با

پیشرفت "ارزیابی عنوان تحت "کوپر" راهنمایی به و رودز" "ادوارد دکترای رساله�ی در بار اولین و

قرار استفاده مورد کارنگͬ دانشͽاه در ١٩٧۶ سال در آمریͺا" ملͬ مدارس آموزان دانش تحصیلͬ

ارائه تصمیم�گیرنده" واحدهای کارایی "اندازه�گیری عنوان تحت مقاله�ای در ١٩٧٨ سال در و گرفت

١Charnes
٢Cooper
٣Rodhes



٨ تعاریف ٢.١

سه این اسامͬ اول حروف از که دارد نام CCR دادند، ارائه رودز و کوپر چارنز، که شد[٢].مدلͬ

شد. خواهد معرفͬ فصل همین در را مدل است.این شده گرفته دانشمند

در� را ما کار اساس که داریم پایه تعاریف به نیاز داده�ها" پوششͬ "تحلیل مفهوم بیشتر درک برای

مͬ�دهند: تشͺیل فصل این

تعاریف ٢.١

را کالا مطلوبیت که است مستقیمͬ تبدیل و تغییر نوع هر تولید، از منظور : تولید .١.١ تعریف

تمام محصول که معنͬ این به است، مواد در شͺل تغییر تولید، معمول انواع از ͬͺی مͬ�دهد. افزایش

تولید بͽیرد. خود به است شده ساخته آن�ها از که موادی شͺل با متفاوت شͺلͬ ،ͬͺفیزی شده�ی

باشد تبدیل و تغییر از ناشͬ که تولیدی فعالیت ͷی نتیجه�ی است. تولید نوع از�این نمونه�ای اتومبیل

منابع مͬ�گیرد، قرار استفاده مورد محصول آوردن بدست در که کالایی و مواد مͬ�نامند. محصول را

مͬ�شود. نامیده تولید

تولید را خروجͬ� ماکزیمم ورودی�ها از ترکیب هر برای که است تابعͬ : تولید تابع .٢.١ تعریف

کند.

چنین در مͬ�باشد، ممͺن غیر حتͬ و مشͺل بسیار کاری تولید تابع تخمین موارد اغلب در

: است پذیر امͺان صورت دو به تولید تابع تقریب مͬ�شود. محاسبه تولید تابع از تقریبی وضعیتͬ

پارامتری غیر روش�های -٢ پارامتری روش�های -١

سال تا حقیقت در و بوده متداول بسیار روش�های از تولید، تابع تقریب برای پارامتری روش�های

روش در�این مͬ�شد. استفاده پارامتری روش از نمود، پیشنهاد را پارامتری غیر روش فارل که ١٩۵٧

ریاضͬ، روش�های از استفاده با و مͬ�گیرند نظر در تولید تابع تخمین برای را تابع ͷی از خاصͬ شͺل

است. معروف منحنͬ برازش روش به روش، مͬ�نمایند.�این مشخص را تابع پارامترهای

مͬ�باشد. ͷپارامتری راه�های از ͬͺی -داگلاس" "کاب تابع از استفاده



٩ تعاریف ٢.١

: است چنین داگلاس" - "کاب تابع ی ساده صورت

Q = K٠L
αMβ

پارامترها β و α و K و بوده سرمایه) ) اولیه مواد M و کار نیروی L و خروجͬ Q آن در که

مͬ�باشند.

: است چنین داگلاس" - "کاب تابع کلͬ صورت

Q = x٠A
x١
١ Ax٢

٢ . . . Axn
n

بایستͬ که مͬ�باشند پارامترها x٠, x١, . . . xn و خروجͬ Q و ورودی�ها A١, A٢ . . . An آن در که

: باشد دست در زیر صورت به مشاهداتͬ مͬ�کنیم فرض منظور همین به گردند. مشخص

A = {(A١١, A١٢, . . . , A١n, Q١), . . . (Am١, Am٢, . . . , Amn, Q٢)}

: داریم تولید تابع تعریف به باتوجه

٠ ≤ di = (x٠A
x١
i١ . . . Axn

in ) − Qi

: یعنͬ باشد، di ≥ ٠ براینکه مشروط مͬ�باشد،
∑m

i=١ di کردن کمینه هدف

min
m∑

i=١

di (١.١)

s.t. di ≥ ٠ i = ١ . . . m

فرض پارامتری روش در �اینکه جمله از داشت، همراه به مشͺلاتͬ پارامتری روش�های از استفاده اما

شود تولید خروجͬ چند اگر پس مͬ�کند، تولید خروجͬ ͷی فقط ورودی چندین که است بر�این

حل مͬ�تواند چͽونه را منحنͬ مرکزی تمایل مشͺل روش �این کرد؟ برازش را منحنͬ مͬ�توان چͽونه

درجه (خطͬ، است، ورودی�ها و خروجͬ بین خاص صورت ͷی تولید، تابع شͺل یعنͬ�اینکه کند؟



١٠ تعاریف ٢.١

که طوری به دارند، مرکزی" "تمایل مͬ�آیند دست به صورت این به که منحنͬ�هایی تمام غیره). و دو

پارامترها نمودن مشخص در زیادی نقش مͬ�باشند، جامعه ممتازان واقع در که ”outlier” داده�های

داشت. نخواهند

سال تا نشد. پیدا برایشان پاسخͬ که بودند پارامتری روش اساسͬ مشͺلات جمله از مشͺلات، �این

تحلیل نمͬ�باشد. تولید تابع تخمین نیازمند روش این داد.� ارائه را پارامتری غیر روش فارل که ١٩۵٧

ارزیابی یͺدیͽر با مقایسه در را واحدها نسبی کارایی که است پارامتری غیر روشͬ داده�ها پوششͬ

و ورودی�ها تعداد در محدودیتͬ و نیست تولید تابع شͺل شناخت به نیازی ͷتکنی در�این مͬ�کند.

ندارد. وجود خروجͬ�ها

است واحدی ،DMU یا تصمیم�گیرنده� واحد ͷی از منظور : تصمیم�گیرنده واحد .٣.١ تعریف

کند. تولید را (y١, y٢, . . . , ys) خروجͬ بردار ،(x١, x٢, . . . , xm) ورودی بردار دریافت با که

مشابه عمل که واحدهایی از هستند عبارت : متجانس تصمیم�گیرنده�ی واحدهای .۴.١ تعریف

مͬ�کنند. تولید مشابه خروجͬ�های مشابه، ورودی�های دریافت با و دارند

است. کارکردن خوب معنͬ به عرف در که مͬ�باشد کارایی مفهوم بخش مهم�این مفاهیم از ͬͺی

کند. تولید را y خروجͬ ،x ورودی مصرف با که بͽیرید نظر در را واحدی : کارایی .۵.١ تعریف

: مͬ�کنیم تعریف

کارایی =
خروجͬ
ورودی

=
y

x

است. برقرار باشد خروجͬ ͷی و ورودی ͷی دارای تصمیم�گیرنده واحد که زمانͬ تعریف این

مصرف با ترتیب به n, . . . , ٢, ١ تصمیم�گیرنده واحدهای فرضکنیم : نسبی کارایی .۶.١ تعریف

نسبی کارایی اند. نموده تولید را (y١, . . . , yn) خروجͬ�های ، (x١, x٢, . . . , xn) ورودی�های

: است چنین مͬ�دهیم نشان REj با را آن که jام واحد



١١ تعاریف ٢.١

REj =

yj

xj

max yk

xk

١ ≤ k ≤ n

مقدار باشیم، داشته خروجͬ چندین و ورودی چندین تصمیم�گیرنده واحد n برای درحالیͺه

واحد همین توسط شده تولید rام خروجͬ مقدار و xij با DMUjرا توسط شده مصرف iام ورودی

با را ورودی�ها هزینه و U = (u١, . . . , us) بردار با را خروجͬ�ها قیمت و مͬ�دهیم نمایش yrj رابا

: مͬ�کنیم محاسبه زیر شͺل به را واحدjام کارایی آنگاه مͬ�دهیم، نشان V = (v١, . . . , vm)بردار

کارایی =

∑s
r=١ uryrj∑m
i=١ vixij

این که� است این V و U بردارهای مدیریتͬ تعبیر است. اقتصادی"معروف "کارایی به فوق کارایی

داشتن�این دست در با واقع در و مͬ�باشند خروجͬ�ها و ورودی�ها نسبی اهمیت�های ترتیب به بردارها

آوریم. دست به را کارایی مͬ�توانیم وزن�ها

با (j = ١, ٢, . . . , n) ،DMUj کنیم فرض مجازی: خروجͬ�های و ورودی�ها .٧.١ تعریف

مͬ�کند. تولید yjرا = (y١j, . . . , ysj) خروجͬ xjبردار = (x١j, . . . xmj) ورودی مصرف

: مͬ�کنیم تعریف چنین را مجازی ورودی

λ١x١ + · · · + λnxn =
n∑

j=١

λjxj

مͬ�کنیم: تعریف زیر شͺل به را مجازی خروجͬ مشابه طور به و

λ١y١ + · · · + λnyn =
n∑

j=١

λjyj



١٢ تعاریف ٢.١

مͬ�باشد. λj ≥ ٠ آن در که

باشد. مجازی آن خروجͬ یا ورودی که است تصمیم�گیرنده�ای واحد مجازی، تصمیم�گیرنده�ی واحد

مͬ�شوند: تعریف زیر صورت به (CCR مدل (در مجازی DMUهای تمام نتیجه در

A = {(x, y) | x =
n∑

j=١

λjxj, y =
n∑

j=١

λjyj, λj ≥ ٠}

: داریم α ≥ ٠ هر ازای به ,x)آنگاه y) ∈ A هر برای مͬ�کنیم فرض زیرا است مخروط ͷیA

(αx, αy) = (
∑

λ
′

jxj,
∑

λ
′

jy
′

j) ∈ A, λ′
j ≥ ٠

Xباشد، ̸= Y ،X ≥ Y اگر تنها و اگر است Y بردار بر Xغالب بردار : غالب بردار تعریف٨.١.

X بردار دیͽر عبارت به است. گردیده مغلوب X بردار وسیله به Y بردار گوییم صورت این در

مولفه ͷی برای حداقل نامساوی و باشد xj ≥ yj, (j = ١, ٢, . . . , n) اگر است Y بردار بر غالب

باشد. برقرار اکید طور به

: مͬ�پردازیم ͬͽغلب مفهوم از استفاده با نسبی کارایی از دیͽری تعریف بیان به حال

(−xj, yj) بردار اگر گویند نسبی" "کارای را yj خروجͬ و xj ورودی با DMUj .٩.١ تعریف

باشد. (x, y) ∈ A که کند غلبه (−x, y) بردار برهر

کننده�ی منعکس که مدت بلند است مفهومͬ مقیاس به بازده تولید: مقیاس به بازده .١٠.١ تعریف

است. ورودی�ها در افزایش ازای به خروجͬ در افزایش نسبت

که مͬ�گردد ملاحظه شود گرفته نظر در y = f(x) صورت به x و y رابطه�ی اگر (٢.١) شͺل در

.f(αx) < αf(x) ،α < ١ برای بالعکس بیشتر)و (سود f(αx) > αf(x) ،α > ١ برای



١٣ تعاریف ٢.١

ثابت مقیاس به بازده :١.١ شͺل

به بازده شͺل(١.١) در y = f(x) تولید تابع گویند گاه آن گردد تولید x اولیه�ی ماده�ی از y اگر

نزولͬ مقیاس به بازده (٣.١) شͺل در و صعودی مقیاس به بازده (٢.١) شͺل در ثابت، مقیاس

خروجͬ x ورودی اگر یعنͬ ندارد، بستگͬ مقیاس به تولید، (١.١) شͺل در دیͽر عبارت به دارد.

افزایش با (٢.١) شͺل در مͬ�کند. تولید (α > ٠) را αy خروجͬ αx ورودی آنگاه کند تولید را y

نسبت همان به تولید اولیه، ماده�ی بااقزایش (٣.١) شͺل در و مͬ�شود عاید بیشتر تولید اولیه، ماده�ی

نمͬ�شود. اضافه

صعودی مقیاس به بازده :٢.١ شͺل



١۴ تعاریف ٢.١

نزولͬ مقیاس به بازده :٣.١ شͺل

که خروجͬ�ها و ورودی�ها ترکیبات تمامͬ از مجموعه�ای تولید: امͺان مجموعه�ی .١١.١ تعریف

دیͽر عبارت به مͬ�دهد. نشان (ورودی) مختلف منابع ازای به را (خروجͬ) تولید مقادیر تمامͬ

مͬ�نامند. تولید امͺان مجموعه�ی را خروجͬ�ها و ورودی�ها از ممͺن ترکیبات تمامͬ

نمایش به (۴.١) شͺل در y خروجͬ ͷی و x ورودی ͷی برای که تولید تابع نمایش منحنͬ در

تولید امͺان مجموعه�ی ، طول�ها محور تا of تولید مرز منحنͬ بین مجموعه�ی به است شده گذاشته

مͬ�گویند. تولید امͺان عدم مجموعه منحنͬ بالا قسمت�های به و

ازای به محصول، واحد y٣ یا منبع واحد x١ ازای به محصول، واحد y١ تولید امͺان (۴.١) شͺل در

منبع x٢ ازای به محصول، واحد y٢ تولید امͺان که است صورتͬ در �این دارد، وجود منبع واحد x٣

منابع ازای به را تولیدات از مختلفͬ ترکیبات ، فوق شͺل دار سایه منطقه�ی در ترتیب، این به نیست.

(j = ١, . . . , n) برای (xj, yj) صورت به مشاهده n کنید فرض یافت. مͬ�توان محصولات و

که است بر�این فرض مͬ�کند. تولید را yj خروجͬ بردار ، xj ورودی بردار که داریم دست در

و ورودی بردارهای از مولفه ͷی حداقل یعنͬ باشند، yj ̸= ٠, yj ≥ ٠ و xj ̸= ٠, xj ≥ ٠

باشند. صفر مخالف و مثبت خروجͬ



١۵ تعاریف ٢.١

تولید امͺان عدم و تولید امͺان مجموعه�ی :۴.١ شͺل

T = {(x, y)|مͬ�کند تولید را y نامنفͬ خروجͬ بردار x نامنفͬ ورودی {بردار (٢.١)

ارزیابی تحت واحدهای عملͺرد به مربوط واقعͬ مشاهدات از متشͺل مجموعه�ای ترتیب، این به

دارای T تولید امͺان مجموعه�ی داریم. اختیار در است، فوق صورت به آن از خاصͬ ترکیب که

: است زیر موضوعه�ی اصول

(xj, yj) ∈ T j = ١, ٢, . . . , n : مشاهدات شمول اصل .١

: (CCR (مدل ثابت مقیاس به بازده یا اشعه کرانͬ بی اصل .٢

(λx, λy) ∈ T ،λ ≥ هر٠ ازای به آنگاه (x, y) ∈ T اگر

: امͺانپذیری اصل .٣

(x
′
, y

′
) ∈ T است، y′ ≤ y و x

′ ≥ x آن در که (x
′
, y

′
) هر ازای به آنگاه (x, y) ∈ T اگر

باشد.

: تحدب اصل .۴

،λ(x١, y١) + (١ − λ)(x٢, y٢) ∈ T آنگاه باشد، (x٢, y٢) ∈ T و (x١, y١) ∈ T اگر

٠ ≤ λ ≤ ١

: یابی درون کمینه اصل .۵



١۶ محور ورودی CCR مضربی مدل ٣.١

مͬ�کند. صدق ۴ تا ١ اصول در که است مجموعه�ای کوچ�ͷترین T

Tc = {(x, y)|x ≥
n∑

j=١

λjxj, y ≤
n∑

j=١

λjyj, λj ≥ ٠, j = ١, . . . , n}

مخروط ͷی Tc که گونه�ای به مͬ�گذرد، مبدا از که است مستقیمͬ خط مجموعه این مرز� که

"CCR مدل تولید امͺان "مجموعه�ی آن به که مͬ�باشد واحدها تمام برگیرنده�ی در که است محدب

�١٩٧٨این سال در که است شده برگرفته رودز۶ کوپر۵و چارنز۴، حروف اول از مدل نام�این مͬ�گویند.

به متغیر مقیاس به بازده از استفاده یعنͬ دوم، اصل در تغییر با دادند(شͺل(١.۵)). ارائه را مدل

اول حرف از مدل این نام که مͬ�آید دست به BCC نام به دیͽری مدل ثابت، مقیاس به بازده جای

مجموعه�ی است(شͺل(١.۶)). شده برگرفته کوپر و چارنز بنکر٧، های نام به دانشمند سه اسامͬ

: است زیر شͺل به مدل تولید�این امͺان

Tv = {(x, y)|x ≥
n∑

j=١

λjxj, y ≤
n∑

j=١

λjyj,

n∑
j=١

λj = ١, λj ≥ ٠, j = ١, . . . , n}

محور ورودی CCR مضربی مدل ٣.١

تقسیم " محور خروجͬ " و " محور ورودی " گروه دو به داده�ها پوششͬ تحلیل مدل�های کلͬ طور به

شد. خواهید آشنا مختلف مدل�های در مفهوم با�این ادامه در که [٣١] مͬ�شوند

واحد کارایی ارزیابی هدف، و است موجود واحد n کنید فرض ،CCR مضربی مدل ساختن برای

بردار مصرف با مذکور واحد که ،٠ ∈ j = {١, ٢, . . . , n} است، DMU٠ یا صفر بررسͬ تحت

مͬ�کند. تولید را y١٠, y٢٠, . . . , ys٠ خروجͬ� بردار x١٠, x٢٠, . . . , xm٠ ورودی

۴Charnes
۵ Cooper
۶Rodhes
٧Banker



١٧ محور ورودی CCR مضربی مدل ٣.١

CCR تولید امͺان مجموعه�ی :۵.١ شͺل

BCC تولید امͺان مجموعه�ی :۶.١ شͺل

و u١, . . . , us با را خروجͬ�ها) قیمت (یا خروجͬ�ها به شده داده تخصیص وزن�های که صورتͬ در

داده نشان v١, . . . , vm با ورودی�ها) خرید ی هزینه (یا ورودی�ها به شده داده تخصیص وزن�های

: گردد حداکثر باید زیر کسر آنگاه s∑شود،
r=١ uryr٠∑m
i=١ vixi٠

(٣.١)



١٨ محور ورودی CCR مضربی مدل ٣.١

داد: انجام باید واحد�ها سایر برای را روش این

max صفر واحد کارایی

s.t. واحدها تمام کارایی ≤ ١ (۴.١)

برای را مقادیر مساعدترین و ترین مناسب مساله جواب مͬ�باشند، وزن�ها فوق مساله�ی متغیر�های

زیر صورت به آن ریاضͬ مدل مͬ�کند. اندازه�گیری را آن کارایی و مͬ�دهد ارائه صفر واحد وزن�های

: مͬ�باشد

max

∑s
r=١ uryr٠∑m
i=١ vixi٠

s.t.

∑s
r=١ uryrj∑m
i=١ vixij

≤ ١ j = ١, . . . , n (۵.١)

ur, vi ≥ ٠

محدودیت�ها، کننده�ی بیان نسبت�های مقدار کوچͷباشد، خیلͬ vi بزرگو خیلͬ ur اگر فوق مدل� در

(کارایی نسبت�ها تمامͬ مشͺلͬ، چنین از جلوگیری برای شد. خواهند نامحدود و بزرگ نهایت بی

لازم مͬ�کنند. مدل وارد محدودیت عنوان به و مͬ�گیرند نظر در ͷی مساوی" یا "کوچͺتر را واحد�ها)

قرار مͬ�توان را k مانند دیͽری مثبت عدد هر ،ͷی عدد جای به محدودیت�ها در که است توضیح به

.[٣١] مͬ�شود سنجیده سطح به نسبت واحد�ها کارایی صورت در�این داد،

ارائه کوپر و چارنز توسط که روشͬ از خطͬ، برنامه�ریزی مدل ͷی به CCR نسبت مدل تبدیل برای

عبارت ͷی مقدار کردن حداکثر برای که است آن بر استدلال روش در�این مͬ�کنیم. استفاده شد

کسر صورت و شود گرفته نظر در ثابت" "عدد ͷی معادل را کسر مخرج که است کافͬ کسری،

مͬ�دهیم، قرار "ͷی" مساوی را زیر کسری برنامه�ریزی هدف تابع مخرج اساس بر�این گردد. حداکثر



١٩ CCR پوششͬ مدل ۴.١

مͬ�شود. تبدیل (٧.١) مدل به (۶.١) مدل نتیجه در

max

∑s
r=١ uryr٠∑m
i=١ vixi٠

s.t.

s∑
r=١

uryrj −
m∑

i=١

vixij ≤ ٠ j = ١, . . . , n (۶.١)

ur ≥ ٠ r = ١, ٢, . . . , s

vi ≥ ٠ i = ١, ٢, . . . , m

max
s∑

r=١

uryr٠

s.t.
s∑

r=١

uryrj −
m∑

i=١

vixij ≤ ٠ j = ١, . . . , n (٧.١)

m∑
i=١

vixi٠ = ١

ur ≥ ٠ r = ١, ٢, . . . , s

vi ≥ ٠ i = ١, ٢, . . . , m

به ناکارا واحد رساندن برای ورودی�ها کاهش درصدد که هستند مدل�هایی محور ورودی مدل�های

پوششͬ"، "مدل شد. خواهد درک پوششͬ مدل در روشنͬ به مفهوم این هستند. کارایی مرز روی

است. مضربی مدل ثانویه مدل

CCR پوششͬ مدل ۴.١

تعداد با ارتباط در تجربی رابطه�ی ͷی به داده�ها پوششͬ تحلیلͬ مدل ساخت در رودز و کوپر چارنز،

رسیدند: زیر صورت به خروجͬ�ها و ورودی�ها تعداد و ارزیابی مورد واحدهای

ارزیابی مورد واحد�های تعداد ≥ ٣× خروجͬ) تعداد + ورودی (تعداد



٢٠ CCR پوششͬ مدل ۴.١

مرز روی بر واحدها از زیادی تعداد که مͬ�شود موجب عمل در فوق رابطه�ی گیری کار به عدم

کاهش مدل ͷتفکی قدرت لذا گردند، ͷی کارایی امتیاز دارای دیͽر عبارت به یا و گیرند قرار کارا

مͬ�یابد.

به خطͬ برنامه�ریزی مدل ترتیب این به شود نوشته محدودیت ͷی باید واحد هر برای که آنجا از

حجم که آنجا از و است بیشتر متغیرهایش تعداد از آن محدودیت�های تعداد که آمد خواهد دست

مساله�ی حل لذا متغیر�ها، تا است محدودیت�ها تعداد به وابسته بیشتر سیمپلͺس، حل در عملیات

شد. خواهد کمتری عملیات حجم نیازمند فوق مدل ثانویه

متغیرهای و θ با ، ثانویه مساله�ی در
∑m

i=١ vixi٠ = ١ محدودیت با متناظر متغیر که صورتͬ در

مدل ثانویه�ی گردند، بیان λj با ،
∑s

r=١ uryrj −
∑m

i=١ vixij ≤ ٠ محدودیت�های با متناظر

بود: خواهد (٨.١) مدل صورت به (٧.١)

min θ

s.t.
n∑

j=١

λjxj ≤ θx٠ (٨.١)

n∑
j=١

λjyj ≥ y٠

λj ≥ ٠ j = ١, ٢, . . . , n

θ علامت در آزاد

شͺل به فوق مدل باشند، داشته ورودی m و خروجͬ s ͷهری که باشیم داشته واحد n تعداد اگر و

شد: خواهد زیر مدل


