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چیده

ی از استفاده با را سهموی معادله ی (RHS) راست سمت بازسازی معکوس مسأله
چنین م�باشد. مجهول زمان به راست سمت مقدار وابستگ م�گیریم. نظر در خاص حل
چنین حل برای گوناگون رویردهای م�باشد. آب و گرما انتقال مسائل نوع از ای مسأله
خاص روش ی ،غیرکلاسی مسأله این حل برای است. قرارگرفته بحث مورد ای مسأله

است.[١] شده کارگرفته به بردرینگ روش به شبیه
فضا در بعدی چند یا و بعدی ی سهموی معادلات برای است توانسته کل روش چنین

شود. استفاده
منبع سهموی، معکوس مساله ،جزئ مشتقات با دیفرانسیل کلیدی:معادلات کلمات

عددی حل پایداری، ،تفاضل طرح ،اضاف مشاهده گرمایی،

ث
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مقدمه

صنعت در (PDEs) جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات بالاخص دیفرانسیل، معادلات

کند. م ایفا سزایی به نقش فیزی پدیده�های سازی مدل در همچنین و

سال�های باشد.�در م پیچیده�ای کار اغلب (PDE) ی برای تحلیل جواب آوردن دست به

معکوس گرمایی هدایت مسائل برای جالبی کاربردهای به شدند موفق ریاضیدانان اخیر

مورد (PDEs) مسائل حل برای بالا دقت با عددی روشهای ابداع لذا کنند. پیدا دست

گرفت. قرار آنان توجه

است. داده انجام بسیاری تلاش�های متناه تفاضلات روش زمینه در ١ لیو پروفسور

نفوذی معادلات برای ضمن تفاضل طرح ی میلادی ٢٠٠٧ سال در ٢ چین پروفسور

نمودند. ارائه معکوس

بدخیم مسائل برایحل محاسبات ۴ وبیشچویچ پروفسور و ٣ ساماراس پروفسور همچنین،

دادند. انجام بعدی چند سهموی معادلات

از م�پردازیم.هدف مجهول منبع با سهموی معکوس مساله بررس به حاضر، پژوهش در

این باشد. م دما یا حرارت درجه تعیین همچنین و مجهول منبع تعیین مساله این حل

است: شده تنظیم زیر قرار به رساله

به بعدی فصل�های در که باشد م اولیه مفاهیم و تعاریف برخ معرف شامل اول فصل

پرداخته�ایم. طبیعت در سهموی مسائل کاربردهای بررس به دوم فصل در نیازمندیم. آن

حل به ،اضاف فوق کرانه�ای شرط و مناسب متغیر تغییر ی از استفاده با سوم فصل

اقدام صریح و محض ضمن کرانک-نیلسون، ضمن تفاضلات روش به مساله عددی

در نمود. مشاهده م�توان را مثال�هایی روش، همرایی و پایداری بررس برای و نموده�ایم

و شده داده توضیح خاص روش ی با سهموی معکوس مساله عددی حل چهارم، فصل

Liu١

China٢

Samarasky٣

Vabishchevich۴

د



ذ تصاویر لیست

را عددی نتایج مثال�ها، حل از پس است. شده ارائه عددی مثال چندین فصل انتهای در

است. [٢] و [١] مرجع دو از برگرفته نامه پایان این نمود. مشاهده م�توان

خسروی مریم

(س) الزهرا دانشاه

٩١ اسفند



١ فصل

پیش�نیاز

پیشفتار ١.١

است. نیاز مورد بعدی فصل�های در که م�پردازیم مفاهیم و تعاریف ارائه به فصل این در

جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات ٢.١

که م�شود اطلاق معادلات از دسته�ای به ،(PDE)جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات

نسبت توابع جزئ مشتق همراه به مستقل متغیر چند حسب بر مجهول توابع آنها، در

گوناگون مسائل با ارتباط در معادلات از دسته این باشند. داشته شرکت متغیرها آن به

بستگ مستقل متغیر چند یا دو به توابع این که م�باشند توابع شامل که هندس و فیزی

معمول دیفرانسیل معادلات با م�توان را فیزی مسائل از بسیاری م�شوند. مطرح دارد،

دینا- (مانند جامدات و مانیسیالات مسائل از زیادی تعداد درحال�که نمود، مدلسازی

دیر و کوانتوم انیم و الترومغناطیس نظریه حرارت، انتقال الاستیسیته)، ،می

معادلاتدیفرانسیل کاربرد م�شوند. منجر جزئ دیفرانسیل معادلات به فیزی شاخه�های

م�باشد. بیشتر معمول دیفرانسیل معادلات با مقایسه در جزئ

جزئ مشتقات با معادلات از بنیادی مفاهیم ١.٢.١

: صورت به تابع که U وابسته متغیر و y و x مستقل متغیرهای

U = U(x, y), (١.١)



٢ پیش�نیاز .١ فصل

است: زیر صورت به ًمعمولا جزئ مشتقات نمایش م�گیریم. نظر در م�باشد،

Ux =
∂U

∂x
, Uy =

∂U

∂y
,

Ux۲ = Uxx =
∂۲U

∂x۲
=

∂

∂x
(
∂U

∂x
),

Uxy =
∂۲U

∂x∂y
=

∂

∂x
(
∂U

∂y
).

زیر صورت به را دوم مرتبه PDE نمایش ی (١.١) رابطه و اخیر روابط کارگیری به با

:[٧] داریم

f(x, y, U, Ux, Uy, Uxx, Uyy, Uxy) = ۰,

با کمیت�های از ی حداقل و است شده داده نشان کمیت�های با تابع ی f آن در که

در را زیر جزئ مشتقات با معادلات مثال، عنوان به دارد. وجود آن در جزئ مشتقات

م�گیریم: نظر

Uxx + Uyy = ۰, الف)

Ux = U + x۲ + y۲, ب)

Uxxx = Uyy + U۲, ج)

(Ux)
۲ + (Uy)

۲ = eU . د)

م�شود تعیین معادله آن در مشتق بالاترین مرتبه�ی توسط جزئ مشتق با معادله ی مرتبه

است، معادله مرتبه قسمت توان بزرگترین جزئ مشتق با معادله ی درجه همچنین و

مذکور، معادلات در ًمثلا باشند. نمایش قابل چندجمله�ای ی صورت به که شرط به

دوم مرتبه از (الف) معادله و سوم مرتبه از (ج) معادله ،ی مرتبه از (د) و (ب) معادله�ی

آن مرتبه باشند، شده مرتبط هم به جزئ مشتقات با معادله چندین که هنگام است.

م�آید. دست به معادله ی در معادلات، همه ترکیب توسط

از تنها معادلات از ی هر اگر�چه است، دوم مرتبه از زیر معادلات سیستم مثال، برای

هستند: اول مرتبه

Ux + Vy = Uz,

U =Wx,
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V =Wy,

داد: نمایش زیر صورت به م�توان را بالا معادلات

Wxx +Wyy =Wxz,

م�باشد. ٢ مرتبه از اخیر معادله که است واضح

جزئ مشتقات با معادلات انواع ٢.٢.١

است: زیر قرار به آنها از برخ که است مختلف انواع در جزئ مشتقات با معادلات

خط جزئ مشتقات با معادلات .١

شبه�خط جزئ مشتقات با معادلات .٢

غیرخط جزئ مشتقات با معادلات .٣

اول مرتبه معادله�ی در مثلا است. برخوردار خاص اهمیت از دیفرانسیل معادلات نوع

a(.)Ux + b(.)Uy = c(.)U + f(x, y),

توابع یا ثابت ضرائب اگر م�شود. برقرار c(.) ، b(.) ، a(.) ضریب توسط بودن خط

مشتقات با معادله ،((.)=(x ، y) شل به یعن) باشند، y ، x مستقل متغیرهای از تنها

،((.)=(x ، y ، U) شل به یعن) وابسته، متغیرهای از توابع اگرضرائب است. خط جزئ

م�باشد.[٢٩] غیرخط صورت، این غیر در است، شبه�خط مشتقاتجزئ با باشند،معادله

[٢٨]و[٧] م�شوند: طبقه�بندی زیر صورت به جزئ مشتقات با معادلات مثلا

Ux + ۲Uy = ۰, (خط)

Ux + UUy = x۲, (شبه�خط)

Ux + (Uy)
۲ = ۰, (غیر�خط)

داشته بستگ nام مرتبه جزئ مشتقات به nام مرتبه معادله ی ضرائب وقت ًمعمولا

است، n>m آن در که ام، m مرتبه مشتقات به وقت و گویند غیرخط را معادله باشد،
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اینکه به نظر هستند. مهم خصوصیات این است. شبه�خط معادله باشد، داشته بستگ

به جزئ مشتقات با معادلات بودن خط شبه وقت بودن، خط تحلیل خواص از بسیاری

به بایست غیرخط جزئ مشتقات با معادله هر و شده�اند شناخته کل قاعده ی عنوان

گیرد. قرار بررس مورد بفردی منحصر طور

م�شود: نوشته زیر صورت به جزئ مشتقات با معادله ی تحلیل جواب

U = U(x, y),

را همانندی ی گیرد، قرار جزئ مشتقات با معادله در وقت که دارد تابع بر دلالت که

باشند. موجود نیاز مورد جزئ مشتقات اینکه بر مشروط نماید، ایجاب

و اولیه شرایط که است ضروری م�شود، بحث PDE ی جواب مورد در که هنگام البته

آوریم. دست به را مناسبی کم کرانه�ای

م�شود:[٧] توصیف زیر مساله توسط میله ی از متناه طول در حرارت توزیع مثال، برای

Ut = Uxx; t > ۰, ۰ < x < ۱, (PDE)

U(x, ۰) = f(x); ۰ < x < ۱, ( اولیه (شرط

U(۰, t) = ϕ(t); t > ۰, ( کرانه�ای (شرط

U(۱, t) = χ(t); t > ۰, ( کرانه�ای (شرط

به منجر توابع چنین ی ًمعمولا است. معلوم و پیوسته توابع χ و ϕ ، f توابع آن در که

م�شود.[٨] خیم خوش مساله

تغییرات ورودی، داده�های در کوچ اختلافات برای که است گونه�ای به خیم خوش مساله

م�آید. وجود به جواب در کوچ

قرارم�دهیم. مقایسه مورد را (ODE) معمول دیفرانسیل خصوصیاتجوابمعادلات حال،

صورت: به اول مرتبه معمول دیفرانسیل معادله ی کل شل

dU

dx
= f(x,U),
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دیفرانسیل معادله ی در است. U و x های کمیت با معلوم تابع ی f آن در که م�باشد

یخصوصیت مقابل در مشخصم�کند؛ را dU
dx

از یتایی مقدار ،(x,U) ویژگی معمول

برقرار Uy و Ux بین ارتباط ی تنها اول مرتبه جزئ مشتقات با معادله ی در (x, y, U)

نم�کند. تعیین یتا طور به را ی هر اما م�کند

روی مماس خط ی و نقطه ی جواب دوم، مرتبه معمول دیفرانسیل معادله ی در

یا سطح نقطه، مفاهیم ترتیب، همین به م�کند. مشخص را سطح ی در جواب منحن

مماس سطح و بعدی سه فضای ،منحن به ،معمول دیفرانسیل معادله برای مماس خط

م�یابند. تعمیم جزئ مشتقات با معادله برای

دو فضای در جواب منحن�های ،معمول دیفرانسیل معادله ی برای دیر، عبارت به

در جواب سطوح جزئ مشتقات با معادله ی در که حال در م�گذرند، نقطه ی از بعدی

نتیجه�ی تفاوت�ها این البته که دارند نیاز خط یا منحن ی از گذشتن به بعدی سه فضای

م�باشد. ODE به نسبت PDE در وابسته متغیرهای تعداد در افزایش مستقیم

دوم مرتبه جزئ مشتقات با معادلات ٣.٢.١

صورت: به که مستقل، متغیر دو با دوم مرتبه جزئ مشتقات با معادله

a(.)Uxx + ۲b(.)Uxy + c(.)Uyy + d(.)Ux + e(.)Uy + f(.)U + g(.) = ۰,

b(.) ، a(.) ضرائب و g(.) یعن معادله ناهمن قسمت هرگاه گویند خط را م�شود نوشته

است غیرخط و باشند؛ y و x متغیرهای از تنها توابع یا ثابت f(.) (.)eو ، d(.) ، c(.) ،

نیفتد. اتفاق قبل حالت دو از ی هیچ چنانچه

زیر صورت به هستند مشهور که دوم مرتبه جزئ مشتقات با معادلات پایه�ای مثال�های

م�باشند:

Uxx +Uyy = ۰, بعدی) دو لاپلاس (معادله

Uxx +Uyy = f(x, y), ( پوآسن (معادله

Ut = Uxx, ( بعدی ی گرمای جریان یا انتشار (معادله
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Ut = Uxx+Uyy, ( بعدی دو گرمای جریان یا انتشار (معادله

Ux+UUy = Uyy, ( برگر (معادله

Utt = Uxx, ( ارتعاش یا موج (معادله

کرانه�ای و اولیه شرایط ٣.١

شرایط از مجموعه�ای به ،جزئ دیفرانسیل معادله�ی ی یتای جواب آوردن دست به برای

بندی تقسیم کرانه�ای شرایط و اولیه شرایط عنوان به شده یاد شرایط است. نیاز ممل

م�شوند:

که حال در است، اولیه حالت ی در وابسته متغیر مقدار بودن معلوم معن به اولیه شرایط

کرانه�های در آن مشتقات یا و وابسته متغیر مقدار بودن معلوم معن به کرانه�ای، شرایط

است. جزئ دیفرانسیل معادله�ی حل قلمرو

: از اند عبارت کرانه�ای شرایط

باشد مشخصشده کرانه�ها روی بر وابسته متغیر مقدار اگر :١ دیریله کرانه�ای ١-شرایط

. م�نامند دیریله کرانه�ای شرایط را آن

شرط را آن باشد معلوم کرانه�ها در وابسته متغیر مشتق اگر :٢ نیومن کرانه�ای ٢-شرایط

م�گویند. نیومن کرانه�ای

دامنه کران از بخش در تابع مقدار کرانه�ای، شرط نوع این در :٣ روبین کرانه�ای شرط -٣

م�باشد. مشخص دامنه کران از دیر بخش در تابع مشتق مقدار و

تابع مشتق و تابع از خط ترکیب کرانه�ای، شرط نوع این در : آمیخته کرانه�ای ۴-شرایط

م�باشد. معلوم دامنه کران روی

این در شود، اتخاذ مان متغیر t جای به اولیه، شرط در اگر : کوش کرانه�ای ۵-شرط

Dirikle١

Neuman٢

Rubin٣
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گویند. کوش نوع از کرانه�ای شرایط را شرایط آن صورت

اولیه مقدار مسائل ۴.١

اقتصاد کنترل، تئوری برق، مهندس سازی، شبیه در فیزی پدیده ی ریاض بندی فرمول

مانند: اولیه مقدار مساله ی به ًمعمولا آن، نظایر و

 y
′
= f(x, y),

y(۰) = y۰,

مقدار مسائل فیزی نمونه�های از م�باشد. معلوم y۰ مقدار و f آن در که م�شود منجر

سیستم�های در جابجایی تنش، انتشار مایع، ی در فشار های موج تکثیر به م�توان اولیه

نمود.[٢٩] اشاره خودجوش تنش�های توسعه و حرارت انتشار کشسان،

کرانه�ای مقادیر با مسائل ۵.١

صورت: به کرانه�ای مقدار مساله ی


y
′′
= f(x, y, y

′
),

y(a) = α,

y(b) = β,

مهندس در مسائل از نوع این م�باشد. معلوم β و α مقادیر و f تابع آن در که م�باشد

مستطیل مقطع با تیرآهن یا میله ی خمیدگ به مربوط ،انیم و ساختمان و راه سازه�ها،

مقدار مسائل دیر فیزی نمونه�های از بیفتد. اتفاق م�تواند ینواخت بار تحت شل

در تعادل تنش�های حرارت، ینواخت توزیع چسبنده، ینواخت جریان م�توان کرانه�ای

برد.[٢٩] نام را ولتاژ متعادل توزیع کشسان ساختمان


