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  1فصل
  مفاهیم پایه

  
  

  .تمام حلقه ها جابجایی و یکدار و مدول ها یکانی می باشند ،رسالهدر سراسر این 
که در  هاي یک حلقه را تشکیل می دهند دو دسته مهم از ایده آل ،هاي ماکسیمال و اول ایده آل

ایده آل در این بخش ملاحظه خواهیم کرد که هر  .بخش یک معرفی و مورد بررسی قرار می گیرند
ها روي یک حلقه  مدول. ولی عکس این مطلب درست نیست .ماکسیمال یک آیده آل اول است

  ، بعد از معرفی مدول و همریختی، چند مدول در بخش دو. می باشند تعمیمی از گروههاي آبلی
خارجی بخش دو و چهار توجه ما به ساختاردر . معرفی می کنیم را هاي ساده مدول از قبیلابتدایی 
 ،هاي آزاد می باشند فضا هاي برداري که حالت خاصی از مدو ل. هاست تا ساختار داخلی آنها مدول

 Aبه ازاي هر مدول. دنکاربرد هاي گستردهاي داشته و در بخش سه به طور جامع بررسی می شو
JAن و یک دنباله کامل چو Jیک مدول انژکتیو مانند دیگر، به عبارت  .وجود دارند 0→→

به   ها، در بخش چهار به دلیل اهمیت این مدول. هرمدول را می توان در یک مدول انژکتیو نشاند
آرتینی و نوتري  يها سی مربوط به حلقه ها و مدولانکات اس ،در بخش پنج. بررسی آنها می پردازیم

با توجه به ساخت . ، به طور خلاصه می آوریمآینده لازم می شوندهاي  را که در این فصل و فصل
حلقه خارج قسمتی نیز به همین نحو از  یک یک  حلقه اعداد صحیح،از  آشناي میدان اعداد گویا
به حلقه هاي خارجی قسمتی و موضعی سازي و مدول کسري  ،در بخش شش. حلقه ساخته می شود

این رده، بطور  .سی می کنیمربر، دامنه هاي ددکیند را تدر بخش هف .می پردازیم و خواص آنها
 از تعریف دامنه. رار دارد، بین رده دامنه ایده آل هاي اصلی و رده دامنه صحیح نوتري قمحض

ست آوردن سایر ده براي اثبات این امر و ب .ند، نوتري استروشن نیست که هر دامنه ددکیددکیند، 
   .ل هاي کسري را نیز در این بخش می آوریم، مفهوم ایده آخواص دامنه ددکیند
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  اول  یمال وسماک  هاي لآایده   1- 1
   

JIکه اگر یادآوري می کنیم نشان داده و  IJرا باIو Jضرب حاصل ،دنباش Rحلقه هاي ایده آل ,
} با برابر است }JyIxyx ii

n

i ii ∈∈∑ =
,:

1
      ضرب حاصل همچنین به راحتی می توان دید که. 

)یعنی  ایده آل ها خاصیت شرکت پذیري دارند ) ( )321321 IIIIII  جابجایی است Rچون حلقه و =
1221لذا IIII 2121به علاوه همیشه داریم و = IIII  ؟اما تساوي چه زمانی صورت می گیرد .⊇∩

نسبت به هم اول  ،1Iو2Iاین است که ،شودهایی که تساوي برقرار می  به عنوان مثال یکی از حالت
RIIیعنی ،باشند =+    ،زیرا .21

( ) ( )( ) ( ) ( ) 2122112121212121 IIIIIIIIIIIIRIIII ⊆∩+∩=+∩=∩=∩.  
  

   یمال است اگر سل ماکآیک ایده  Rاز Mلآایده . یک حلقه باشدRفرض کنیم  1-1- 1 تعریف
RM MNنگاهآباشد،  Mامل ش Rل آیک ایده  Nو اگر ≠ RNیا= =.   
  

  .ل غیر بدیهی نداشته باشدآ اگر هیچ ایده ،یک حلقه ي ساده است Rحلقه  2-1- 1 تعریف
  

 Rیک میدان است اگر و فقط اگر  Rن صورت در ای. یک حلقه باشد Rفرض کنیم  3- 1-1 نتیجه
  .یک حلقه ي ساده باشد

  
  .با استفاده از تعریف بالا اثبات بدیهی است: اثبات

  
RIباشد به طوري کهRل آیک ایده  Iیک حلقه و Rفرض کنیم  4-1- 1 قضیه در این . ≠

است اگر و فقط اگر  Rیمالسل ماکآیک ایده  Iصورت
I
R یک میدان باشد.  
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از این که بین ایده آل هاي .باشد Rیک ایده آل ماکسیمال از حلقه Iفرض کنیم: اثبات
I
R و      

هايآل  لذا تنها ایده  ،، تناظر یک به یکی برقرار استندسته I که شامل Rایده آل هاي
I
R،  صفر و

خود
I
R بنا براین. است

I
R اگر برعکس،  .یک میدان است

I
R میدان باشد و یکJ یک ایده آلR                         

JIبه طوري که در این صورت ،⊇
I
J یک ایده آل

I
R بنا بر این .استRJ IJیا =  Iالذ. =

Rماکسیمال ایده آل  یک   . است 
  

RPلآایده   5-1-1تعریف  Rbaاگر براي هر  ،ل اول استآیک ایده  Rاز حلقه  ≠ داشته  که ,∋
Pab :باشیم Paآنگاه  ،∋ Pb یا ∋ ∈ .  

   

تنها اگر اول است اگر و Rاز حلقه Pایده آل  6-1- 1 قضیه
P
R یک حوزه صحیح باشد.  

   
)باشد و Rیک ایده آل اول  Pفرض کنیم: اثبات )( ) PPyPx Ryxکه ++= بنابراین . ,∋

PPxy Pxy، لذا+= Pxو بنابر فرض ∋ Pyیا  ∋ PPxکه این نتیجه می دهد ∋ =+ 

PPyیا عکس، فرض کنید بر .+=
P
R و باشد حوزه صحیح یکPxy   :بنابراین داریم .∋

 Py PxPPyیا∋ )یا +=⇒∋ )( ) PPxPPyPxPPxy =+⇒=++⇒=+  
  

  یک ،Rاز m یمالسل ماکآ در این صورت هر ایده .یک حلقه باشد Rکنیم فرض  7-1-1قضیه 
  . ل اول استآایده 

                                                                                                                  

از این که: اثبات
m
R بنابراین و حوزه صحیح می باشد یک لذا ،استمیدان  یکm  یک ایده آل اول

R است.  
  

ایده آل صفر در حلقه اعداد  ،به عنوان مثالا یرز. قرار نیستعکس قضیه فوق همواره بر: تذکر
   .اول است ولی ماکسیمال نیست Zصحیح
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}اگر مجموعه  8-1- 1 قضیه }IP ∈αα Iباشد، آنگاه Rیک زنجیر از ایده آل هاي اول حلقه  :
I

P
∈α

α 
Uو

I

P
∈α

α  ایده آل هاي اول حلقهR می باشند.  
  

  .واضح است: اثبات
  
به ازاي هر ضربی است مشروط بر اینکه  Rاز حلقه  Sزیر مجموعه ناتهی  9- 1-1تعریف  

Sba Sabداشته باشیم ,∋ ∈.  
  

RIلایده آ  10-1- 1 قضیه IRراول است اگر و فقط اگ Rدر حلقه  ≠ مجموعه ضربی  یک −
   .باشد

  
IRاست که حواض ،یک ایده آل اول است Iفرض کنید: اثبات IRxاگر .1∋− IRyو ∋− −∈ 
IRxyآنگاه  ،باشد Ixy ،در غیر این صورتچون  ∋−      است، لذا  Rاو لآل  یک ایده Iو ∋

Ix Iyیا  ∋   .خلاف فرض استکه  ∋
IRعکس، فرض کنیدبر Ixyو  باشد موعه ي بسته ي ضربیجیک زیر م − Ryxکه ∋ باید  .,∋

Ixنشان دهیم که Iyیا ∋ Iyاگر  .∋ Ixو  ∌ IRون ، آنگاه چ∌ به ضرب بسته نسبت  −
IRxyلذا  است،    .اول است Iبنابراین .که این خلاف فرض است ∋−

  
R یک زیرمجموعه بسته ضربی S و Rحلقه  از یک ایده آل Iکنیدفرض   11-1- 1 قضیه  باشد 

                                                                         در این صورت مجموعه .φ=∩SIکه به طوري 
}J یک ایده آل حلقهRاست { ,,: φ=⊆= SJJIJT I                                                                                                                             

  .داراي حداقل یک عضو ماکسیمال است شمولهمراه با رابطه ترتیب جزئی 
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TIاز اینکه: اثبات  دهیم قرار باشد و Tاعضاي یک زنجیر از Kهمچنین اگر. φ≠Tلذا ∋
U Ka

aa
∈

′∩=φ نیز است و Rحلقه از آل یک ایده ′K، a آنگاه با توجه به زنجیر بودن ،′= Sa 
aIو  Taبنابراین .⊇′ Kaبراي هر و ′∋ aaداریم ∋  .تاس Tدرداراي کران بالا  Kبنابراین. ⊇′

یکی از عضو هاي  Pکنید حال فرض .کسیمال استما داراي حداقل یک عضو Tلذا طبق لم زرن
∩=φاز اینکه ،باشد Tماکسیمال SP بنابراین RP ≠.  

    
     در واقع هر .یمال وجود داردسهاي ماک لهمواره ایده آ ،Rي نا صفر در حلقه   12-1-1 نتیجه 

  . یمال استسل ماکآمشمول یک ایده ) Rجز خود ( Rل درآایده 
   

}قرار دهید :اثبات }RS Rحلقهبسته ضربی  یک زیرمجموعه Sاز اینکه ،=1 ∩=φاست و   IS 
RIکه درآن   Rایده آل ماکسیمالی از حلقه 11-1-1 لذا بنا به قضیه  است، Rیک ایده آل دلخواه  ≠
   .است Iکه شامل طوريه دارد ب وجود

  
  
    ، همریختی ها مدول ها 2- 1
  

گروههاي آبلی، . ها را بررسی می کنیم نی مدولیکی از مهمترین ساختارهاي جبري، یع بخش در این
ها جاي دارند،  جبري آشنا هستند، همگی در قالب مدول هايفضاهاي برداري و حلقه ها که ساختار

  .ختار مدولی دارندیعنی در واقع سا
  

Aaهرهرگاه به ازاي  ،مدول یکانی گوییم - Rرا یک Aمدول  1-2-1 تعریف ∈، aaR =1.  
  

 Aزیر مجموعه اي نا تهی از  Bمدول و -Rیک Aیک حلقه،  Rفرض کنیم  2-2- 1 تعریف
به ازاي  وبوده  Aیک زیر گروه جمعی Bاست  مشروط بر اینکه Aیک زیر مدول  B. باشد
Bbهر Rr و هر ∋ ∈ ،Brb ∈.  

  .هستند Rهمان ایده آل هاي  ،مدول -Rبه عنوان یک  Rزیر مدول هاي حلقه ي
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  :مدول ارائه می کنیم یک دن زیر مجموعه اي ناتهی ازمحکی را براي تشخیص زیر مدول بو 
   

Mفرض کنیم  3-2-1)محک فشرده (نتیجه  M زیر مجموعه اي ناتهی از Nمدول و - R یک 
r ،Nyxمثل Rهر عضو از  و ,yx مثل Nاگر به ازاي هر دو عضو از  .باشد Nrxو  +∋ ∈  ،

  .است Mزیر مدول یک Nنگاهآ
  

با توجه به شرط هاي  .Mي ناتهی از زیر مجموعه یک Nگروهی آبلی است و Mدانیم می  :اثبات
yx, ،Nyxمثل Nقضیه، نتیجه می گیریم که به ازاي هر دو عضو از  گروهی آبلی  Nپس .−∋

r ،Nrxمثل Rو هر عضو از  xمثل Nبه ازاي هر عضو از همچنین، با توجه به اینکه. است ∈ ،
   .است Mروهیک زیر گ Nنتیجه می گیریم که

  
  آنگاه  ،باشد Rل ازآیک ایده  Iو Mمدول -Rمجموعه از  زیر یک φ≠S هر گاه  :مثال









∈∈∈= ∑
=

NnSsIrsrIS
n

i
ii ,,:

1

  .است Mیک زیر مدول 

  
آنگاه تناظر یک به  ،باشد A مدول - Rزیر مدولی از Bیک حلقه بوده و Rهر گاه  4-2- 1 قضیه

   BAمجموعه ي تمام زیر مدول هاي وBشامل ،A یکی بین مجموعه ي تمام زیر مدول هاي
BCCوجود دارد که با  a از این رو هر زیر مدول . داده می شودBA به شکلBC  
  .می باشد Bشامل Aاز  زیر مدولی Cاست، که در آن 

  
  .] 4-1-10 قضیه ،2[رجوع کنید به  :اثبات

  
)با نماد را Mدراین صورت پوچساز .مدول باشد -Rیک  Mفرض کنیم  5-2- 1 تعریف )Mann  

)به ازاي هر { نشان داده و برابر است با ) { M mrmRrMann ∈=∈= 0:.  
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) اگر .باشد Rل درآیک ایده  Iمدول و -Rیک  Mفرض کنیم  6-2-1 تذکر  )MannI در  ،⊇

Mورتاین ص  یک را می توان به عنوان 
I
R - اینکه همچنین از .مدول در نظر گرفت 







⊆

IM
MannI،  لذا می توانR-  مدول








IM
M را به عنوان

I
R- مدول نیز در نظر گرفت.  

  
باشد  Mزیرمدول یک  L و Rل در آیک ایده  I ،مدول -Rیک  Mفرض کنیم   7- 2-1 تذکر

LIMبه طوري که  یک LMت در این صور .⊇
I
R- مدول است.  

  
باشد، آنگاه اشتراك تمام   Rروي حلقه ي A زیر مجموعه اي از مدول Xهر گاه  8- 2-1 تعریف 

                                           .نام دارد X، زیر مدول تولید شده به وسیله ي Xشامل  Aزیرمدول هاي
  

AXمدول باشد و  - Rیک  Aاگر  9- 2-1نتیجه  ⊆≠φآنگاه ،A تولیدشده توسط زیر مدول                     
X  اگر و فقط اگر هر عنصراستA مانند تر کیب خطی  یک را بتوان به صورت
nn xrxr ++L11 که Xxi Rriو ∋   .بیان کرد ،∋
  

    ، گوییم باشد Xتولیدشده توسط مدول Bمتناهی بوده و  یک مجموعه ي  Xاگر  10-2-1تعریف 
B هر گاه  .متناهی مولد استX به  ید شدهفقط از یک عنصر تشکیل شده باشد، زیر مدول تول

  .را زیر مدول دوري گوییم Xوسیله ي 
    

مولدي ي  مجموعه Mدراین صورت .باشد مدول -Rیک  Mیک حلقه و Rفرض کنیم  : مثال
} ،زیرا .مدول، دوري است - R به عنوان R همچنین، .است Mبراي }RrrR ∈= :1.    

                              
آنگاه زیر ، باشد Aمدول -Rخانواده اي از زیر مدول هاي}  Ii∈:iB{هرگاه   11-2- 1 تعریف

Uمدول تولید شده توسط
Ii

iBX
∈

∑می نامیم و با نماد ها  iBمجموع  را =
∈Ii

iB می دهیم نشان.  
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 :داریم استفاده از نمادهاي تعریف فوق، با  12-2-1 تذکر 
{ }NnnkBbbbB

kkn iiii
Ii

i ∈≤≤∈++=∑
∈

,1,:
1

L.  
  
BAfتابع ، مدول باشند -R دو Bو Aهر گاه   13- 2-1 تعریف     همریختی -Rیکرا  :→

  :زیر برقرار باشدشرط  می نامیم، هرگاه دو  
Ayxربراي ه) یک(   ∈,، ( ) ( ) ( )yfxfyxf +=+، 

Axبراي هر )  دو(   Rrهر  و ∋ ∈، ( ) ( )xrfrxf = .  
  
Myx و مدول باشد -Rیک  Mفرض کنیم   :مثال MRx شت ین صورت نگادرا .,∋ →:φ  

)داده شده با  ) ryrx =φ،   به ازاي هرRr )هرگاه ،است ـ همریختیRیک ،∋ ) ( )yannxann ⊆.  
  

SR حلقه بوده و Sو Rفرض کنیم   14-2-1 تعریف →:φ یک همریختی حلقه ها باشد.  
) را می توان با تعریف کردن Aمدول  -Sدر این صورت  )xrrx φ=به ازاي هر ، Ax و هر ∋

Rr    .بدل کرد ،مدول - R، به یک ∋
  

BAfمدول و -Rدو Aو Bیک حلقه، Rهر گاه  15-2- 1 قضیه    همریختی -Rیک :→
fباشد، آنگاه 

f
A Im

ker
≅.  

  
f :اثبات

f
Af Im

ker
: )با ضابطه ي  → ) ( )affaf =+ ker  به ازاي هرAa                       یک ∋

R- پس  .به سهولت می توان دید که یک به یک و پوشا نیز می باشد و همریختی است
f

f
A Im

ker
≅.  
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  .معرفی می کنیم را یابتدائ ل مدو چند پایان، در
  

هرگاه  یم،را ساده گوی Mمدول نا صفر -Rآنگاه .یک حلقه باشد Rفرض کنید   16-2-1  تعریف
  .زیرمدول غیر بدیهی نداشته باشد

  
  .فر استنا ص هر مدول ساده،  :1تبصره

  
  .هر مدول ساده، دوري است  :2تبصره

  
Aaبه ازاي هر .مدول ساده باشد -Rیک Aفرض کنیم :اثبات ∈≠0،Ra یک زیر مدول ناصفرA 

ARaمدول ساده است داریم -Rیک Aمی باشد و لذا با توجه به اینکه = .  
مدول دوري، ساده  -Rیعنی، هر. توجه کنید که عکس تبصره فوق در حالت کلی درست نیست

  .مدول، دوري است ولی ساده نیست -Zبه عنوان 6Zبه عنوان مثال،. نیست
  

که  Jلآیک ایده آل مینیمال است، اگر به ازاي هر ایده  Rاز حلقه ي I≠0گوییم ایده آل :تبصره
IJ ⊆⊆0،0=J IJیا   =.    
  
مدول  - Rیک ،Iاست اگر و فقط اگر ایده آل ناصفر Rاز حلقه ي یک ایده آل مینیمال I≠0 :مثال

  . ساده باشد
  

در این صورت  .باشد Rروي حلقه ي A اي از مدول زیر مجموعه Bفرض کنیم  17-2- 1 قضیه
)به ازاي هر {  ) { B brbRrBann ∈=∈=   .است Rل آیک ایده  :0
  

  .] 4-1-9قضیه  ،2[رجوع کنید به  :اثبات
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)،Bمدول -Rاز bعنصر به ازاي هر  :1تبصره ) ( ) ( ) ( )bannBannRbannbann ⊆= ,.   
       

)مدول ساده باشد، در این صورت ایده آل  -Rیک  Bاگر   :2تبصره )Bann   یک ایده آل
  .است Rیمال درسماک
  

Aaبه ازاي هر .باشد مدول - Rیک  Aفرض کنید  :3تبصره ∈،Ra  و
)(aann

R یکریختند.  
  

        ساده است A در این صورت .باشد Rمدولی روي حلقه ي Aفرض کنیم  18-2- 1 قضیه

Aفقط اگر واگر  مدول - Rبا  
M
R یکریخت باشد، که در آنM از یمالسیک ایده آل ماکR است.   

  
Aaبه ازاي هر  است، دراین صورت Rروي حلقه ي مدولی ساده Aفرض کنیم: اثبات ∈≠0 

( )aann
RRaA )که بوضوح  =≅ )aann از آل ماکسیمال یک ایدهR است.  

  .یهی استبد، عکسر ب
  

)وفادار است اگر Mمدول -R 19-2- 1 تعریف ) 0=Mann.  
  

Aaبوده و به ازاي هر  Rیک مدول روي دامنه صحیح  Aفرض کنیم   20-2- 1 قضیه ∈،  
}0: =∈ raRr{=)(aann. در این صورت :  
)(0{  )یک( ≠aann:Aa ∈ {=tA زیر مدولی از A است .  

Rpیک دامنه ایده آل اصلی و  Rبه علاوه، اگر   ، در این صورت اول باشد ∋
ap=0هر گاه  )دو( i برايNi =〉〈نگاه ، آ∋ jpaann ijکه  به طوري )( ≤≤0.  
=〉〈هر گاه  )سه( jpaann Njبراي )( jiکه  به طوري iنگاه به ازاي هرآ ،∋ <≤0، 0≠ap i .  
  

  .] 4-6 -4قضیه  ،2[رجوع کنید به  :اثبات
  



  
 

١١

  tAزیر مدول  .یک مدول روي یک دامنه ي صحیح باشد Aفرض کنیم   21-2-1 تعریف
  .دول تابی نام داردزیر م 20 -2-1در قضیه ي

tAیک مدول تابی است اگر Aگوییم   = A 0و فارغ از تاب است اگر =tA.  
  
  .فارغ از تاب است ،هر مدول آزاد: مثال

  
  
  فضاي برداري  1-3
   

Mو یک میدان Rحلقه يهر گاه  1-3- 1 تعریف Mمدول -Rنگاه آ ،باشدمدول  -Rیک   را  
  . می نامیمفضاي برداري یک 

   
 را مستقل خطی گوییم در صورتی که به ازاي A مدول -R از X زیر مجموعه ي 2-3- 1 تعریف

Xxxعنصر متمایز nهر n ∈,,1 K  هربه ازاي و  Rrr n ∈,,1 Kداشته باشیم ،                                                    
0011 ===⇒=++ ninn rrxrxr LL.                                  
  .نام دارد Aیک پایه ،را تولید می کند Aکه  A مدول -Rي مستقل خطی ازعه یک زیر مجمو 

  
  :هم معادلند با F مدول -Rشرایط زیر بر روي   3-3-1قضیه 

                                                                        .داراي پایه اي ناتهی است  F )یک(
  مدول هاي دوري است که هر یک به عنوان  -Rجمع مستقیم داخلی خانواده اي از   F )دو(

R-  مدول باR یکریخت است.  
) سه ( F  با مجموع مستقیم نسخه هایی ازR-  مدولR، یکریخت است.  
FXiو تابع  Xمجموعه ي ناتهی ) چهار(   :با خاصیت زیر وجود دارد :→

AXfو تابع  A مدول -Rبه ازاي هر  AFf نحصر به فردي مانندهمریختی م، :→ →:        
fifوجود دارد به طوري که =.   

  .گفته می شود ، باخواص بالا، یک مدول آزادFمدول  توجه کنید که
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  .] 4-2-1قضیه  ،2[رجوع کنید به  :اثبات
  

باشد  V از زیر مجموعه اي Xباشد و  Fیک فضاي برداري روي میدان Vهر گاه   4-3- 1 قضیه
 .می باشد Vپایه اي از شامل X نگاهرا تولید می کند، آ Vکه

   
  .] 4-2-5قضیه  ،2[رجوع کنید به  :اثبات

  
در  مدول - Zبه عنوان   را Z زیرا اگر. هاي آزاد درست نیست قضیه بالا براي مدول  5-3-1تذکر

}آنگاه نظر بگیریم، }1=X  ن است که نشان می دهد آپایه اي برايZ،  به عنوانZ-  مدول، آزاد
} از طرفی مجموعه ي. است اما شامل پایه اي  ،است Z مدول -Zمجموعه مولدي براي  نیز 3,2{
} چون .نیست Zبراي }مستقل خطی نیست و هیچ یک از مجموعه هاي  3,2{ } {   Zنمی تواند 3,2{

  .را تولید کند
  

  راي دا Vنگاه هر دو پایه يآ ،باشد Fروي میدان  فضاي برداريیک  Vهرگاه   6-3- 1 قضیه
  .یک عدد اصلی می باشند

  
  .] 4-2-7قضیه  ،2[رجوع کنید به  :اثبات

  
Fروي  V بعد ، F روي میدان Vفضاي برداري از عدد اصلی هر پایه  7-3- 1 تعریف نام دارد   

V و با  dim  نشان می دهیم.  
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  و تصویري مدول هاي انژکتیو 1-4
  

Mکنیدفرض   1-4-1 تعریف  انژکتیو  -Mرا  Uمدول  - Rدر این صورت  .باشد مدول -Rیک  

MKf یک به یک ریختیهمهر به ازاي  اگر ،گویند UKgهمریختی  -Rو هر  :→  یک  ،:→
R- همریختیUMh ghofوجود داشته باشد، به طوري که  :→ =.  
  

M ض کنیمفر  2-4- 1 تعریف N و  مجموعه ي تمام همریختی هاي  .مدول باشند - Rدو    
Nبه Mاز ),(را با    NMHom R ،ی یعن نمایش می دهیم:                                                   
}NM →:ϕیک R ) ـ همریختی است  ) { :, ϕ=NMHom R.  
  

نگاه دنباله آ، باشند Rمدولهایی روي حلقه ي  A و Bو Cاگر  3-4- 1 تعریف
00 →→→→ CBA gf ،هرگاه  را کامل کوتاه گوییم gf kerIm =.  
  

U فرض کنیم  4-4- 1 قضیه   :هم  معادلند با شرایط زیر .مدول باشند -M ،Rو 
) یک(  U، M- انژکتیو است.  
UKgهمریختی - R ، هرMاز Kبراي هر زیر مدول ) دو(   همریختی -R به یک :→

UM →: g شود توسیع داده می.   
00براي هر دنباله ي کامل کوتاه  ) سه ( →→→→ NMK gf ازR-  ومدول ها     
R- دنباله ي ها، همریختی                                                                                                 
 0),(),( →→

∗

UKHomUMHom R
f

R →→
∗
g

R UNHom ),(0، 

  .است کوتاه کامل
  

   .]5-16-8قضیه  ،3[رجوع کنید به  :اثبات
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  تصویري است، اگر به ازاي هر نمودار Rروي حلقه  Pگوئیم مدول  5-4- 1 عریفت
  

                                                                                   P  

                                                                  f   
                                                                     0→→ BA g  

  
  همریختی  -Rیک ،)باشدبروریختی   g(است  که سطر پائین آن کامل ،همریختی ها -Rاز
APhمانند  fgh ،یعنی ؛زیر تعویض پذیر باشد طوري که نموداره وجود داشته باشد ب :→ = .  

P                                                                                         
                                                                            f         h               
                                                                        0→→ BA g  

  
  
  مدول هاي آرتینی و نوتري 1-5
  

21...اگر به ازاي هر زنجیر ،را نوتري گوییمA مدول  1-5- 1 تعریف ⊆⊆ AA  
ni باشد به طوري که به ازاي هر وجود داشته n مانند طبیعی ، عدديA از زیر مدول هاي  ≥،  

ni AA =.  
  

21...زنجیر اگر به ازاي هر  ،رتینی گوییمآرا  Bمدول  2-5- 1 تعریف ⊇⊇ BB از                          
ni باشد به طوري که به ازاي هر داشته وجود n ، عددي صحیح  مانندBزیر مدول هاي  ≥  

ni BB =.  
  

   به عنوان یک Uاگر ،گفته می شودمینیمال  Mمدول  -R از Uدول م زیر  3-5-1 تعریف
R- باشد ساده ،مدول.  
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                     یمالسماک است اگر و فقط اگر در شرط )آرتینی (ينوتر ،A مدول - R 4-5- 1 قضیه
   .صدق کند زیر مدول ها روي )مینیمال (
  

   .باشد Aهمه زیر مدولهاي يمجموعه  ∑فرض کنید  :اثبات
لذا  .باشد که داراي عضو ماکسیمال نیست ∑یک زیر مجموعه غیر تهی از Tکنیمفرض  )⇐(  

yxبه قسمی کهوجود دارد  Tدر yعنصر Tدر xبراي هر yx و ⊇ لذا می توان یک زنجیر  .≠
   .پیدا کرد و این خلاف فرض است Tاز عضوهاي اکید صعودي

⊃⊃Lمانند داکی گر زنجیريا)   ⇒(  21 xx از زیرمدولهايA نگاه مجموعه آ ،وجود داشته باشد
{ }∞

=1iix این خلاف فرض است داراي عضو ماکسیمال نیست و.   
  

در حالت کلی درست  مطلب ولی عکس این .نوتري نیز هستند ،آرتینی حلقه هاي  5- 5-1 تذکر
∞ به عنوان مثال،. چنین در مورد مدولها، چنین گزاره اي در حالت کلی نادرست استهم. نیست

pZ  
]مدول آرتینی است ولی نوتري نیست و حلقه -Zبه عنوان ]xK نوتري هست ولی آرتینی نیست.  

  
متناهی مولد  Aهر زیر مدول  اگر و فقط اگراست  نوتري Rروي حلقه  A مدول  6- 5-1 قضیه 

  .متناهی مولد باشد Rل آنوتري است اگر وفقط اگر هر ایده  Rحلقه  ،به ویژه .باشد
  

مجموعه همه زیر مدولهاي متناهی تولید  ∑و A زیر مدول دلخواه B،نوتري Aفرض کنید : اثبات
داراي عضو  ∑،A به نوتري بودن وجهبات لذا و 0∋∑زیرا ،غیر تهی است  ∑.باشد B شده

0BBهک کنیمباید ثابت  .است 0B ماکسیمال مثلا Bx درغیر اینصورت، عنصر. = وجود دارد به  ∋
0Bxطوري که RxBر مدولحال زی .∌ است که این خلاف  0B شامل متناهی تولید شده و 0+

0BB لذا .است 0B ماکسیمال بودن                                                                       .متناهی تولید شده است Bدر نتیجه و =
⊇⊇Lفرض کنید برعکس، 21 AA از زیر مدولهاي صعوديزنجیر یک A دهید و قرار باشد 
U

∞

=
=

1i iAB. در این صورتB زیر مدول یک A بر فرض متناهی تولید شده  لذا بنا و ا ست
kxxBفرض کنید .است ,,1 L=، در نتیجه براي هر ix طبیعی عدد in  وجود دارد به طوري  
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که
ini Ax } کنید حال فرض  .∋ }k

iinMaxn nABبنابراین ،==1 ==Lدرنتیجه و ⊇ +1nn AA.    
  . نوتري است A لذا
  
HKمدول باشند و - L، Rو H، Kفرض کنیم   7-5- 1 لم  :در این صورت داریم .⊇

( ) ( )LHKLKH II +=+.   
  

  .اثبات بدیهی ا ست ،با استفاده از عضو گیري  :اثبات
  

M،Mفرض کنیم  8-5-1 قضیه Mو  ′ ′′،R -  مدول باشند و دنباله ي
00 →′′→→′→ MMM gf  ازR-  مدول ها وR-  در این  .کامل باشدهمریختی ها

                                           :صورت
Mنوتري است اگر و فقط اگر  M)یک( Mو  ′   .باشند نوتري ′′
Mآرتینی است اگر و فقط اگر  M) دو( Mو  ′   .باشندآرتینی   ′′
  

لذا می توان  ،پوشا است g یک به یک و fپس ،است کامل مفروض از اینکه دنباله )یک( :اثبات
Mمدول ′ Mمدول  و Mا به عنوان زیر مدول ر  MM را مساوي ′′ ′ دنباله  بنابراین .در نظر گرفت 

→0به صورت  را می توان  کوتاه
′

→→′
M
MMM از  ،تنوتري اس Mفرض کنید .نوشت 0→

M اینکه زیر مدول Mلذا ،است M زیر مدولیک  ′ زیر  زنجیر حال فرض کنید .نیز نوتري است ′

 از زیر مدول هاي
M
MM

′
   :باشد ′′=

  K⊆′′⊆′′⊆′′ 321 KKK  
ین زیر مدول هاي از اینکه ب

M
M

′
Mکه  Mو زیر مدو لهاي   تناظر یک به یک  ،را در بر دارد ′

   :داریم Mهامدول  از زیرلذا زنجیر زیر را  ،برقرار است
    K⊆⊆⊆ 321 KKK  


