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චاری... ণپاس໋�
ی وظیفه آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
جناب از خالصانه و باشم داشته را سپاسͽذاری نازنینم خواهر و برادران از که دانم مͬ خود
جناب از همچنین باشم داشته دانͬ قدر و تشͺر کمال عزیز راهنمای استاد عبادیان دکتر آقای

دارم. را سپاسͽزاری و تشͺر شمس دکتر و آقالاری دکتر ، استادباشͬ دکتر آقایان
دکتررضا اسͺویی، دکتراصغر آقای از مخصوصاً تحصیلم، دوران گرامͬ استادهای ازکلیه
مͬ�نمایم. تشͺر شده�اند، متحمل را فراوانͬ زحمات اینجانب تحصیلات مدت در که سزیده
وسپاسͽذاری تشͺر نهایت نیا سلیمانͬ مهسا خانم صمیمͬ بسیار دوست از پایان در و

دارم

شهریور سعدیمحمدامینͬ
١٣٩١



نام:سعدی محمدامینͬ خانوادگͬ: نام

یا عناصر مرتبه خطͬ غیر ناپذیری تحویل سرشتهای که گروههای پایان�نامه: عنوان
کند. مͬ جدا را مزدوج های دسته

بهروش دکتر راهنما: استاد

گرایش:جبر محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده: ارومیه دانشͽاه:
صفحه:... تعداد ١٣٩١ تابستان فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

سرشت ، گروه کلیدواژه�ها:
کنیم مͬ سعͬ بوکات بیروت- دیفرانسیل پیروی از استفاده با نامه پایان این در چͺیده
معیین ی مرتبه با محدب قویا توابع کلاس برای گون ستاره قویا توابع از ای مرتبه که

کنیم. پیدا را
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۵٢ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه



چͺیده

ماکزیمال های زیرگروه کنیم فرض هستند. پذیر حل توان، پوچ های زیرگروه که مͬ�دانیم

برای و است پذیر حل G که داد خواهیم نشان باشند. توان پوچ G متناهͬ گروه نرمال غیر

باشد. توان p−پوچ ای p هر

G مرتبه اول های علیه مقسوم آنگاه نباشد، توان پوچ G اگر که داد خواهیم نشان همچنین

توان پوچ که هستند ماکسیمال نرمال های زیرگروه تعداد k که به�طوری است k+٢ و ٢ بین

نمͬ�باشند.

الف



پیشͽفتار

متناهͬ گروه ͷی مرتبه دهنده نشان |G| مͬ�کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در را G متناهͬ گروه

H < G که مͬ�دانیم باشد. |G| در مشمول اول های علیه مقسوم مجموعه π(G) و است G

است. G از ماکزیمال زیرگروه ͷی

پوچ آن محض زیرگروه هر هرگاه مͬ�نامیم مینیمال توان ناپوچ گروه ͷی را G متناهͬ گروه

نباشد. توان پوچ گروه خود اما باشد، توان

زیرگروه توانͬ پوچ طریق از را متناهͬ های گروه پذیری حل و توانͬ p−پوچ نامه پایان این در

ناپوچ های زیرگروه برخͬ با را متناهͬ های گروه همچنین و مͬ�کنیم بررسͬ ماکزیمال های

پوشش را گروه از نرمال غیر توان پوچ بخش کل آنها اجتماع که کرد خواهیم بررسͬ توان

های زیرگروه که مͬ�گیریم نظر در را متناهͬ های گروه های مشخصه از تعدادی و مͬ�دهد

های گروه شامل ها گروه این مͬ�دهیم نشان و هستند توان پوچ آنها نرمال غیر ماکزیمال

مͬ�باشند. مینیمال توان ناپوچ

خواص مطالعه به [٨] مرجع و (۶.٣.٣) و (١.٣.٣) قضیه از استفاده با نامه پایان این در

گروه ͷی آن در که مͬ�کنیم بررسͬ را شرایطͬ واقع در مͬ�پردازیم. �توان�ها p−پوچ

باشد. توان p−پوچ مͬ�تواند

مقدماتͬ های لم و تعاریف بیان به اول فصل در است. فصل سه بر مشتمل نامه پایان این

مورد گذشته در که است مطالبی آوری یاد فصل این ارائه از هدف بیشتر که مͬ�پردازیم

اند. گرفته قرار مطالعه

مطرح را قضایایی [٩] و [٨] و [١] مراجع از استفاده با و نهاده جلوتر گامͬ دوم فصل در

ب



ج مطالب فهرست

مثال، طور به مͬ�کنند. یاری سه فصل قضایای اثبات در را ما و ترند اساسͬ که مͬ�کنیم

،(١٨.١.٢) قضیه مانند اساسͬ قضایای و توانͬ p−پوچ آزاد، کواترنیون- مانند تعاریفمهمͬ

مͬ�کنیم. بیان را (٢٣.١.٢) تامپسون قضیه و (١٩.١.٢) فروبینوس قضیه

پذیری حل و توانͬ p−پوچ مͬ�باشد، نامه پایان این اصلͬ قسمت که سوم فصل در نهایت در

پرداخت. خواهیم اصلͬ قضیه اثبات به و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را ها گروه



١ فصل

اولیه مفاهیم

مقدماتͬ گروهای نظریه بر ای مقدمه

یاد بر علاوه ما هدف کرد، خواهیم مرور را ها گروه نظریه مقدماتͬ مفاهیم فصل این در

نیاز مورد آتͬ های فصل در که است مقد�ماتͬ و ها علامت اصطلاحات، کردن فراهم �آوری

اند. فرضشده متناهͬ ها، گروه تمام نامه پایان این در بود. خواهد

G که گوییم باشد تهͬ غیر مجمو�عه�ی X و گروه ͷی G که مͬ�کنیم فرض .١.٠.١ تعریف

هر ازای به که به�طوری باشد داشته وجود G × X −→ X تابع اگر مͬ�کند عمل X روی

باشیم: داشته g١, g٢ ∈ G هر و x ∈ X

x(g١g٢) = (xg١)g٢

و

x١ = x.

١



٢ اولیه مفاهیم .١ فصل

به باشند آن از زیرگروهایی M و H همچنین باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢.٠.١ لم

.H EM صورت این در .H ≤ M ≤ G و H EG که قسمͬ

M ≤ G اینکه به توجه با .g−١hg ∈ H ،h ∈ H و g ∈ G HEGپسبرایهر چون برهان.

.H EM بنابراین .m−١hm ∈ H داشت خواهیم ،h ∈ H و m ∈ M هر برای

.HK EG آنگاه ،K EG و H EG اگر .٣.٠.١ قضیه

شود. مراجعه [٣.٣٩ قضیه ،[١۶]] به برهان.

عضو از است عبارت ،G اعضای از g٢ , g١ مرتب زوج ͷی ١ جابه�جاگر .۴.٠.١ تعریف

داشت: خواهیم را زیر قضیه فاصله تعریفبلا این موجب به [g١, g٢] = g−١١ g−١٢ g١g٢ ∈ G

صورت این در .g١, g٢ ∈ G مͬ�کنیم فرض .۵.٠.١ قضیه

.[g٢, g١] = [g١, g٢]
−١ (١)

باشند. پذیر جابجایی g٢ ،g١ اگر تنها اگرو [g١, g٢] = ١ (٢)

H با متناظر جابه�جاگر زیرگروه صورت این در .HK ≤ G مͬ�کنیم فرض .۶.٠.١ تعریف

از است عبارت K و

[H,K] = ⟨[H,K] : h ∈ H, k ∈ K⟩ ≤ G.

صورت این در باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .٧.٠.١ تعریف

G′ = [G,G] = ⟨[a, b]|a, b ∈ G⟩

گویند. G ٢ مشتق زیرگروه را
١commutater
٢Derived sub group



٣ اولیه مفاهیم .١ فصل

صورت این در .K E G و H E G و باشد دلخواه گروهͬ G مͬ�کنیم فرض .٨.٠.١ لم

جابه�جا K عضو هر با H عضو هر آنگاه H ∩K = ١ اگر ویژه، به .[H,K] ≤ H ∩K

مͬ�شود.

شود. ۵.٣.٣]مراجعه لم ،[۶]] به برهان.

در K EG و N EG باشد، گروه ͷی G فرضکنیم یͺریختͬ) دوم (قضیه .٩.٠.١ قضیه

.K/(N ∩K) ∼= NK/N صورت این

شود. مراجعه [١٩.٩.٣ قضیه ،[١۵]] به برهان.

K ≤ که به�طوری HK EG و گروه G فرضکنیم یͺریختͬ) سوم (قضیه .١٠.٠.١ قضیه

.(G/K)(H/K) ∼= G/H و H/K EG/K صورت این در .H

شود. ۵.٣.٣]مراجعه لم ،[١۵]] به برهان.

مͬ�نامیم ( ٣ محض یا ) سره G از H زیرگروه ( کسیمال ما (زیرگروه .١١.٠.١ تعریف

G از سره گروه ͷی M و گروه ͷی G کنیم فرض همچنین .H ̸= G باشیم داشته هرگاه

Mنتیجه ≤ H ≤ G هرگاه گویند، G از ماکزیمال زیرگروه ͷی Mرا صورت این در باشد.

خود بجز ) دیͽری زیرگروه G Mو بین اگر دیͽر عبارت به .H = G Mیا = H که دهد

گیرد. قرار نتواند G از ( G Mو

M/K صورت این در .K E G که به�طوری K ≤ M < G مͬ�کنیم فرض .١٢.٠.١ لم

باشد. G از ماکزیمال Mزیرگروهͬ اگر تنها و اگر است G/K از ماکزیمال زیرگروه
٣Proper subgroup



۴ اولیه مفاهیم .١ فصل

،M < L ≤ G اگر باشد. G/K از ماکزیمال زیرگروهͬ M/K مͬ�کنیم فرض برهان.

اگر حال .L = G لذا .L/K = G/K فرض به بنا که M/K < L/K < G/K آنگاه

لذا ،M < L 6 G آنگاه ،M/K < L/K < G/K و باشد G از ماکزیمال زیرگروهͬ M

.L = G

مͬ�نامند، G از مینیمال زیرگروه را H ̸= ١ گروه زیر ( مینیمال (زیرگروه .١٣.٠.١ تعریف

باشد. آن شامل H که باشد، نداشته وجود G از بدیهͬ غیر زیرگروه هیچ هرگاه

M صورت این در .M ▹ G کنیم فرض (۴ ماکزیمال نرمال (زیرگروه .١۴.٠.١ تعریف

به باشد، نداشته وجود G از K نرمال زیرگروه اگر مͬ�گوییم G ماکزیمال نرمال زیرگروه را

.M < K < G که قسمͬ

است G ماکزیمال نرمال زیرگروه ͷیM صورت این در .M EG فرضکنیم .١۵.٠.١ لم

باشد. اول عدد G/M مرتبه�ی اگر تنها و اگر

شود. ٢.١١]مراجعه قضیه ،[۶]] به برهان.

نرمال زیرگروه باشد. گروه ͷی G فرضکنیم (۵ مینیمال نرمال (زیرگروه تعریف٠.١.١۶.

G نرمال زیرگروه هیچ Hحاوی هرگاه Gگوییم مینیمال نرمال زیرگروه ͷی Hرا بدیهͬ غیر

.N = ١ Nیا = H Nآنگاه ▹G Nو ⊆ H هرگاه دیͽر، عبارت به نباشد. ١ و خود جز به

و H که کنیم فرض همچنین باشد. اصلͬ سری ͷی دارای G کنیم فرض .١٧.٠.١ قضیه

عامل ͷی H/K صورت این در .K < H که به�طوری باشد G از نرمالͬ های ه زیرگرو K

باشد. G/K مینیمال نرمال زیرگروه ͷی H/K اگر تنها و اگر است G اصلͬ
۴sub groupl maximal normal
۵sub group minimal normal



۵ اولیه مفاهیم .١ فصل

شود. ٣۶.٧]مراجعه قضیه ،[۶]] به برهان.

Φ(G) با را آن که G ۶ فراتینͬ زیرگروه باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .١٨.٠.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به مͬ�دهند نشان

های زیرگروه تمام اشتراک Φ(G) و نباشد، ماکزیمال زیرگروه دارای G اگر Φ(G) = G

باشد. ماکزیمال زیرگروه دارای G اگر است، G ماکزیمال

.Φ(G)▹G .١٩.٠.١ لم

شود. ١٠.١٣]مراجعه لم ،[٧]] به برهان.

.Φ(N) 6 Φ(G)صورت این در .N EG و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢٠.٠.١ لم

شود. ٧.١١]مراجعه لم ،[۶]] به برهان.

مجموعه صورت این در باشد. G گروه ͷی از زیرگروهͬ H کنیم فرض .٢١.٠.١ تعریف

NG(H) = {g ∈ G : g−١ ·H · g = H}

مͬ�نامیم. G در H ٧ نرمالساز را

.H ENG(H) آنگاه باشد، G زیرگروه H اگر .٢٢.٠.١ قضیه

شود. ۵۵.٣]مراجعه قضیه ،[۶]] به برهان.

.NG(H) = G اگر تنها و اگر است G نرمال زیرگروه H .٢٣.٠.١ قضیه

شود. ۵۶.٣]مراجعه قضیه ،[۶]] به برهان.
۶Frattini
٧Normalizer



۶ اولیه مفاهیم .١ فصل

CG(x) با را x ∈ G ٨ مرکزساز صورت این در باشد. گروه G فرضکنیم تعریف٠.١.٢۴.

مͬ�کنیم: تعریف راچنین آن و مͬ�دهیم نمایش

CG(x) = {g ∈ G : gx = xg}.

CG(X) با را G در X ساز مرکز صورت این در و باشد G از مجموعه�ای زیر X فرضکنیم

مͬ�کنیم: تعریف چنین را آن و مͬ�دهیم نمایش

CG(X) =
∩
x∈X

CG(x)

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که مͬ�دهیم نمایش Z(G) با را G ٩ گروه مرکز همچنین

Z(G) = {g ∈ G : ∀x ∈ G, xg = gx}.

باشد، x ∈ G کنیم فرض C(a) = CG(x) = {x ∈ G : ax = xa} برای .٢۵.٠.١ لم

است. G زیرگروه CG(x)

صورت این در باشد، x, y ∈ CG(X) اگر e ∈ CG(x) ساز، تعریفمرکز به توجه با برهان.

داریم،

(xy)g = x(yg) = x(gy) = (gx)y = g(xy)

زیرگروه CG(x) بنابراین x−١g = gx−١ آنگاه xg = gx همچنین xy ∈ CG(x) نتیجه در

است. G

ͷی K و |G| اول علیه مقسوم کوچͺترین p و متناهͬ گروه ͷی G هرگاه .٢۶.٠.١ نتیجه

.K 6 Z(G) آنگاه باشد، p مرتبه از G نرمال زیرگروه
٨Centralizer
٩Centre



٧ اولیه مفاهیم .١ فصل

شود. ٣٩.۴]مراجعه لم ،[۶]] به برهان.

صورت این در باشد. g ∈ G Hو ≤ G دلخواه، گروه ͷی G فرضکنیم تعریف٢٧.٠.١.

مͬ�کنیم: تعریف

Hg = {hg : g ∈ H}.

خنثͬ عضوهای ترتیب به eH و eG و باشند گروه H و G مͬ�کنیم فرض .٢٨.٠.١ تعریف

مͬ�کنیم: یف تعر چنین را G×H مجموعه مͬ�دهند. نشان را ها گروه

G×H = {(g, h) : g ∈ G, h ∈ H}

چنین h١, h٢ ∈ H و g١, g٢ ∈ G که به�طوری را (g٢, h٢) و (g١, h١) ضرب حاصل

مͬ�کنیم: یف تعر

G×H = (g١, h١)(g٢, h٢) = (g١g٢, h١h٢)

مͬ�نامیم. H و G گروه�های مستقیم ضرب حاصل را بالا در شده تعریف عمل با

که: به�طوری باشند G گروه از هایی زیرگروه K و H کنیم فرض .٢٩.٠.١ لم

.G = HK (١)

.h ∈ H هر و k ∈ K هر برای hk = kh (٢)

.H ∩K = {١} (٣)

.G ∼= H ×K صورت این در

شود. ٣۴.٢]مراجعه لم ،[۶]] به برهان.

های جایͽشت تمام مجموعه�ی آنگاه باشد، مثبت صحیح عدد ͷی n اگر تعریف٣٠.٠.١.

درجه ١٠ متقارن گروه ضرب، عمل عنوان به ترکیب، عمل تحت، {١,٢, ..., n} مجموعه
١٠Symmetric group



٨ اولیه مفاهیم .١ فصل

.|Sn| = n! داریم مͬ�دهیم، نمایش Sn با که مͬ�شود نامیده n

١١ ریختͬ خود ͷی را خودش به G دلخواه گروه هر از ایزومورفیسم ͷی .٣١.٠.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Aut(G) با را G گروه های ریختͬ خود تمام مجموعه مͬ�نامیم.

است ϕ : G −→ G مانند همریختͬ ͷی G گروه ͷی از ریختͬ خود ͷی تعریف٣٢.٠.١.

مͬ�شود. داده نشان H char G توسط که مͬ�نامیم G در مشخصه G از H زیرگروه ͷی که

.ϕ(H) = H اگر

مشخصه�ی زیرگروه ͷیK HEGو هرگاه باشد. گروه ͷی G فرضمͬ�کنیم .٣٣.٠.١ لم

.K EG آنگاه باشند، H

شود. ١۵.٣]مراجعه لم ،[۶]] به برهان.

ماتریس همه مجموعه باشد. طبیعͬ عدد n و میدان ͷی F کنیم فرض .٣۴.٠.١ تعریف

نشان Gl(n, F ) با را اند F در آنها از ͷی هر های درایه که را n × n پذیر معکوس های

,Gl(nکه F ) از اعضایی همه مجموعه�ی همچنین مͬ�نامیم. ١٢ عام خطͬ گروه را آن و داده

Sl(n, F ) با آنرا که . است Gl(n, F ) از زیرگروهͬ برابر١است، ها آن از ͷی هر دترمینال

. مͬ�نامیم F روی n درجه از ١٣ خاص خطͬ گروه و داده نشان

مͬ�شود، نامیده ٢m مرتبه از وجهͬ چند گروه زیر در شده معرفͬ گروه .٣۵.٠.١ تعریف

D٢m = ⟨x, y : xm = y٢ = ١, y−١xy = x−١⟩.

١١Automorphism
١٢general linear
١٣Special linear



٩ اولیه مفاهیم .١ فصل

نامیده ۴m مرتبه از یافته تعمیم کواترنیون گروه زیر، در شده معرفͬ گروه تعریف٠.١.٣۶.

مͬ�شود.

Q۴m = ⟨a, b : a٢m = ١, b٢ = am, bab−١ = a−١⟩.

است عبارت Q٨ کواترنیون گروه برای نمایش ͷی .٣٧.٠.١ نتیجه

Q٨ = ⟨x, y|x۴ = ١, x٢ = y٢, y−١xy = x−١⟩.

٢m مرتبه از دووجهͬ نیم گروه باشد. مثبت صحیح عدد m کنید فرض .٣٨.٠.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را

SD٢m = ⟨a, b : a٢
m−١

= ١, a٢m−٢
= b٢, bab−١ = a−١⟩.

سیلو قضایای و متناهͬ های p−گروه ١.١

p−گروه ͷی را G گروه باشد. اول عدد ͷی p و گروه ͷی G کنیم فرض .١.١.١ تعریف

باشد. p از مثبتͬ توان عضو هر مرتبه که صورتͬ در مͬ�نامیم ١۴

در که است pα صورت به G مرتبه آنگاه باشد، متناهͬ p−گروه ͷی G اگر .٢.١.١ نتیجه

است. منفͬ نا صحیح عدد ͷی α آن

داشته وجود p مانند اول عدد ͷی هرگاه گوییم، ١۵ مقدماتͬ را A آبلͬ گروه تعریف٣.١.١.

،a ∈ A هر ازای به که به�طوری باشد

ap = ١.
١۴−p group
١۵elementary



١٠ اولیه مفاهیم .١ فصل

G اگر تنها و اگر ϕ(G) = صورت١ این در باشد. یpͷ−گروه G کنیم فرض .۴.١.١ لم

باشد. ماتͬ مقد آبلͬ

شود. مراجعه [٩.١١ لم ،[١۶]] به برهان.

آنگاه باشد، G متناهͬ گروه ͷی از یpͷ−زیرگروه H اگر .۵.١.١ لم

[NG(H) : H] ≡ [G : H] mod p.

شود. مراجعه [۶.١٣.٣ لم ، [١۵]] به برهان.

است. اول اعداد از مجموعه�ای معرف همواره π که مͬ�کنیم داد قرار .۶.١.١ تعریف

باشد. داشته تعلق π به n اول علیه مقسوم اگر مͬ�گوییم π−عدد را n صحیح عدد (١)

π−عدد ،|G| اگر مͬ�نامیم گروه π ͷی را G باشد. متناهͬ گروه G کنیم فرض (٢)

باشد.

مͬ�نامیم G در π−عضو ͷی را g باشد. متناهͬ مرتبه�ای دارای g ∈ G کنیم فرض (٣)

باشد π−عدد ͷی |G| هرگاه

خارج های گروه و ها زیرگروه کلیه آنگاه باشد، متناهͬ π−گروه ،G اگر .٧.١.١ قضیه

هستند. π−گروه ،Gقسمت

مͬ�کنند. عاد را G مرتبه ،Gقسمت خارج های گروه و ها زیرگروه کلیه برهان.

عددیست p که به�طوری |G| = pn ·m و باشد متناهͬ گروه G فرضکنیم .٨.١.١ تعریف

را باشد pn مرتبه از که G زیرگروه هر صورت این در .n > ١ و (p,m) = ١ و اول

سمبل با را G سیلو های p−زیرگروه تمام مجموعه مͬ�نامند. G ١۶ سیلو p−زیرگروه ͷی

مͬ�دهیم. نمایش Sylp(G)

١۶sylow sub group


