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 (M.Scکارشناسی ارشد ) یپایان نامه برای دریافت درجه

 گرایش: آنالیز عددی

 عنوان:

 معادلات ماتریسی سیلوستر بلوکیروش هسنبرگی برای حل عددی  یک

 استاد راهنما:

 آقای دکتر مجید امیرفخریان

 استاد مشاور:

 آقای دکتر جلیل رشیدی نیا

 پژوهشگر:

 کیاوش حبیبی کیا

 

1931زمستان 



 أ
 

 تشکر و قدردانی:

ای که در دست شماست، استاد عزیزم جناب آقای دکتر امیرفخریان با پایان نامهی در تهیه

ام نیا نیز مشاورهاند؛ ضمنا جناب آقای دکتر جلیل رشیدیام نمودهی صدر ارشاد و راهنماییسعه

و دانم کمال تشکر و قدردانی را از این دو بزرگوار به عمل بیاورم. از داند. در این جا لازم مینموده

استاد بزرگوارم جناب آقای دکتر فریبرزی و جناب آقای دکتر عسگری نیز، که در طول تحصیل در 

اند، کمال تشکر را دارم. همچنین مقطع کارشناسی ارشد زحمات فراوانی را از جانب من قبول کرده

 هستم.های مادی و معنوی پدر و مادر عزیزم تحصیل خود تا این مرحله را مدیون همت والا و کمک
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 بسمه تعالی

 ی کارشناسی ارشدی اصالت پایان نامهتعهدنامه

ی ریاضی کاربردی گرایش آنالیز عددی با کیا دانشجوی کارشناسی ارشد رشتهاینجانب کیاوش حبیبی

ی مطالب مندرج در این پایان نامه با نمایم که کلیهاعلام می 03839339388ی دانشجویی شماره

حاصل کار  "معادلات ماتریسی سیلوستر بلوکیروش هسنبرگی برای حل عددی  یک"عنوان 

پژوهشی خود بوده و چنانچه دستاوردهای پژوهشی دیگران را مورد استفاده قرار داده باشم، طبق 

ام. علاوه بر آن های جاری، آن را ارجاع داده و در فهرست منابع و مآخذ ذکر نمودهضوابط و رویه

تر یا بالاتر ارائه نشده و یم که این پایان نامه قبلا برای احراز هیچ مدرک هم سطح، پاییننماتاکید می

شوم، در صورت ابطال مدرک چنانچه در هر زمان خلاف آن ثابت شود، بدینوسیله متعهد می

 ترین اعتراض آن را بپذیرم.ام توسط دانشگاه، بدون کوچکتحصیلی

 

 تاریخ و امضا
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 یبسمه تعال

 90/11/1931 در تاریخ:

 ی خود دفاع نمودهاز پایان نامه   کیاکیاوش حبیبی   دانشجوی کارشناسی ارشد آقای

 مورد تصویب قرار گرفت.   بسیار خوب  ی و با درجه   هفده  روف به ح   13ی   و با نمره

 امضای استاد راهنما
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 بسمه تعالی

 دانشکده علوم پایه

 

 چکیده به منظور چاپ در پژوهش نامه دانشگاه تهیه شده است () این 

 

 18198183389811 :کد شناسایی پایان نامه 181 : تهران مرکزی     کد واحد:نام واحد دانشگاهی

 بلوکی سیلوستر ماتریسی معادلات عددی حل برای هسنبرگی روش یک عنوان پایان نامه:

 کیاحبیبیکیاوش : نام خانوادگی دانشجو نام و

 03839339388: شماره دانشجویی

 : ریاضی کاربردی گرایش آنالیز عددیرشته تحصیلی

 81/19/38: تاریخ شروع پایان نامه

 : تاریخ اتمام پایان  نامه

 فخریاناستاد راهنما: دکتر مجید امیر

 نیادکتر جلیل رشیدیاستاد مشاور: 

 آدرس و شماره تلفن: 

 

در بسیاری از مسائل ریاضی          ی ماتریسی سیلوسترمعادله: ی پایان نامهچکیده

های متداول مانند روش اند. روشکاربرد دارد، به همین دلیل بسیاری از نویسندگان به آن پرداخته

شور برای مسائل با مقیاس بزرگ مناسب نیستند، در این پایان نامه به بررسی یک روش -هسنبرگ

به یک   این روش شامل کاهش متعامد ماتریس  پردازیم.ی ماتریسی میادلهجدید برای حل این مع

  ی کاهش یافته به ازای ( و سپس حل معادله      هسنبرگی )بالا-ماتریس بلوکی

 باشد.( می    )
 

 

 تاریخ و امضای دانشگاه                                  نظر استاد راهنما برای چاپ در پژوهش نامه
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 فهرست مطالب
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 چکیده

 

 

در بسیاری از مسائل ریاضی کاربرد دارد، به          ی ماتریسی سیلوسترمعادله

شور -های متداول مانند روش هسنبرگاند. روشهمین دلیل بسیاری از نویسندگان به آن پرداخته

برای مسائل با مقیاس بزرگ مناسب نیستند، در این پایان نامه به بررسی یک روش جدید برای حل 

-به یک ماتریس بلوکی  پردازیم. این روش شامل کاهش متعامد ماتریس ی ماتریسی میاین معادله

 باشد.( می    )  ی کاهش یافته به ازای ( و سپس حل معادله      هسنبرگی )بالا
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 مقدمه

 

 

 :مگیریمیسیلوستر زیر را در نظر  یهمعادل

        

 و،      یک ماتریس   ،     مربعی ماتریس یک   ،     مربعی یک ماتریس   که

 مجهول است.   معلوم و ماتریس  و  ،   ،  ای هماتریسد. اشبیم     یک ماتریس نیز  

ای از کاربردهای ارتباطات و بسیاری از مسائل کنترل سیلوستر در طیف گسترده یادلهمع

 ی،ای خطههینه سازی طراحی کنترل در سیستمب وان بهتبه عنوان مثال میقرار می گیرد. مورد استفاده 

 دیفرانسیل معادلات ای جدا سازی درهها، فیلترینگ، بازسازی تصاویر، تکنیکپردازش سیگنال

با توجه رد. ا اشاره کهو قطری سازی بلوکی ماتریس زئی،دیفرانسیل با مشتقات ج معادلات و  معمولی

 توجه بسیاری از نویسندگان بوده است.ت مطلب، این معادله مورد یبه اهم

وجود دارد که بر اساس ر ماتریسی سیلوست یهمعادل عددی تعداد زیادی روش برای حل

های استاندارد برای  روش .باشندمیر شوبه شکل یا  هسنبرگی شکلهای ضریب، به  تبدیل ماتریس

 :ماتریسی سیلوستر عبارتند از یحل معادله

 شور، و روش هسنبرگی.-وش هسنبرگاستوارت، ر-روش بارتلز

برای مسائل با مقیاس بزرگ  بزرگ مناسب نیستند. با ابعاد ها برای مسائلروش این سفانهٔمتا

 ت.در نظر گرفته شده اس فهای زیرفضای کرایلای با عنوان روشههای تکرار شوندروش

شود، سیلوستر بررسی میی ی ماتریسابتدا وجود و یکتایی جواب معادله این پایان نامهدر 

شور( -توارت و هسنبرگاس-های بارتلز)روش ی ماتریسیهای استاندارد حل این معادلهسپس روش
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، ارائه کردند 9818[ در سال 9و همکارانش ] ای. رامادانمحمد ی را که روشکنیم و در آخر را بیان می

ش با رو دهیم. ایناست، شرح میلوستر با مقیاس بزرگ که روشی برای حل معادلات ماتریسی سی

 های استاندارد پیشین متفاوت است.روش
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 . فصل اول:1

 ماتریسی سیلوستر یوجود و یکتایی جواب معادله

 

 

ی مانند میهاماتریسی سیلوستر، دانستن مفی جواب معادله  وجود و یکتایی  رسیبرای بر

بنابراین در این فصل ابتدا به معرفی این  .نیاز استمورد و عمل برداری،  ضرب و جمع کرونکر

پردازیم و سپس در آخر فصل شرط وجود و یکتایی جواب ها میهای آنمفاهیم و برخی از ویژگی

 کنیم.بیان می ،ای تحت همین عنوانی ماتریسی سیلوستر را در قضیهمعادله

 

 ضرب کرونکر .1. 1 تعریف

 تعریف: با       آنگاه ماتریس،         و        مفرض کنی

    [

 11  19 
 91  99 

  1  
  9  

  
  1   9 

  
     

] 

 امند.نمی   و   هایرا حاصل ضرب کرونکر ماتریس

 .       ضرب کرونکر خاصیت جابجایی ندارد، یعنی 

 اه:. آنگ       میفرض کن. 2. 1لم 

1 .2 .1. (  )    (   )  .      ر و ه     برای هر (  )   

 .      ر برای ه        (   ) .2. 2. 1
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 .      ر و ه        برای هر (   )     (   ) .3. 2. 1

 .      ر و ه        برای هر           (   ) .4. 2. 1

1 .2 .5.   (   )  .        ر برای ه         

1 .2 .6 .  8  8   8. 

1 .2 .7 .         . 

 :برهان

(1 .2 .1: ) 

(  )   ( [

 11   1 
  
  1     

])   

 [

  11    1 
  

   1      

]    [

  11    1  

  
   1       

] 

  [

 11   1  

  
  1      

]   (   ) 

 و

[

  11    1  

  
   1       

]  [

 11    1   

  
  1        

]    (  ) 

(1 .2 .2: ) 

(   )  [

 11   1  

  
  1      

]
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 [
 11 

    1 
 

  
 1  

      
 
]        

 مزدوج نیز برقرار است.ی بطه بجز ترانهاده، برای ترانهادهاین را

(1 .2 .3: ) 

(   )   [

 11   1  

  
  1      

]   

 [

( 11 )   ( 1  )  

  
(  1 )   (    )  

] 

 [

 11(   )   1 (   )

  
  1(   )     (   )

] 

   (   ) 

(1 .2 .4: ) 

(   )   ([

 11   1 
  
  1     

]  [

 11   1 
  
  1     

])   

 [

 11   11   1   1 
  

  1    1         

]    

 [

( 11   11)  ( 1   1 ) 

  
(  1    1)  (       ) 

] 

 [

 11   11   1    1  

  
  1    1           

] 

 [

 11   1  

  
  1      

]  [

 11   1  

  
  1      

] 

 (   )  (   ) 
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(1 .2 .5: ) 

  (   )  [

 11(   )   1 (   )

  
  1(   )     (   )

] 

 [

 11   11   1    1  

  
  1    1           

] 

 [

 11   1  

  
  1      

]  [

 11   1  

  
  1      

] 

 (   )  (   ) 

(1 .2 .6: ) 

  8  [
 118   1 8
  

  18     8
]  [

8  8
  
8  8

]  8 

 و

8   [
8  8 
  

8  8 
]  [

8  8
  
8  8

]  8 

(1 .2 .7: ) 

      [

1   8  
  

8   1  
]  [

   8
  
8    

]      

∎  

 .3. 1ی قضیه

 اه:آنگ .       و        ،        ،        مفرض کنی

(   )(   )  (  ) (  ) 
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 ات:اثب

(   )(   )  [
 11   1  
   

  1      
] [

 11   1  

   
  1      

] 

 

[
 
 
 
 
 
 ∑ 1   1  

 

  1

 ∑ 1      

 

  1
   

∑     1  

 

  1

 ∑        

 

  1 ]
 
 
 
 
 
 

 

 (  ) (  ) 

∎  

 :تواند به صورت زیر تعمیم داده شود  قبل می یقضیه. 4. 1ی یجهنت

( 1   1)( 9   9) (     )  ( 1 9    )  ( 1 9    ) 

 .5. 1ی هقضی

 نیز نامنفرد است و     آنگاه ،دننامنفرد باش        و        اگر

(   ) 1    1    1 

 :داریم( 9. 1ی )ضیهبا توجه به ق: اثبات

(   )(  1    1)  (   1)  (   1) 

       [

1  8  
8  1  

 8  
 8  

  
8  8  

  
 1  

]      

 و

(  1    1)(   )  (  1 ) (  1 )            
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1   دهد کهاین نشان می نسبت به ضرب      یک معکوس منحصر به فرد برای 1   

 ت.نامنفرد اس     ینابنابر ها است. ماتریس  معمولی

∎  

 .6. 1ی قضیه

، و         با تبدیل        مشابه ماتریس        اگر ماتریس

باشد، آنگاه         با تبدیل        مشابه ماتریس        ماتریس

 ت.اس     با تبدیل     مشابه ماتریس     ماتریس

 (5. 1و ) (9. 1)ای ههباشد. با توجه به قضی   1     و   1     مفرض کنی: اثبات

 :داریم

(   ) 1(   )(   )  (  1    1)(     ) 
 (  1  ) (  1  )      

∎  

 .7. 1ی قضیه

دو ماتریس متعامد یکه باشند. آنگاه ماتریس        و         فرض کنیم

 یک ماتریس متعامد یکه است.    

با استفاده از  .     و       پس داریم:  ،متعامد یکه هستند  و   های ماتریس اثبات:

 ( داریم:9. 1( و )9. 1)های قضیه

(   )(   )  (   )(     ) 
 (   )  (   )        

 متعامد یکه است.    در نتیجه ماتریس 

∎  
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 .8. 1ی قضیه

مثلثی بالا    آنگاه  ،مثلثی باشندبالا       و        های اگر ماتریس

 است.

که  [    ]  و     برای  8     که  [    ]  پس  ،مثلثی هستندبالا  و    اثبات:

 طبق تعریف داریم:.    برای  8     

    [
 11   1  
   

  1      
]  [

 11   1  
   
8      

] 

های زیر قطر بلوکی اصلی برابر با صفر بنابراین تمام بلوک    برای  8     از آنجایی که 

ها همگی کنیم. این ماتریسها را بررسی می     های بلوکی روی قطر اصلی یا ماتریس هستند. حالا

 مثلثی است.بالا     ،مثلثی است. بنابراینبالا  مثلثی هستند زیرا بالا

∎  

 .9. 1ی قضیه

      و   ماتریس یمقدار ویژه 𝜆 . اگر       و        مفرض کنی

 یبردار ویژه        و   ماتریس یمقدار ویژه 𝜇 باشد، و اگر 𝜆 متناظر با یبردار ویژه

متناظر  یبردار ویژه         و     ماتریس یمقدار ویژه 𝜆𝜇 باشد، آنگاه 𝜇 متناظر با

به    و   هایاتریسم یاز ضرب مقادیر ویژه     ماتریس یباشد. هر مقدار ویژه می 𝜆𝜇 با

 { 𝜇1 𝜇9   𝜇} ، و   یبردارهای ویژه یمجموعه { 𝜆1 𝜆9   𝜆} آیند. اگر  دست می

 باشند، آنگاه   یبردارهای ویژه یمجموعه

{𝜆 𝜇    1        1    } 

تکراری  یشامل مقادیر ویژه توانندمی باشد )هر سه مجموعهمی     یمقادیر ویژه یمجموعه

     یمقادیر ویژه یبا مجموعه     یمقادیر ویژه ی، مجموعههمچنینباشند(. ز نی

 .برابرند
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 :ای قبل داریمهه. با توجه به قضی 8     و  𝜇    و  𝜆    مفرض کنی: اثبات

(   )(   )  (  ) (  )  (𝜆 ) (𝜇 )  𝜆𝜇(   ) 

 .است     متناظر یبا بردار ویژه     یک مقدار ویژه از ماتریس 𝜆𝜇 دهد کهاین نشان می

        و        ییکه ای متعامده، ماتریس(9. 16. 9ی )قضیهبا توجه به 

مثلثی هستند. پس بالا    و    ، که         و         وجود دارند، به طوری که

 :داریم

(   ) (   )(   )  (    ) (    )        

و    ،  های ماتریس یاست. مقادیر ویژه    مثلثی و مشابه ماتریس بالا      

و  ،باشندمی      و     ،   های ترتیب ماتریسدقیقا عناصر روی قطر اصلی به     

تا حاصل ضرب دو به دوی   شامل       عناصر قطری  ،طبق تعریف ضرب کرونکر

 باشد.می   و    عناصر قطری 

∎  

 جمع کرونکر. 11. 1 تعریف

به صورت       . ماتریس       و         فرض کنیم

(    )     نامند و با علامت می  و   های را جمع کرونکر ماتریس (    ) 

 دهند.نمایش می

    (    )  (    )  (    )  (    ) 

 .11. 1ی قضیه

 (    )و  (    )های . آنگاه ماتریس      و         فرض کنیم

 ها خاصیت جابجایی دارند.نسبت به ضرب معمولی ماتریس
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 اثبات:

(    )(    )  (   ) (   ) 
     (   )  (   ) 
 (    )(    ) 

∎  

که جمع کرونکر هم مانند ضرب کرونکر خاصیت ذکر این نکته دارای اهمیت است 

 . زیرا طبق تعریف جمع کرونکر داریم:       جابجایی ندارد؛ یعنی 

    (    )  (    )  (    )  (    ) 
 (    )  (    )  (    )  (    )      

 .12. 1ی قضیه

بردار      و   ی یک مقدار ویژه 𝜆. اگر       و         فرض کنیم

آنگاه  ،باشد 𝜇ی متناظر بردار ویژه     و   ی یک مقدار ویژه 𝜇و اگر  ،باشد 𝜆ی متناظر ویژه

𝜆  𝜇 ی ماتریس یک مقدار ویژه(    ) بردار         و بردار  (    ) 

𝜆ی متناظر ویژه  𝜇 ماتریس حاصل جمع کرونکر به صورت مجموع ی باشد. هر مقدار ویژهمی

-ی مقادیر ویژهمجموعه {    𝜆    1}ظاهر می شود. اگر   و   های ماتریس یمقادیر ویژه

 آنگاه ،باشد  ی ماتریس ی مقادیر ویژهمجموعه {    𝜇    1}و   ی ماتریس 

{𝜆  𝜇    1        1    } 

(    )ماتریس  یی مقادیر ویژهمجموعه باشد )در هر سه مجموعه الزاما می (    ) 

(    )های ماتریس یی مقادیر ویژهمجموعه مقادیر ویژه متمایز نیستند(. و و  (    ) 

(    )  برابرند. (    ) 

 های قبل داریم:. با استفاده از قضیه 𝜇   و   𝜆    فرض کنیم اثبات:

[(    )  (    )](   )  (    )(   )  (    )(   ) 
   (  )  (  )   

   (𝜆 )  (𝜇 )   



13 
 

 𝜆(   )  𝜇(   ) 
 (𝜆  𝜇)(   ) 

 به طوری که ،های متعامد یکه باشندماتریس       و         حال فرض کنیم

 بالامثلثی باشند. آنگاه ماتریس        و         های ماتریس

 یک ماتریس متعامد یکه است و داریم:             

  (    )  (   ) (    )(   ) 
 (     )(    )(   ) 
 (     ) (    ) 

       [
   8
   
8    

] 

 و

  (    )  (   ) (    )(   ) 
 (    ) (     ) 

       [
𝜇1    
   
8  𝜇   

] 

 بالامثلثی هستند. پس: ،هر دو ماتریس

  [(    )  (    )]  (     )  (     ) 

-اش میروی قطر اصلی  و   ی ماتریس حاصل جمع کرونکر یک ماتریس بالامثلثی با مقادیر ویژه

(     )باشد. قطر اصلی ماتریس  های ممکن مقادیر شامل تمام حاصل جمع (     ) 

 باشد.می  ی و مقادیر ویژه  ی ویژه

∎  

 

 


