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 �	��� %� &�'�(	�) .
+�
� 
� ���!� ��  �� %
��, #-�.�/ %0-���/
/ $����� �  
+�
� �	 ��/ 1�2 ���

 � ���� ��� ��!� #�� �	�3. . ���� ��4. �� �"�� ���.��
H	�  �
05�/ � ���� ��� ��! ���	 ⊂ �  6�

�	���� ��
���� 6��
� %�	��7�.  ���� 
�����
�� ��8�� �	�3. � ���� ��� ��! �� �   %�
.��7� 
����

%� ������ ���/���� 
���� 
/ %��, �	 	��79� �	���� ��
���� 6��
� 6� �� �� 	�)�
H	�  � ���� ��� ��! ��

 �
 ���� ⊂ �	  %0��
� ���5	��79� . ��� ����� ≤ 11 
���� ���5 
�� !� %
-����� � %� 
;���	�)  �

�6��
%� &�'�( �" �� �	���� ��
���� ���	�).  
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���
� �- 
������ ���� ������ 
� ���������� 
���������  ���!� ���� ��� �� "! �� #��$ 
��

%&' (���'��!� 
&��� . ������� 
&��� ��  ���!� 
&��� *+� �, %&' �-�� ./�� (�0�  
���� �,M  

�1�2� .�&. 3�4�  ����56 7' %&' 8��20 .�&�� (�0 7'  !��S1
�  / �1

� .  
:��� "!  -��'�� 7' ����' %��1

 � ;�<� 
�� 3�4� /� �!' ����– 
���� ������� ���� ��� .�&�� 
� '��  �, �1�, .��&  � ./�� "!

= � %&�,  �>��  ?�@��A #!�B��� ) ;D �� 
��' �  � = SO 	2, n� F�1�,
 ≥ 3 H .���D  
����

  ���� �50 ���2���    ��!�∘
     �,��	1, 
�∘    ��' ���I J� / %&' K/���� = SO	1, n�  �� 
�

;D  
 ≥ 3 H.���DH∘  �,��	1, 
 − 1�∘
   %&' K/���. ('
�5M ;D �, ;/�6'�� 7' �'  -�� � ;��,��' 
����  

�
�     N!�,�� ���� ��56 / ��2�� H� =  � ./�� "!OPOOOOO�2!�B ;�!�	�, ���� �, .��&  / "!��� "!� -  �'��/��

  �/� �������
�
�  F�1 7'  -! .���D H�1�, ��$��%&' %&�� ��!�	 ���  

 Q�'– "!��� "!� - �,  ���!� �'��/��  
�
�   '� ��$/ ����! H��   

  R-  "!
 ;D �'�, 
� ��'� ��$/ �   �>�� 8��S,  �,�� 	1, 
��! H �,  �� 	2, 
�  %&�@��A.  

 6�A 7'   ���� T�6
�
�  7' .��D %&�, ���� ��56 "!  � ./��� .��&  � �2$ �, �   / 2 ≤ dim 	�

�� 

�1�, ..���D J-U ���J� ��!�	%&7�'.  

 Q�'–   ���� ��56
�
�    ���!� "!��� J��  - ������� "!��� J� / H'��/��� -  '��/�� ���!V	.  

 R– ����,  	��  Ad�  / %&' .��<6 ���, "! ��56 �!7�   �� 
��  %&'��/�� ;D 
, %2�� ��'�� �'�M.    

 
���� ./���!7 �� �'�, ���W��Γ  7'��	1,2� �, '��/�� ������� "!��� "! X��Y�� Z�6 H��	1,2�∘
Γ

�  
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����� ��	  

 � Q!��=��� .3�U �!' �,  �/   ��	1,1�  / ��	2,2�  ���1�, .��& O�2!�B= ���'�=.[	  �'�,2 
 ≥H�       

,  �,  �>�� 8��S��	1, 
�  %&�@��A. �! �'�,3 
 ≥  H�    �,   �>�� 8��S,��	2, 
�  %&�@��A.  

�, ��.� 
��B�  -��'�� 
�5M \$�� �� %&' .�1 �<��� ���!7 ��� !"# 
�5M   -��'��  ���U 
,  


�  �  ����� �1�, .��& J�� %&' 
�6�!.  

 )).�&�� ������� ���� 
���� �� 7' .��D %&�,  .��& J��  � ./��� J�B��� R�> �, HS1
�  �!   �1

�  / "!


����  ���!� ����H &�@��A  �>�� %    ((.  

�]� �� �, 
���� ���, .�� ^�, #Y
� ��6��  ������� ���� ���  $ = �
�   ;D �� 
�� � "! J��  � ./�

 %&' .��& 
,H%��U �!'  
�  �����  ��! ./���!7���!�	 �  �1�, .��<6)  <1�	 #!�B= �, ( � /�6����.            

    ;'��0 �, 
��� ;�!�	 �!' ))
����  ��, .��,�� ������� ���� ��� (( 3/' (S6 �� 
� %&' (S6 /� (��1

 Z/� (S6 7��� ���� ���7��� ��	
���� H����  ��6�!V	 Z�N�� 
?'�' �, Z/� (S6 �� / %&' 
�1�� ���

 ��6�!V	 ;�!�	 �� / .�'� _�>�= ������� ���� ���� ��, �'�,% ≤ 11 
���� ���I 
�� 7'  ������� $ 

 � 
?'�'��1 � /"!�� � Q�`�= ;D �, '��/�� ������� ��� ;D  Y`' \$�� 
� ��1 &'# %&'.  
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 �	�
 ��� ��� ��� ��	
 �� �	�����.  

1.11.11.11.1     �� ��� �  ��! �� ��� �  ��! �� ��� �  ��! �� ��� �  ��!        

1.11.11.11.1....1111"��#$"��#$"��#$"��#$���; �. ���        

 �%� &�'�����$  ��!�( ��)�	 %*��! ��  ��! &� ��  �!�	   �	+,	-.*�/,�	*0 %�	� .+��� ���/
 1� .2 

 3�	4
 �5 .� 3�6
)  �1�2( → ) �2��1 (���:;<	= .*�/, �� 	 × 	  .� 	�3�	4
 

��1 � → �� 	  %�	� ���/
.  

 ��! &� �� %*�/
 �� %*��! �;�;>$ ��  ��!.  

�	?��	?��	?��	?�  :.*�/,1	
 	�(�, �)  @��(�, �)   @�(�) � �(�) �	?��� ��	
 ��! 3-� �� 1	
.  

�	?��	?��	?��	?�  : ��!�� 1	
��(�)   @SU(n) @ 	�(�, �)� �(�) ! ��3-� �;�;>$ �� 1	
.  

1.1.21.1.21.1.21.1.2"��#$"��#$"��#$"��#$���; �. ���        

%�*2 A�� 	   ��  ��! &� )�;�;>$ ( %�	� .  ��!����   ��	 ��� &� �� ��  ��! ) �;�;>$ (%*��!     	!�


�  �	+,	- &� ��  ��! ) �;�;>$ ( �� ��/� 3�	4
 �5 .� 3�6
 .2 %�	� .+����  .� 	 � ���/
�� .BC
 �
 

 DE*� ) &� �*#�  ���/
 1����� ( %�	�. 

%�*2 A��  � ��� &� ��  ��! .+6�  ��!	  %�	� @ 	4
5  �� ���/
 .
	4� �	+,	- &��  3�6
 .2 ���� ����

  �5 .��   � 3-� ��  ��! &�.F��� 11%*�
 ��
	/
 �:G ��	���� @.F��� �;�;>$  ��! 1%*�/
 1	 
 �
	/
 �:G ��	� 3-�. 

  



 ��� ��� :	
�	�
 ��� 
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1.1.31.1.31.1.31.1.3"��#$"��#$"��#$"��#$����; �. ���        

  %�*2 A��	1  �	2 �	� ��  ��! �� % .�E*� �+I��/
 &� �� �) �+I��J� ( ��!��� �� 1	
 	1  �	2  

�+I��/
 &� �� 3-� K�	�G   : 	1 → 	2   ���/
 .2 )����-�
	 (%�	� L�
.  

�	?��	?��	?��	?�  :3�	4
  : � → �1 ����� 	� ="#$  (%)   ��� �+I��/
 &� ��! �� 1	
 3-�.  

1.1.31.1.31.1.31.1.3"��#$"��#$"��#$"��#$���; �. &'�            

 %�*2 A��Ϝ %�	� ��%�� &� .��� &� �� ��E*� ��  (  	� ��%�� Ϝ 1����� 1	:� &� @	� ��%�� Ϝ   	�  ��/


 M�N[.,.]   .2 3-���  .F����
Ϝ -  %�	� �B,.  

  ���( 	� ��%�� Ϝ ��� &� �� .B���  	!�
 %*�	
 �� 1	
 %�	� 3-�� ���	�.  

 "��–  �
�	C$ �	� .B���:∀ *, + ∈ (, �*, +� = −�+, *� .  

 M–  ���2�' �	>$� :∀ *, +, / ∈ (, 0�*, +�, /1 + 0�+, /�, *1 + 0�/, *�, +1 =∘   

  �!�Ϝ  ��%�� 1	
�%G ��%�� 	� �C�C= 1	
�%G %�	� P;+I� @( Q�$�$ .� �� ��� &�  ��� &� 	� �C�C= ��

 �� P;+I�%*�	
.  

�B, 3�	4
  (() 4�5Ϝ ( → :75 )4�5Ϝ  : 1	:�1�����8 – �����+I��	
1 ( 3-�( "��#$ ��*0 

�����  

)1 -1           (                 ∀*, + ∈ (       ( 75* )(+) =  � * , + �  



 ��� ��� :	
�	�
 ��� 
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��0 .F��� .� 3�6
 .���2�
 1��� @3-� �B, ��� 1 * ∈ ( @75* .� 3�6
 *3-� �B, . ���� �B,

.���2 F��� .� 3�6
. R�� 1�� .S�+
 %
�        : (() 4�5Ϝ ∈ 75*  .  

A�� T�� %�*2)"�� (��� "��#$ �� %�	� ���U�� �� . T�� K��< ��� ��)M( 3-�� ��!� 3- �!� 	V*$�  

 ∀ *, +, / ∈ ( ; 0 / , � * , + �1 =  0 * , � / , + �1 + 0�/ , * �, + 1 .                                       

.B��� � W	� 13-�� �!� 3-� 	V*$� �!�  

)2 -1(          ∀ *, +, / ∈ ( ;  ( 75/ )� *, + � =  � * , ( 75/ )+ � + �(75/)*, + �.     

1.1.41.1.41.1.41.1.4"��#$"��#$"��#$"��#$����; �. �9�        

A��%�*2  (, :  ��� ��%�	� �� . �B, 3�	4
: ( → :   ;��� �+I��/
 &� �� 1	
��  %��	
���   	!�
  

)3 -1(                                 ;( �*, +�) =  � ;(*), ; (+)�                                                

��� �+I��/
 &� �� ��� �� ��� �+I��J� &� �� ��E*��� 1	
 3-�  � &� .� &� .2%�	� 	���.  

1.1.51.1.51.1.51.1.5 "��#$ "��#$ "��#$ "��#$�<�=; �. ���        

 %�*2 A��7 � > ��	:� ���1 ���  ��(  %*�	�..���2  �a, b �  �� "��#$ ��*0���   

)4 -1(                         �a, b � = span { � X , Y �: X ∈ a , Y ∈ b }    

 1	:� ���  : ��(  ��� ��� &� �5 ��3-�  �!�: ⊆ � : , :�   %�� ��!� 3-� �5 �5  

  : ⊆ � : , (� .  

 %�� �
 &� �5��� �� ���3-� .  



 ��� ��� :	
�	�
 ��� 
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 �� ���(  %*��! �;�5 	� �(	S�	� ���!�  � ( , (� =∘ .  

1.1.61.1.61.1.61.1.6 ��L! ��L! ��L! ��L!    ���; �. �H�        

     %�*2 A��(  � �� ��� &�7 � > %*�	� �5 �� ��� ��� ��@  	4
5  1	
	:� ���7⨁>, 7⋂>, �7, >�  ) [/�

 1����� 1	
	:� D�C+6� (  ��( ��� ���1	
  �5 ��3-� .  

�	?��	?��	?��	?� %�� �� ��	
 %�� �� ��	
 %�� �� ��	
 %�� �� ��	
 �5 �5 �5 �5:::: 

 "��–  { * ∶  � * , + � =∘   ∀ + ∈ ( } =   L2��= ( /(   

 M– 	�	S� �! �(, ( �  %�� &� �5(  3-�.  

 \–   %*
	� �� 1	
��� �+I��/
 �
 .+6
: →  (  :τ )  �*#�L"M N (  %�� &� �5: 3-�.  

1.21.21.21.2     ��  ��! �/G ��  ��! �/G ��  ��! �/G ��  ��! �/G        

1.2.11.2.11.2.11.2.1     "��#$ "��#$ "��#$ "��#$����; �. &H��        

 %�*2 A��	  �  ��! &�O %�	� .G�/S� &� .]0 �/G &� 	 �� O  3�	4
 &�  

                           :	 × O → O , (�, P) → �. P       Q 

  �
 1��� .2 3-�P ∈ O  � 	 �1, �2 ∈ : 

 "��- P .(�1�2)   =.(�2. P) �1  

 M -  ". P = P         

 3-�� �/G 	 �� O W	� %*
	� �� "��#$���. 



 ��� ��� :	
�	�
 ��� 

 

٨ 

 

  ��*2�%�*2 A�� 	  � ��  ��! &�O %�	� .*�/, &� . 3-�� �/G)]0( 	 �� O  ��D��	
 ���/
 �!� 

3�	4
W	� 1	
 ���/
 �	�% . ��� ��_� 	� �/G ]0  ��  ��!	 .*�/, ��  O �	2��-D����.  

 .*�/, O  �/G  ��/
 .����/
  ��! &� �� 	 �5�� &� @	- 	:�1 ) 3-�� 	� ]0( ���/
 ��  %��	
���.   

%�*2 A��  	 × O → O    1��� %�	� .+-��� �/G &�� ∈ 	  %�
� ���U    

)5 -1                                   ( �. P  )= P ( P → QR   O → O  ; : QR 

 	4
5  θR   ����� 	� �
	6
	/
 &�θRT1  -�%�	� ���/
  ��! �/G .0 �	*0 � 3 θR  ���� &��
	- 3-�.  

 "��#$ 	� �� 3-�� �/G &� ���$ ��  ���/
�. P�1    =P. �  	� � ��2 ��%�$ ]0 �/G &� .�� .�	`� a�

���/G &� ���$ ��2 ��%�$ 3-�� �/G &� .� �� ]0.  

  %�*2 A��	 × O → O   ��! �/G 	   .G�/S� ��O %�	� . 	4
5  

�
 1��� P ∈ O  .G�/S� @	. P = {�. P: � ∈ 	}  ��%� ��P   �/G .� 3�6
	 �� O%*��!.  

  .BC
 �� �
 1��� �!� %*��! 	���$ �� �/GP, U ∈ O  @� ∈ 	  .2 %�	� ����� �	*0�. P = U@ �*#�  ��%�

 �� .BC
 �
O @�-��- O 3-�.  

 1��� �
P ∈ O �5 �!	�	�  ��! @��*0 �� "��#$ ���  

)6-1                         (           .  = {� ∈ 	; �. P = P} 	V                                                    

 �/G	 × O → O  �b�� ��%*�	
�!� @ P ∈ O ∀ @�. P = P   	4
5 � = "  .  

 �/G	 × O → O � � ���5%*�	
 �!�  = { " }  	W ∀ P ∈ O ;  



 ��� ��� :	
�	�
 ��� 

 

٩ 

 

1��5�	�1��5�	�1��5�	�1��5�	�:  "��#$ ����	J�5 ��  %�� ��� �b�� �/G ���5 �/G �
3-�.  

 �	?� �	?� �	?� �	?�::::        

 "��) 	���$ �/G ( :  ��! �/G��(� + 1)   .*�/, ���X .  

 M)���5 �/G ( : ��  ��! �
 �/G	 a��, ��  � ���53-	���$.  

1.2.21.2.21.2.21.2.2      �- 1	
 �/G  �- 1	
 �/G  �- 1	
 �/G  �- 1	
 �/G����; �. &Y9�        

 %�*2 A��Z� O  �	� &�'�����$ 1	
	:�% .  3�	4
 : O → Z   �- ��%*�	
 �!� .G�/S� ��� �
 1��� 1

 ��`�  1L ⊆ Z @ �1(L).G�/S� ��� @  ��`� 1O %�	�.  

  %�*2 A��	 × O → O  %�	� .+-��� �/G &� . �/G	   �- ��%*�	
 �!�  3�	4
  

 	 × O → O × O , (�, P) → (�. P, P)   :θ %�	�  �-.  

1.2.31.2.31.2.31.2.3      ��L!  ��L!  ��L!  ��L!����; �. &Y9�        

 ��  ��! %�*2 A��	   .*�/, ��O  %*2 �/G .+-��� . .G�/S� ��� �
 1��� �!� 	V*$� �!� 3-�  �- �/G ���

  ��`�L ⊆ O@ .G�/S�= { � ∈ 	 ; (�. L)⋂L ≠ ∅}  	]  %�	�  ��`��5 �� .2  

 �. L = {�. ^ ;  ^ ∈ L} .  

1.2.41.2.41.2.41.2.4      ��L!  ��L!  ��L!  ��L!����; �. &Y_� 

 .+-��� �/G �
 1���	 × O → O �+/6U c�	, 3�	4
 @:O → O/	 π  3-� �	�.  

  



 ��� ��� :	
�	�
 ��� 

 

١٠ 

 

1.2.41.2.41.2.41.2.4     .�:U .�:U .�:U .�:U ) ) ) ).*�/,.*�/,.*�/,.*�/, �+/6U c�	, 1	
 �+/6U c�	, 1	
 �+/6U c�	, 1	
 �+/6U c�	, 1	
 ( ( ( (����; �. &Y_�        

 %�*2 A��	 × O → O ���/
 �/G &�� ���5 @  �-  ��  ��!	 ���/
 .*�/,�� O %�	�.  	4
5  1	:�

 1��%�O/	  %#� 	� &�'�����$ .*�/, &�  dim(O) − dim(	)  � 3-� ���/
 �	+,	- &� 1���� .
	4� 

3-�  3�	4
 �5 .� 3�6
 .2:O → O/	 π  d��e+-� &� 3-� ���/
.  

1.2.51.2.51.2.51.2.5    �4/
 1	
	:��4/
 1	
	:��4/
 1	
	:��4/
 1	
	:�����; �. &&��        

 ���/
 .*�/, &�	� � ���/
 �/G &�  ��  ��! 1	���$	 �5��@ &� 	-  �4/
 1	:�) �4/
 .*�/, (  %��	
  

�����.  

 %�*2 A��	  � ��  ��! &��  &�  ��! ���%�	� �5 �� . A�� %�*2	/� .+-%/
 ./
 .G�/S� ]0 1	


�  ��	 %�	� .	/� 	� ��  �#��f 3�	4
 	� .2 �+/6U c�	, 1'�����$ 	 → 	/�  :π gI`� �� ���

%/
 1	:�.+- ]0 1�	  .
	/�� .�� %*�	
.  

1.2.61.2.61.2.61.2.6     .�:U .�:U .�:U .�:U)))) �4/
 1	:� 3,	- �4/
 1	:� 3,	- �4/
 1	:� 3,	- �4/
 1	:� 3,	-(((( ����; �. &&'�        

 %�*2 A��	  � ��  ��! &��  %�	� �5 .+6� ��  ��!��� ..+-%/
 1	:� ]0 1�	/�  ���/
 �	+,	- &�

 �+/6U c�	, 3�	4
 �5 .� 3�6
 .2 ���� .
	4�	 → 	/�  :π ���/
 d��e+-� &� 3-�.  

 �/G	 × 	/� → 	/�K��< .� .2 @  �1.(�2�) = (�1�2)��� "��#$ ���	/� &� .� �� 

 	- �� ��%�$ �4/
 1	:�%*2.  

  


