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مقدمه

نامه پایان این در می�باشد. ریاضیات در مباحث پیچیده�ترین و مهم�ترین از یکی فوریه فضاي
که توابعπ-شعاعی معرفی با سپس و می�پردازیم ابرگروه��ها ویژگی�هاي تعریفو بیان به ابتدا
ابرگروه�هاي از نوع یک هستند. π(f) = f همواره که خاصیت این با توابع از خاصی نوع
ساختچنین روند تفصیل به دوم فصل در که توصیفمی�کنیم را کروي ابرگروه نام به جدید
جدید رده این از استفاده با π∆و تابع معرفی با سپس است. شده اثبات و بیان ابرگروه�هایی
و می�پردازیم فراکروي ابرگروه�هاي نام به ابرگروه�ها از دیگري رده ساخت به سوم فصل در
پیش می�رسد. پایان به فراکروي و کروي ابرگروه�هاي فضاي�فوریه بیان با فصل این سرانجام
است شده بحث ریاضیدانان توسط ابرگروه�ها از دیگري رده�هاي براي فوریه فضاي این از
فوریه فضاي و [25] در V erm توسط فشرده ابرگروه�هاي براي فوریه فضاي مثال به�عنوان
اشتیلیس فوریه مانند جبرها سایر و [17] Mizonyدر توسط دوهمدسته ابرگروه�هاي براي
شده�اند.و مطالعه [5] در Cohen,Michele توسط آزاد گروه�هاي براي جبرفون�نویمن و
نامه پایان این می�گیرند. قرار بحث مورد چهارم فصل در فوریه فضاي ضرب�گرهاي سرانجام

می�باشد: زیر مقالات از برگرفته
1-V.Muruganandam, Fourier algebra of a hypergroup – II. Spher-

ical hypergroups , Math. Nachr. 281, No. 11, 1590-1603 (2008).

2- E. Damek and F. Ricci, Harmonic analysis on solvable ex-

2



tensions of H-type groups, J. Geom. Anal. 2, No. 3, 213–248

(1992).
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1 فصل

نیازها وپیش اولیه مفاهیم
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نمادگذاري 1.1

می�کنیم، بیان را مقاله این در استفاده مورد نمادهاي خلاصه و اجمالی بخشبه�صورت دراین
می�شوند. ارائه اولیه مفاهیم بخش در ناآشنا و جدید مفاهیم

M(X)..............................Xفضايتوپولوژیک مختلطبر اندازه�هايرادون تمام مجموعه
Cc(X)..........Xفضايهاوسدورف بر محملفشرده با پیوسته مختلطمقدار توابع فضايهمه
Cb(X) ......................................Xفضايهاوسدورف بر کراندار پیوسته توابع باناخ فضاي
M+(X)..........................................................M(X) نامنفیدر هاي اندازه همه مجموعه
Mc(X)................................................M(X) در محملفشرده هايبا اندازه همه مجموعه
suppµ.......................................................................................................µ اندازه محمل
suppf .........................................................................................................f تابع محمل
X∗....................................................................................................X باناخ فضاي دوگان
BL(X)................................................X Xبه باناخ فضاي از کراندار فضايتوابعخطیو
C......................................................................................................مختلط اعداد مجموعه
R...................................................................................................... حقیقی اعداد مجموعه
R+...........................................................................................حقیقیمثبت اعداد مجموعه
Z...................................................................................................... اعدادصحیح مجموعه
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اولیه مفاهیم
را آتی فصل�هاي در کاربردي و نیاز مورد قضایاي و لم�ها تعاریف، از بعضی بخش، این در
می�کنیم. صرف�نظر امکان حد تا مقدماتی قضایاي و لم تعاریف، آوردن از و می�کنیم ذکر

اندازه�ها 2.1

یک است. X بر جبر -σیکM و ناتهی مجموعه یک X کنید فرض .1.2.1 تعریف
دنباله�اي {En}∞n=۱ اگر به�طوري�که است، µ : M −→ مانند[∞,۰] تابعی X بر اندازه

آن�گاه، Mباشد در هم از جدا دو به دو ازمجموعه�هاي
µ(∅) = ۰(۱

.µ(∪∞
n=۱En) =

∑∞
n=۱ µ(En)(۲

X روي شده تعریف جبر -σ M و ناتهی مجموعه یک X کنید فرض .2.2.1 تعریف
گوییم. 1 پذیر اندازه فضاي (X,M) زوج به است.

بر 2 علامت�دار اندازه یک است. اندازه�پذیر فضاي (X,M)کنید فرض .3.2.1 تعریف
به�طوري�که، است. µ :M → [−∞,+∞] مانند تابعی آن

.µ(∅) = ۰(۱
1Measurable
2Signed
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می�پذیرد. ∞−را ∞+و مقادیر از یکی فقط µ(۲
آن�گاه، Mباشد در هم از جدا دو دوبه ازمجموعه�هاي دنباله�اي {En}∞n=۱ اگر (۳

مطلق به�طور اخیر جمع باشد کراندار µ(∪∞
n=۱En) اگر و µ(∪∞

n=۱En) =
∑∞

n=۱ µ(En)

تعریف1.2.1 در شده بیان اندازه است. علامت�دار یکاندازه اندازه� هر بنابراین است. همگرا
می�نامیم. مثبت اندازه را

µ :M → Cنگاشت (X,M) پذیر اندازه فضاي بر مختلط3 یکاندازه تعریف4.2.1.
Mباشد در مجزا ازمجموعه�هاي دنباله�اي {En}∞n=۱ اگر و µ(∅) = ۰ که طوري به است

است. همگرا مطلق به�طور سري آن در که ،µ(∪∞
n=۱En) =

∑∞
n=۱ µ(En) آن�گاه،

اندازه�ها از دیگري نوع اگر و می�گوییم اندازه مختلط اندازه�هاي به مقاله این پسدر این از
می�شود. بیان صراحتاً باشد نظر مورد

توپولوژي است. موضعیفشرده Xیکفضايهاوسدورفبه�طور فرضکنید تعریف5.2.1.
C+

c (X) به متعلق f هر ازاي به به�طوري�که است توپولوژي M+(X)ضعیف�ترین بر کُن4
هستند. پیوسته µ 7−→ µ(X)نگاشت و µ 7−→

∫
X fdµنگاشت

فشرده X اگر تنها و اگر است یکی ∗ ضعیف توپولوژي با کُن توپولوژي .6.2.1 قضیه
باشد.

کنید. رجوع [15] به برهان.

توسطمجموعه�هاي تولیدشده σ-جبر Xفضايتوپولوژیکاست. فرضکنید تعریف7.2.1.
می�نامند. بورل5 مجموعه�هاي σ-جبر Xرا باز

6می�نامیم. بورل اندازه یک را بورل σ-جبر بر تعریفشده اندازه هر .8.2.1 تعریف
3Complex
4Cone
5Borel
6Borel measure
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مجموعه�هاي جبر -σ ،β Xیکفضايتوپولوژیکهاوسدورفو فرضکنید تعریف9.2.1.
برقرار زیر شرایط اگر گوییم، 7 منظم µرا : β −→ [۰,∞] بورل مثبتو اندازه است. بورل

باشد:
. µ(K) <∞ ،K فشرده مجموعه هر ازاي به (1

آن�گاه، Xباشد از بورل مجموعه Bیکزیر اگر (2

µ(B) = inf{µ(U) : B ⊂ U,است باز U}.

آن�گاه، Xباشد باز مجموعه یکزیر U اگر (3

µ(U) = sup{µ(K) : K ⊂ U,است فشرده K}.

نوشت µ = µ+ − µ− به�صورت می�توان را µ علامت�دار بورل اندازه هر .10.2.1 تذکر
منظم µ− و µ+هرگاه می�نامیم منظم را µ مثبتهستند. بورل اندازه�هاي µ− و µ+ آن در که

باشند.

که نوشت µ = µr + iµi صورت به توان می را µمختلط بورل اندازه .11.2.1 تعریف
و µi هرگاه می�نامیم منظم را µمختلط اندازه هستند. علامت�دار اندازه�هاي µi و µr آن در

می�نامیم. رادون8 اندازه یک را منظم مختلط بورل اندازه هر باشند. منظم µr

µ ∈M(X)مثبت اندازه باشد. توپولوژیک Xیکفضاي فرضکنید .12.2.1 تعریف
X روي احتمال اندازه�هاي همه فضاي .µ(X) = ۱ هرگاه می�نامیم، احتمال9 اندازه یک را

می�دهیم. Mنشان ۱(X) با را ضعیف توپولوژي به مجهز

اینصورت در M(X)باشد. به µمتعلق توپولوژیکو Xفضاي فرضکنید .13.2.1 قضیه
باشد باز V اگر و µ(Ec) = ۰ که دارد وجود E مانند X از بسته�اي یکتاي زیرمجموعه

7Regular
8 Radon measure
9 Probability measure
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است. µ(E ∩ V ) > ۰ آن�گاه (E ∩ V ) ̸= ∅ به�طوري�که

کنید. رجوع به[1] برهان.

و نامیم می µ 10 محمل را فوق قضیه در آمده Eبه�دست یکتاي مجموعه .14.2.1 تعریف
می�دهیم. نشان supp(µ) نماد با

می�شود، تعریف زیر به�صورت x نقطه دیراكدر اندازه .15.2.1 تعریف

δx(E) =

 ۱ x ∈ E

۰ x /∈ E

.E ⊆ X آن در که

چپ هار استیکاندازه فشرده موضعی طور به Gیکگروه فرضکنید تعریف16.2.1.
یعنی باشد. 11 پایايچپ که رويGاست µ ناصفر رادون اندازه ،( هار اندازه اختصار به (یا

. µ(xE) = µ(E) باشیم داشته x ∈ G هر Eو بورل مجموعه هر ازاي به

باشد. تابع یک f : X → C و توپولوژیکاست Xفضاي فرضکنید .17.2.1 تعریف
نشان supp(f) با و می�نامیم،� 12 fمحمل را {x ∈ X : f(x) ̸= ۰} مجموعه بستار

می�دهیم.

نقطه هر هرگاه گوییم فشرده13 موضعی به�طور توپولوژیکرا یکفضاي .18.2.1 تعریف
باشد. فشرده همسایگی داراي آن از

مجموعه است. موضعیفشرده طور Xیکفضايهاوسدورفبه فرضکنید .19.2.1 نماد
محمل که C(X) به متعلق توابع مجموعه و C(X) با را X بر پیوسته مقدار مختلط توابع

10Support
11Left invariant
12support
13Locally compact
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را می�شوند نهایتصفر بی در C(X)که به متعلق توابع مجموعه Cc(X)و با را دارند فشرده
ازاي به هرگاه می�شود،� بی�نهایتصفر در f : X −→ C (گوییم می�دهیم نشان C۰(X) با
،x ∈ X −E هر ازاي به که به�طوري باشد Eموجود ⊆ X فشرده زیرمجموعه ϵ > ۰ هر

.( |f(x)| < ϵ

باناخ جبرهاي 3.1

ضابطه χUبا
مشخصه14 تابع Uباشد. ⊂ X و Xیکمجموعه فرضکنید تعریف1.3.1.

می�شود: تعریف زیر

χU(x) =

 ۱ x ∈ U

۰ x /∈ U.

به�ازاي است. آن زیرفضاي یک N و برداري فضاي یک X کنید فرض .2.3.1 تعریف
این .π(x) = x+N یعنی باشد xشاملN از یکهم�دسته π(x) فرضکنید x ∈ X هر
N پیمانه Xبه قسمتی فضايخارج آن�را که می�آورند پدید را برداري یکفضاي هم�دسته�ها
x, y ∈ X هر به�ازاي فضا این اسکالر ضرب و جمع می�دهیم. نمایش X

N
نماد با و می�نامیم

می�شود، تعریف زیر به�صورت α اسکالر هر و

π(x) + π(y) = π(x+ y) و απ(x) = π(αx).

مجموعه است. آن از بسته Nیکزیرفضاي Xو Cیکتوپولوژيروي که فرضکنید حال
یکتوپولوژي CN نمایشمی�دهیم. CN با را است π−۱(E) ∈ C که Eهایی ⊆ X

N
همه

نسبت درحقیقتEرا می�نامیم. قسمتی15 خارج توپولوژي را آن و تعریفمی�کند X
N

روي
باشد. باز C به نسبت π−۱(E) اگر تنها و اگر است، باز CN به

14Character
15 Quotient topolpgy
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همه گردایه K(X) و فشرده موضعی به�طور فضاي یک X کنیم فرض .3.3.1 تعریف
می�دهیم، Xقرار Bزیرمجموعه Aو هر به�ازاي Xاست. از ناتهی و فشرده زیرمجموعه�هاي

KA(B) = {C ∈ K(X) : C ∩ A ̸= ∅, C ⊂ B}.

را {K
U
(V ) : باز U, V ⊆ X} پایه زیر توسط شده تولید توپولوژي دراینصورت

می�نامیم. مایکل16 توپولوژي

است. مایکل توپولوژي به K(X)مجهز فرضمی�کنیم همواره بعد به این از .4.3.1 تذکر

بر چپ هار اندازه یک λ و فشرده موضعی به�طور یکگروه G کنید فرض .5.3.1 قضیه
بورل مجموعه هر ازاي به که است موجود ∆چنان : G → (۰,∞) پیوسته تابع Gاست.

. λ(Ex) = ∆(x)λ(E) داریم، x ∈ G Eو ⊆ G

کنید. رجوع [12] به برهان.

Gمی�نامیم. 17 مدولار تابع را قبل قضیه در آمده ∆بدست تابع .6.3.1 تعریف

.∆ ≡ ۱ هرگاه نامیم 18 یکه مدولار Gرا .7.3.1 تعریف

هستند. یکه مدولار فشرده گروه�هاي .8.3.1 لم

.[12] به کنید رجوع برهان.
19 پیش�دوگان ∗Mرا باناخ فضاي است. باناخ Mیکفضاي فرضکنید .9.3.1 تعریف

.(M∗)
∗ ∼= M هرگاه Mمی�نامیم

16Michael topology
17Modular
18unimodular
19 Predual
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است. باز نگاشت قضیه از نتیجه�اي ذیل گزاره

خطی، پیوسته،� Λ : X −→ Y و باشند باناخ فضاهاي X, Y اگر .10.3.1 گزاره
x ∈ X هر به�ازاي که می�شوند یافت b و a حقیقی اعداد آن�گاه باشد، پوشا و یک�به�یک

داریم،

a ∥ x ∥≤∥ Λ(x) ∥≤ b ∥ x ∥ .

کنید. رجوع [22] به برهان.

B به A از همریختی20 یک هستند. باناخ جبرهاي B و A کنید فرض .11.3.1 تعریف
به متعلق y و x هر ازاي به که به�طوري است،� ϕ : A −→ B کراندار خطی نگاشت یک

.ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) Aداریم،

یکهمریختی جبرجابجاییAعبارتاستاز بر مشخصه یا یککاراکتر تعریف12.3.1.
می�دهیم. نشان Ω(A) با را �A مشخصه�هاي تمام مجموعه .f : A −→ C ناصفر

مزدوج نگاشت A روي بازگشت21 یک است. جبر یک A کنیم فرض .13.3.1 تعریف
.(ab)∗ = b∗a∗ و a∗∗ = a که است a 7−→ a∗ خطی

گوییم. ∗-جبر را (A, ∗) زوج
می�نامیم. باناخ یک∗-جبر را کامل نرم با یک∗-جبر

باشیم: Aداشته به متعلق a هر براي که Aاست مانند باناخ جبر یک∗ جبر -C∗ یک

∥ a∗a ∥=∥ a ∥۲ .
20Homeomorphism
21 Involution
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µ ∈ M(X) و ۱ ≤ p < ∞ و توپولوژیک فضاي X کنید فرض .14.3.1 تعریف
می�دهیم، قرار است.

Ω = {f : X −→ C :
∫
| f |p dµ <∞}.∫

| f − g |p dµ = ۰ اگر تنها و اگر f ∼ g می�شود: بیان زیر فرم به ارزي هم رابطه و
.f = g(a.e) اگر تنها و اگر

دیگر، به�عبارت می�نامیم Lp فضاي را ارزي هم رده�هاي همه فضاي آن�گاه

Lp(X,µ) = {[f ] : f ∈ Ω}.

می�دهیم. نشان f با را [f ] راحتی براي
است. باناخ فضاي می�شود، تعریف زیر صورت به که ∥.∥p نرم با Lp(X,µ)

∥f∥p = (
∫
|f(x)|pdµ(x))

۱
p (۱ ≤ p <∞)

می�دهیم. نشان Lp(X) نماد با را Lp(X,µ) راحتی براي

کراندار و خطی تبدیل است. مختلط نرم�دار Xیکفضاي فرضکنید .15.3.1 تعریف
Xرا روي خطی تابعک�هاي همه گردایه گویند. 22 تابعکخطی یک را T : X −→ C

Xمی�نامیم. 23 دوگان را آن و می�دهیم ∗Xنشان با

مشخصه�هاي همه Ω(A)مجموعه فرضکنیدAیکجبرباناخجابجاییو تعریف16.3.1.
می�کنیم: تعریف را زیر Aتبدیل به متعلق a هر براي Aاست.

â : Ω(A) −→ C

T 7−→ T (a)

22 Linear functional
23Dual
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می�نامیم. a24 گلفاند تبدیل را â

ندارد. غیربدیهی پوچ ایده�آل هیچ که است 25جبري جبرنیم�ساده .17.3.1 تعریف

یک در مشمول آن بسته سره ایده�آل هر اگر است، باناخAتاوبري26 جبر .18.3.1 تعریف
در دارند فشرده محمل که آن از عناصري اگر یا باشد. مدولار دوسویی ماکسیمال آل ایده

باشند. چگال آن

ساده نیم هرگاه 27نامیم،� منظم را A است. باناخ جبر یک A کنید فرض .19.3.1 تعریف
داشته وجود a ∈ A �، p /∈ B که p ∈ Ω(A) هر و بسته B ⊆ Ω(A) هر ازاي به و باشد

.â(f) = ۰ �، f ∈ B هر ازاي به و . â(p) ̸= ۰ که به�طوري باشد

از زیرجبر C و فشرده) موضعی طور به گروه (یا باناخ جبر A کنید فرض .20.3.1 قضیه
،Ω(A) توي به A از طبیعی گر تصویر باشد. A نقاط جداکننده قویاً C اگر است. C۰(A)

است. Ω(A) بسته یکزیرمجموعه روي Aبه از یکیکریختی

کنید. رجوع [21] از 3.2.4 قضیه به برهان.

A ⊆ K(X) و فشرده موضعی طور به هاوسدورف فرضکنیدXیکفضاي .21.3.1 لم
X Aیکافراز عبارتدیگر (به هستند هم از اعضايAجدا ∪و

A∈AA = X که به�طوري
است، برقرار زیر شرایط این�صورت در است. طبیعی28 تصویرگر π : X −→ A و است)

است. Aبرابر بر نسبی توپولوژي Aبا بر قسمتی خارج توپولوژي (1
Aاست. Xبه از باز نگاشت π (2

است. فشرده موضعی طور به هاوسدورف Aیکفضاي (3
24Gelfand transform
25 Semisimple algebra
26Tauberian
27Regular
28 Natural projector

11



کنید. رجوع [15] از 13.1 بخش به برهان.

ابرگروه 4.1

نامیده Canvo آنجا در که است [15] مقاله در 29 ابرگروه تعریف از برگرفته زیر تعریف
می�شود.

است، ناتهی و فشرده موضعی هاوسدورفبه�طور Kیکفضاي فرضکنید تعریف1.4.1.
می�شود، نامیده ابرگروه یک کند، صدق زیر Kدرشرایط � اگر

فضاي به�طوري�که است، M(K)موجود بر پیچشمی�نامیم) آن�را (که دوتایی∗ عمل (H۱

، K به متعلق y و x هر ازاي به به�علاوه می�کند. جبر یک به تبدیل را M(K) برداري
توي به K × K از (x, y) 7−→ δx ∗ δy نگاشت و است احتمال اندازه یک δx ∗ δy

است. Mپیوسته ۱(K)

Kداریم، در x هر ازاي به به�طوري�که دارد Kوجود در e عنصر (H۲

δe ∗ δx = δx ∗ δe = δx.

در که دارد وجود ( می�نامیم بازگشت را آن K(که Kبه از x 7−→ x̌ همانریختی (H۳

می�کند، صدق زیر شرایط
.ˇ̌x = x همواره x ∈ K هر ازاي به (1
تعریفشود، زیر به�صورت µ̌ اگر (2∫

K f(x)d(µ̌(x)) =
∫
K f(x̌)dµ(x) (f ∈ Cc(K))

آن�گاه،

(δx ∗ δy )̌ = δy̌ ∗ δx̌. (x, y ∈ K).
29Hypergroup
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.y = x̌ اگر تنها و اگر e ∈ supp(δx ∗ δy) (3
است. فشرده supp(δx ∗ δy) ،x, y ∈ K هر ازاي به (H۴

است. K(K)پیوسته توي Kبه ×K از (x, y) 7−→ supp(δx ∗ δy)نگاشت علاوه به

براي است. فرد به منحصر فوق تعریف در H۲ شرط در شده ذکر e عنصر .2.4.1 تذکر
صدق شده ذکر شرایط در که باشد داشته وجود e۱ عنصر و نباشد یکتا e کنیم فرض اثبات
.e = e۱ پس δe = δe۱ درنتیجه δe ∗ δe۱ = δe۱ و δe ∗ δe۱ = δe صورت این در می�کند

براي است. فرد به منحصر فوق تعریف H۳ شرط در شده ذکر بازگشت .3.4.1 تذکر
این�صورت در صدق�کنند ذکرشده شرط در x 7−→ x̃ و x 7−→ x̌ کنیم فرض اثبات

.x̃ = x̌ نتیجه در و e ∈ supp(δx ∗ δx̃)

،K پایايچپmبر رادون یکاندازه است. Kیکابرگروه فرضکنید .4.4.1 تعریف
داریم، x ∈ K هر ازاي به واقع در می�شود. نامیده چپ هار اندازه

δx ∗m = m.

اندازه داراي پایان�نامه این در شده بحث ابرگروه�هاي می�کنیم فرض همواره .5.4.1 تذکر
می�دهیم. mنشان با را اندازه این و باشند چپ هار

قرار K بر f پیوسته تابع هر براي است. ابرگروه یک K کنید فرض .6.4.1 تعریف
می�دهیم،

f(x ∗ y) = ⟨f, δx ∗ δy⟩ =
∫
K f(z)d(δx ∗ δy)(z) (x, y ∈ K).

به آن�گاه باشد Kپیوسته بر f تابع اگر است. ابرگروه Kیک فرضکنید .7.4.1 تعریف
تعریف زیر به�صورت که می�دهیم، نشان xf با را x توسط f چپ انتقال x ∈ K هر ازاي

می�شود،
13



xf(y) = f(x ∗ y) =
∫
K f(z)d(δx ∗ δy)(z).

که داریم ν و µ اندازه دو و است فشرده موضعی طور به Gگروه فرضکنید .8.4.1 قضیه
. µ = ν دراینصورت است. ∫ fdµ =

∫
fdν ،f ∈ Cc(G) هر ازاي به

کنید. رجوع [13] به برهان.

است آن گروهی حالت معادل ریتس نمایش یکتایی قضیه ابرگروهی حالت کنید توجه
است. شده بیان [4] در و

زیر بازگشت و پیچش با همراه L۱(K) است. ابرگروه Kیک کنید فرض .9.4.1 تذکر
است. باناخ جبر یک∗

f ∗ g(x) =
∫
f(x ∗ y)g(y̌)dy.

f ∗(x) = ∆(x̌)f(x̌).

.[4] است x ∈ K و g, f ∈ L۱(K) آن در که

دهیم قرار g ∈ Cc(K) براي اگر است. ابرگروه Kیک فرضکنید .10.4.1 تعریف

g̃(x) = g(x̌)

داریم: f ∗ gتعریف طبق آن�گاه

f ∗ g̃(x) =
∫
K f(x ∗ y)g(y)dm(y) (f, g ∈ Cc(K))

براي اگر می�شود. نامیده 30 معین Kمثبت ابرگروه بر ϕ پیوسته تابع یک .11.4.1 تعریف
در x۱, x۲, ..., xn و α۱, α۲, ..., αn مختلط اعداد از انتخاب هر براي و n صحیح عدد هر

باشیم: Kداشته
30Positive definite
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