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Let R be a ring, M be a left R-module and RSpec M( ) be the collection of all prime 
submodules of M. In this dissertation, we study a generalization of the Zariski topology of 
rings to modules and call it classical Zariski topology of modules. Also we investigate this 
topological space from the point of view of spectral spaces. 
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در سـال   . خواص فضاهاي طیفی اختصـاص داد  بررسیاش را به  هاي مقاله یکی از بخش] 12[ 1، هاکستر1969در سال 

هـاي اول از   زیرمـدول   اي دربـاره  مقالـه ] 14[ 3لـو  ،1984 در سـال  .ارائـه داد هاي اول  اي با عنوان مدول مقاله ]8[ 2دانز ،1978

، 1997در سـال  . هـاي اول و برخـی از کاربردهـاي آن بـود     هاي مفید زیرمـدول  هدف این مقاله معرفی ویژگی. ها ارائه داد مدول

ي  تعریف کردنـد و بـا در نظـر گـرفتن مجموعـه      هاي یک مدول براي زیرمدول اي را واریته] 18[ 6و  اسمیت 5، مور4کاسلند مک

هاي بسته نشان دادند که اگر ایـن گردایـه نسـبت بـه اجتمـاع       ي زیرمجموعه هاي یک مدول به عنوان گردایه ي زیرمدول واریته

Specگاه یک توپولوژي روي متناهی بسته باشد آن M( توپولـوژي زاریسـکی روي طیـف اول مـدول     شـود کـه آن را    القا می (

براي رفع ایـن مشـکل   ] 16[، لو 1999سال در . قابل تعریف نیستها  مدولاول تمام طیف  روي ماًلزو اما این توپولوژي. نامیدند

را   هـا بیـان کـرد و آن    مـدول تمـام  ي را روي طیـف اول  دیگرهاي یک مدول، توپولوژي  اي جدید براي زیرمدول با تعریف واریته

Specتوپولوژي زاریسکی روي M(   .نامید  (

هاي چـپ و یکـانی    ها نیز مدول جایی و تمامی مدول جابه ماًدار و نه لزو پذیر، یک ها همواره شرکت نامه حلقه پایان ایندر 

 را از جبـر و توپولـوژي بیـان    مقدماتی باشد که در فصل اول مفاهیم فصل می چهارنامه مشتمل بر  پایانهمچنین این . باشند می

ضـمن معرفـی    در فصـل سـوم  . پـردازیم  ها می اول را تعریف کرده و به بررسی آن و نیمهاي اول  زیرمدول در فصل دوم. کنیم می

کـرده و برخـی از    مطالعـه ي متفاوت روي طیـف اول مـدول، توپولـوژي زاریسـکی کلاسـیک را بـراي یـک مـدول         اه توپولوژي

را از دیـدگاه   کتوپولوژی ـفضـاي  ایـن   چهارمدر نهایت در فصل . دهیم هاي توپولوژیکی را براي آن مورد بررسی قرار می خاصیت

    . استفاده شده است ]16[و ] 5[، ]4[ نامه از منابع در تنظیم این پایان .مورد بررسی قرار خواهیم داد طیفیفضاهاي 
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بررسـی  مـورد   را گیرنـد  هاي بعدي مورد استفاده قرار می در این فصل برخی از مفاهیم جبري و توپولوژیکی که در فصل

  .دهیم قرار می

R ،IJاز  Jو  Iآل  گوییم اگر براي هر ایده اول آل ایدهرا یک  Rي  از حلقه P ي آل سره ایده.  1.1 تعریف P⊆   ایجـاب کنـد

I P⊆ یاJ P⊆ .اگر{ جـایی باشـد،    اي جابـه  حلقه Rاگر . نامیم می اولرا  Rي  گاه حلقه باشد آن Rي  آل اول حلقه ایده 0{

r,آلی اول است اگر براي ایده Pي  آل سره ایده s R∈ ،rs P∈ ایجاب کند s P∈یاr P∈                                                .  

Specرا با Rي  هاي اول حلقه آل ي تمام ایده مجموعه R( را  Iي  ، واریتهRاز  Iآل  همچنین براي ایده. دهیم نشان می (

  کنیم صورت زیر تعریف می به

.( ) { }( ) :V I P Spec R I P= ∈ ⊆  

را برابر با سوپریمم طول تمام زنجیرهـاي   R ي  بعد حلقهصورت   در این. باشد جایی ي جابه یک حلقه Rفرض کنید .  2.1تذکر 

Specدر R(   .دهیم نشان می R(dim(را با   کنیم و آن تعریف می (

  .آل غیربدیهی نداشته باشد گوییم اگر ایدهساده  را R ي حلقه.  3.1تعریف 

}، R ساده مانند ي حلقهدر یک  . 4.1 تذکر   . آلی اول است ایده 0{

}که طوري بهباشند،  R ي حلقه هایی از آل ایدهJ و  Iفرض کنید .  برهان }IJ ⊆ در این صورت از سـاده بـودن حلقـه نتیجـه     . 0

}یا Jو  I آل هر یک از دو ایده شود که می Iاگر .Rهستند یا  0{ J R= 2گاه آن، = { }R RR R= = =  تنـاقض ایـن  ، که 0

}بنابراین .است }I = }یا 0 }J = }رو  ایناز  .0                                                                                                       + .است R ي ي ساده حلقهی اول از آل ایده 0{

.                                                                                                  ندا هاي زیر معادل صورت گزاره  در این. باشد Rي  آل سره از حلقه یک ایده Pفرض کنید ]) . 3.1 ,10. [ك.ر( 5.1 گزاره

)1 (P آلی اول است ایده                                                                                                                            .                

IJگاه باشند، آن Pطور سره شامل  و به Rي  هایی از حلقه آل ایده Jو  Iاگر ) 2( P⊆                                                                                          .

)3 (R/P اي اول است حلقه.                                                                                                                    

IJکه طوري باشند به Rي  هایی راست از حلقه آل ایده Jو  Iاگر ) 4( P⊆گاه ، آنI P⊆ یاJ P⊆                                                                                          .

IJکه طوري به باشند Rي  هایی چپ از حلقه آل ایده Jو  Iاگر ) 5( P⊆گاه ، آنI P⊆ یاJ P⊆        .                                                                                  

x,براي) 6( y R∈،xRy P⊆ y ایجاب کند   P∈یاx P∈ .  
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Iرا بـا  Iهـاي اول شـامل    آل اشتراك تمـام ایـده  . باشد Rآلی از  ایده Iجایی و  ي جابه یک حلقه Rفرض کنید .  6.1 تعریف

کنـیم  گاه تعریـف مـی   تهی باشد آن Iهاي اول شامل  آل ي تمام ایده اگر مجموعه .نامیم می I آل ایده رادیکالرا   نشان داده و آن

I R= . هاي اول  آل اشتراك تمام ایدههمچنینR  ي  حلقه پوچرادیکال راR را با  گوییم و آن N R(   . دهیم نشان می(

  گاه باشد آن Rجایی  ي جابه آلی از حلقه ایده Iاگر  ]) .Chap.8, 2.6 ,13. [ك.ر( 7.1 گزاره 

nبراي {. > 0، { : nr RI Ir= ∈ ∈  

 رادیکـال ژاکوبسـون  را  R ماکسـیمال  )راسـت (چـپ   هاي آل ایده تمام اشتراك. یک حلقه باشد Rفرض کنید .  8.1 تعریف

J را با  گوییم و آن Rي  حلقه R(   .دهیم نشان می(

. هـاي اول باشـد   آل از ایـده  اي خـانواده  گوییم اگر برابـر بـا اشـتراك    اول آل نیم ایدهرا یک  Rي  از حلقه Iآل  ایده.  9.1 تعریف

}همچنین اگر   .نامیم می اول نیمگاه حلقه را  باشد آن Rي  اول از حلقه آلی نیم ایده 0{

xاول است اگـر و تنهـا اگـر بـراي     آل نیم یک ایده Rي  از حلقه Iآل  ایده]) . 3.7 ,10. [ك.ر( 10.1 گزاره R∈ ،xRx I⊆ 

xایجاب کند I∈.  

.                                                                                               ندا هاي زیر معادل صورت گزاره  در این. باشد Rي  آل از حلقه یک ایده Iفرض کنید ]) . ,10 3.8. [ك.ر( 11.1 گزاره

)1 (I اول است آلی نیم ایده                                                                                                                            .                

2Jکه طوري باشد به Rي  آلی از حلقه ایده Jاگر ) 2( I⊆گاه ، آنJ I⊆                                                                                               .

2Jگاه باشد، آن Iامل طور سره ش هو ب Rي  آلی از حلقه ایده Jاگر ) 3( I⊆                                                                                                                            .

2Jکه طوري باشد به Rي  آلی راست از حلقه ایده Jاگر ) 4( I⊆ ،گاه آنJ I⊆                                                                                                   .

2Jکه طوري باشد به Rي  آلی چپ از حلقه ایده Jاگر ) 5( I⊆گاه ، آنJ I⊆.  

از ) نزولـی (گـوییم اگـر هـر زنجیـر صـعودي      ) آرتینـی ( نـوتري را  M. باشـد  مـدول  -Rیـک   Mفرض کنید  . 12.1 تعریف

1مانند Mهاي  زیرمدول 2M M⊆ ⊆K )1 2M M⊇ ⊇K (به عبارت دیگر عددي طبیعـی ماننـد   . سرانجام متوقف شود

n  موجود باشد که براي هرi ، i n≥داشته باشیمi nM M=.  



  5  »نیاز مقدمه و پیش«:  1فصلِ 

  

نوتري است اگـر و تنهـا    Mدر این صورت . باشد M مدول -Rیک زیرمدول از  Nفرض کنید  ]) .1.2 ,10[ .ك.ر( 13.1 گزاره

Mو Nاگر  N/ نوتري باشند .  

  . نوتري است مدول -Rهاي نوتري، یک   مدول -Rهر جمع مستقیم متناهی از  ]) .1.3 ,10[ .ك.ر( 14.1 گزاره

1K، K، nKو همچنین  مدول -Rیک  Mفرض کنید .  15.1 گزاره کـه بـراي هـر     طـوري  باشـند بـه   Mهـایی از   زیرمـدول  

1 i n≤ ≤ ،
i

M
K

در این صورت. ها نوتري باشند

1

n

i
i

M

K
=
I

  . نوتري است 

از آنجــا کـه .  برهـان 
1

M
K
، K ،

n

M
K

⊕، 14.1 ي گــزاره بنـابر نــوتري هسـتند پــس    ⊕
1 n

M M
K K

L  حــال. نـوتري اســت           

R-  همریختیf  گیریم را به صورت زیر در نظر می  

1

1

:

( , , ).
n

n

M Mf M
K K

m m K m K

→ ⊕ ⊕

→ + +

L

K
  

1لذا nk Kr Ke f = IKI .بنابراین داریم  

.

 

Im f
1

1

n
n

i
i

M M M
K KK

=

≤ ⊕ ⊕; L
I

  

 ،13.1ي  گزاره بنابر از این رو

1

n

i
i

M

K
=
I

                                                                                              + .نوتري است 

گـوییم، هرگـاه                                                      M ماکسـیمال زیرمـدول  را  N. باشـد  Mزیرمـدولی از   Nو  مـدول  -Rیـک   Mفرض کنیـد  .  16.1 تعریف

)1( N M≠؛                                                                                                                                                      

ــر ) 2( ــدولی از  Kاگـ ــدول -Rزیرمـ ــه M مـ ــد بـ ــوري باشـ ــه طـ Nکـ K M⊆ ــاه آن، ⊇ Kگـ M= ــا Nیـ K=                                   .

Max را با M ماکسیمالهاي  ي تمام زیرمدول مجموعه M(   .دهیم نشان می(

 هـر زیرمـدول   در این صـورت . ناصفر و با تولید متناهی باشد چپ مدول -Rیک  Mفرض کنید . ]) 2.8 ,1[ .ك.ر( 17.1 قضیه

                                                         . دارد ماکسیمالزیرمدول  M خصوصبه . است ماکسیمالشمول در یک زیرمدول م Mي  سره
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ي قبـل   ، بـا تولیـد متنـاهی اسـت، از قضـیه     )راسـت (چـپ   مدول -R، به عنوان یک Rبا توجه به اینکه هر حلقه مانند 

  .ي زیر را داریم ها نتیجه

در این صورت                                                                                        . یک حلقه باشد R فرض کنید.  18.1 نتیجه

                             ؛وجود دارد Iشامل  Rی از ماکسیمال) راست(آل چپ  گاه ایده باشد آن Rي  اي از حلقه سره) راست(آل چپ  ایده Iاگر  )1(

   .دارد ماکسیمال) راست(آل چپ  ایده R ي حلقه) 2(

در این صورت                                                                           . جایی باشد ي جابه یک حلقه Rفرض کنید .  19.1 نتیجه

                                                   ؛وجود دارد Iشامل  Rی از ماکسیمالآل  گاه ایده باشد آن Rي  اي از حلقه آل سره ایده Iاگر  )1(

  .دارد ماکسیمالآل  ایده R ي حلقه )2(

وجود داشته  Rاز  Iآل  ، ایدهMاز  Nگوییم، اگر براي هر زیرمدول  ضربیرا  Rجایی  ي جابه روي حلقه Mمدول .  20.1تعریف 

Nکه طوري باشد به IM=.  

 صورت   در این. باشد Mزیرمدولی از  Nضربی و  مدول -Rیک  M ،جایی اي جابه حلقه Rفرض کنید .  21.1 تذکر

( : ) .N N M M=  

Nکـه  طـوري  وجـود دارد بـه   Rاز  Iآل  ایـده است، لـذا   M ضربی مدول -R زیرمدولی از Nکه  آنجا از.  برهان IM=.   پـس

( : )I N M⊆ .بنابراین( : )N IM N M M N= ⊆ )رواز این . ⊇ : )N N M M=. +                                          

  . گاه هر مدول دوري یک مدول ضربی است جایی باشد آن ي جابه یک حلقه Rاگر .  22.1 تذکر

mصورت عضو ناصفر  در این. دوري باشد مدول -Rیک  Mفرض کنید .  برهان M∈ کـه  طـوري  وجود دارد بهM Rm= .

  دهیم قرار می. باشد Mزیرمدول دلخواهی از  Nحال فرض کنید 

.: ( : ){ }I r R r N M= ∈ ∈  

Nکنیم ادعا می IM= .فرض کنیدn N Rm∈ rصورت  در این .، دلخواه باشد≥ R∈ که طوري وجود دارد بهn rm= .

rRmلذا N⊆ .از این روrM N⊆.  پـس( : )r N M∈ . لـذاr I∈ وn rm IM= Nبنـابراین . ∋ IM⊆ .  حـال

IMدهـیم  مـی نشان  N⊆ .  بـراي هـرx IM IRm Im∈ = r، عضـو = I∈   کـه  طـوري  وجـود دارد بـهx rm= . لـذا

x rm N= IMبنابراین. ∋ N⊆ که شود و نتیجه می M یک مدول ضربی است. +        
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صـورت                       در ایـن . ضـربی ناصـفر باشـد    مـدول  -Rیـک    Mجـایی و  اي جابه حلقه Rفرض کنید ]) . 2.5 ,9. [ك.ر( 23.1 گزاره

ــره  ) 1( ــدول ســــــ ــر زیرمــــــ ــدول  Mي  هــــــ ــمول در زیرمــــــ ــیمال، مشــــــ ــت Mی از ماکســــــ                                                                                    ؛اســــــ

)2 (K   ماکســیمالزیرمـدول M   ماکسـیمال آل  اسـت اگــر و تنهـا اگــر ایــده P ي  از حلقــهR   کــه جــود داشـته باشــد  وچنـان

K PM M= ≠.  

ضربی با تنها تعدادي متنـاهی زیرمـدول    مدول -Rیک  Mجایی و  اي جابه حلقه Rفرض کنید ]) . 2.8 ,9. [ك.ر( 24.1 گزاره

  .دوري است مدول -Rیک  Mصورت   در این. باشد ماکسیمال

}و M  گوییم هرگاه سادهرا  Mناصفر  مدول -R.  25.1 تعریف هـاي   مجموع تمـام زیرمـدول  . هاي آن باشند تنها زیرمدول 0{

)را با Mي  ساده )soc M که   در صورتی. دهیم نشان میM    گـاه قـرار    صـفري نباشـد آن   ي غیـر  داراي هـیچ زیرمـدول سـاده

)دهیم  می )soc M = )گوییم اگر ساده نیمرا  M مدول -R همچنین. 0 )soc M M= .ي  حلقهR  چـپ  ي  سـاده  نیمرا 

                                                                     .  باشد) راست(چپ  ي  ساده نیم ،مدول – Rبه عنوان یک Rگوییم اگر ) راست(

.      اند هاي زیر معادل گزاره در این صورت. ساده باشد نیم چپ مدول -Rیک  Mفرض کنید  ]) .,Page 2 20[ .ك.ر( 26.1 گزاره

)1( M آرتینی است.                                                                                                                               

)2( M  استنوتري.  

.                                                                                ند ا هاي زیر معادل در این صورت گزاره. یک حلقه باشد Rفرض کنید  ]) .4.4 ,10[ .ك.ر( 27.1 گزاره

.                                                                                                                        ساده هستند هاي راست نیم مدول - Rتمام ) 1(

                                           .                                                                       هستند  ساده هاي چپ نیم مدول - Rتمام ) 2(

.                                                                                                                         ي راست است ساده نیم Rي  حلقه) 3(

  .ي چپ است ساده نیم Rي  حلقه) 4(

.                                                                                ندا هاي زیر معادل در این صورت گزاره. یک حلقه باشد Rفرض کنید  ]) .4.18 ,10[ .ك.ر( 28.1 گزاره

                                 .                                                                           اول و آرتینی راست است Rي  حلقه) 1(

.                                                                                                               اول و آرتینی چپ است Rي  حلقه) 2(

                                                                       .                                           ساده و آرتینی راست است Rي  حلقه) 3(

.                                                                                                                      ساده و آرتینی چپ است Rي  حلقه) 4(
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                                                                                                               .ساده است ساده و نیم Rي  حلقه) 5(

) ،Dي تقسیم  و حلقهn براي عدد صحیح مثبت ) 6( )nR M D;.  

یکریخـت   ي  هـاي سـاده   جمع مسـتقیمی از مـدول   Mگوییم، هرگاه مدول  ي همگن ساده نیم را M مدول -R.  29.1 تعریف

  .باشد

،  Mاز  Nگوییم اگر بـراي هـر زیرمـدول     انژکتیو -Mرا یک مدول  U. باشند مدول -Rدو  Mو  Uفرض کنید .  30.1 تعریف

  .گسترش داد M  Uرا بتوان به همریختی  N  Uهر همریختی 

.                            اند هاي زیر معادل در این صورت گزاره. چپ باشد مدول -Rیک  Mفرض کنید  ]) .18.3 ,1[ .ك.ر( 31.1گزاره 

)1 (M، انژکتیو است                                                                                                                            .                       

)2 (M  نسبت بهR انژکتیو است .  

  . انژکتیو باشد -Mساده،  مدول -Rگوییم اگر هر  ساده نیم -همرا M چپ  مدول -R.  32.1 تعریف

.                                    اند هاي زیر معادل در این صورت گزاره. باشد مدول - Rیک  Mفرض کنید  ]) .23.1 ,23[ .ك.ر( 33.1گزاره 

)1 (M  است ساده نیم -همیک مدول.                                                                                                                   

   . است ماکسیمالهاي  برابر با اشتراکی از زیرمدول Mي  هر زیرمدول سره) 2(

  .ساده است نیم -ساده، هم هر مدول نیم.  34.1گزاره 

 تعریـف  از لـذا . انژکتیو اسـت  -M، مدول -Rهر ] 20.2 ,23[ بنابردر این صورت . باشد  ساده نیم Mفرض کنید مدول .  برهان

                                     +. ساده است نیم -مدولی هم M شود که نتیجه می 32.1

c عنصر) 1(.  35.1 تعریف R∈ گوییم، اگر منظمراr R∈ که طوري وجود داشته باشد بهcrc c=   .                      

cگوییم، اگر هر عضو منظمرا  Rي  حلقه) 2( R∈ منظم باشد.  

}ي خانواده.  36.1 تعریف : }jI j J∈ ي  هاي چپ حلقه آل از ایدهR  هرازاي  مشروط بر اینکه بهگوییم  مستقلراk J∈، 

*
k kI I = 0Iکه در آن ،*

kI ي وسیله  آل چپ تولید شده به ایده{ : }jI j k≠ باشد می.  
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نامیم، اگر                                                                                         می) چپ( 7گولدي ي حلقهرا یک  Rي  حلقه.  37.1 تعریف

)1 (R ؛هاي چپ صدق کند ساز در شرط زنجیر صعودي بر پوچ                                                                                      

  .متناهی باشد Rهاي چپ  آل ي مستقل از ایده هر مجموعه) 2(

)  1(نـوتري اسـت، شـرط     Rي  از آنجا کـه حلقـه  . ي گولدي چپ است ، یک حلقهRي نوتري چپ مانند  هر حلقه.  38.1 مثال

} اگر .برقرار است : }jI j J∈1گاه  بود، آن هاي چپ می آل ي مستقل نامتناهی از ایده یک مجموعهI ،I 2 ،K  وجود داشـتند 

1که  طوري به 1 2 1 2 3I I I I I I× × × LÜ Ü Ü نیز برقرار است) 2(بنابراین شرط . کرد می، که شرط زنجیر صعودي را نقض.  

  ،Mاز  Kکــه بــراي هــر زیرمــدول ناصــفر  طــوري باشــد بــه M مــدول -Rاز  یــک زیرمــدول Nفــرض کنیــد  . 39.1 تعریــف

N K ≠I یک زیرمـدول اساسـی از    Iآل چپ  همچنین اگر ایده. نامیم می M زیرمدول اساسیرا یک  Nصورت    در این. 0

R ) به عنوان یکR- گاه  باشد آن) مدولI  نامیم می چپ آل اساسی ایدهرا یک .  

                      .آلـی ناصـفر باشـد    آل اساسـی چـپ، شـامل ایـده     ، اگـر هـر ایـده   گـوییم  چـپ  8کرانداررا  Rي اول  حلقـه  )1(.  40.1 تعریف

ــه) 2( ــام را  Rي  حلقـ ــدارتمـ ــپ 9کرانـ ــت اول    چـ ــویر همریخـ ــر تصـ ــر هـ ــوییم اگـ ــد  Rگـ ــپ باشـ ــدار چـ                                            .کرانـ

  . کراندار چپ و نوتري چپ باشد تمام Rگوییم اگر  چپ ي حلقه -FBNرا  Rي  حلقه) 3(

 چـپ آل  سـاده ایـده   هـاي نـیم   همچنین از آنجا که حلقـه . است چپ ي کراندار جایی یک حلقه ي جابه هر حلقه )1( . 41.1مثال 

  .                        هستند چپساده نیز کراندار  هاي نیم لذا حلقه ،اساسی سره ندارند

      .  است چپي تمام کراندار  جایی یک حلقه ي جابه هر حلقه) 2(

rاگر براي  گوییم حلقه -PIرا یک  Rي  حلقه . 42.1 تعریف > 0، 1 1( , , ) [ , ],r rf x x x x≠ ∈K KZ0    چنـان وجـود

)1 داشته باشیم Rدر  1a، K، raتاییrکه براي هر داشته باشد  , , )rf a a = 0K.  

1زیرا کافی است. حلقه است -PIیک  R گاه جایی باشد، آن به ي جا حلقهیک  Rاگر .  43.1 مثال 2 1 2( , ) ,[ ]f x x x x∈Z  را

1صورت  به 2 1 2 2 1( , )f x x x x x x=   . اختیار کنیم −

                                                           
٧ Goldie   
٨ bounded   
٩ fully bounded   
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   . ي تمام کراندار است حلقه یک حلقه -PI هر]) . Page 205 ,20. [ك.ر( 44.1تذکر 

   .حلقه است -PIحلقه،  -PIهر تصویر همریخت یک ]) . Page 479 ,20. [ك.ر( 45.1گزاره 

  .اي گولدي و کراندار است ي اول، حلقه حلقه -PI هر ]) .Page 499 ,20. [ك.ر( 46.1گزاره 

 R/P، 45.1 و 5.1 هـاي  بنابر گـزاره گاه  آن باشد Rي  آلی اول از حلقه ایده Pحلقه و  -PIیک  R کنیم که اگر توجه می

  . است) چپ و راست(و گولدي ) چپ و راست(ي کراندار  یک حلقه R/P، 46.1 ي گزارهلذا از . ي اول است حلقه -PIیک 

)گوییم اگر وفاداررا  R ي روي حلقه M مدول . 47.1 تعریف ) { }RAnn M = 0.  

فضـاي   -Dبه عنـوان یـک    Vدر این صورت . فضاي برداري باشد -Dیک  Vي تقسیم و  یک حلقه Dفرض کنید  . 48.1مثال 

  .برداري وفادار است

چنـان وجـود    Mي  سـاده ) راسـت (چـپ   مدول -Rگوییم اگر ) راست( ي چپ اولیهرا  Rي  از حلقه Pآل  ایده.  49.1 تعریف

)داشته باشد که )RP Ann M= .ي  حلقهR  گوییم اگر) راست( ي چپ اولیهرا{  .باشـد  )راست(چپ  ي آل اولیه یک ایده 0{

  . ساده و وفاداري وجود داشته باشد) راست(چپ  مدول -Rگوییم اگر  )راست(ي چپ  را اولیه Rي  حلقهبه عبارت دیگر 

                                                                          .                              اولیه است ،ي ساده هر حلقه) Page 6) . ([1 ,20[ .ك.ر( 50.1 لم

  .اول است ،ي اولیه هر حلقه) 2(

آل اولیـه   همچنین هر ایـده . آل اولیه است یک ایده Rي  حلقه ماکسیمالآل  توان دید که هر ایده ، می50.1 به لمبا توجه 

   .آل اول است یک ایده Rي  از حلقه

Rدر ایـن صـورت  . باشد Rي چپ  آل اولیه ایده Pچپ و  ي حلقه -PIیک  Rفرض کنید . ]) 21[ .ك.ر( 51.1 گزاره P/   یـک

  . ي آرتینی است حلقه

در ایـن صـورت  . باشـد  Rي چـپ   آل اولیـه  ایده Pچپ و  ي حلقه -FBNیک  Rفرض کنید . ]) 9.4 ,10[ .ك.ر( 52.1 گزاره

R P/  ي آرتینی و ساده است حلقهیک .  
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  بـه  Rاگـر   گـوییم  چـپ  ي حلقـه  -Vیا   ي چپ ساده نیم -همرا  Rي  حلقه. یک حلقه باشد Rفرض کنید  . 53.1 تعریف

  .ساده باشد نیم -هم ،چپ مدول -Rعنوان یک 

بـه   R شود که نتیجه می 27.1 ي گزارهدر این صورت از . باشد )راست( چپي  ساده ي نیم یک حلقه R فرض کنید . 54.1مثال 

ي  لـذا هـر حلقـه   . سـاده اسـت   نـیم  -هم مدول -Rیک  R، 34.1 ي گزارهو بنابر  )راست( چپي  ساده یمن ،مدول -R عنوان یک

     .است) راست(ي چپ  حلقه -Vساده یک  نیم

است اگـر و   حلقه -Vیک  Rصورت   این در . جایی باشد به ي جا یک حلقه Rفرض کنید ]) .  23.5 ,23)2(. [ك.ر( 55.1 گزاره

  . تنها اگر منظم باشد

 Iآل  براي هر ایده اگر و تنها اگر منظم است Rصورت   این  در. باشد حلقه -PIیک  Rفرض کنید .  ])1 ,2[ .ك.ر( 56.1 قضیه

Iداشته باشیم Rاز  I=2 .  

                                                                      .ندا هاي زیر معادل گزاره صورت  این  در. باشد حلقه - PIیک  Rفرض کنید  . ])2. [ك.ر( 57.1نتیجه 

)1( R ي منظم است یک حلقه.                                                                                                                                              

                                                                                                                             .چپ ساده، انژکتیو است مدول - R هر) 2(

   .ساده است چپ، نیم مدول - R هر) 3(

گوییم، اگر براي هـر دنبالـه    توان پوچ -Tرا  Rدر  Iآل چپ  صورت ایده  در این. یک حلقه باشد Rفرض کنید .  58.1 تعریف

}1 مانند }i ir =
1 چنان وجود داشته باشد که k ، عدد صحیح مثبتIدر ∞ kr r = 0K         .  

نامیم، اگر                                                                                                                    می Xبراي  توپولوژيرا یک  Xهاي  از زیرمجموعه T ي گردایه. یک مجموعه باشد Xفرض کنید .  59.1 تعریف

)1 (X متعلق به  ∅وT ؛باشند                                                                                                                                                            

                                                                                                             ؛باشد T، متعلق به Tاجتماع هر دسته از اعضاي ) 2(

  . باشد T، متعلق به Tي متناهی از اعضاي  اشتراك هر گردایه) 3(

)به عبارت دیگر فضاي توپولوژیک عبارت است از زوج مرتب , )X T که در آن ،X  یک مجموعه وT  بـر یک توپولوژي 

X ي  زیرمجموعه. استU  ازX  ي باز مجموعهرا یک X اگر گوییم ،U   عضـوي ازT  هـاي بـاز،    بـا اسـتفاده از مجموعـه   . باشـد
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) هاي بـاز  مجموعه(هاي آن  اي از زیرمجموعه همراه با گردایه Xاي مانند  توان گفت فضاي توپولوژیک عبارت است از مجموعه می

را  Xاز  Vي  زیرمجموعـه . هاي باز نیز بـاز اسـت   هر دو بازند و اجتماع دلخواه و اشتراك متناهی از مجموعه ∅و Xکه  طوري به

 Xاي مانند  هاي بسته، فضاي توپولوژیک عبارت است از مجموعه بر اساس مجموعه. باز باشد Xنامیم، اگر متمم آن در  می بسته

هاي  اند و اشتراك دلخواه و اجتماع متناهی از مجموعه هر دو بسته ∅و Xکه  طوري هاي آن به اي از زیرمجموعه همراه با گردایه

  . بسته نیز بسته است

را  Tصـورت    در ایـن . باشـد  Xهـاي   زیرمجموعـه  تمامي  گردایه Tي ناتهی دلخواه و  یک مجموعه Xفرض کنید .  60.1 تعریف

)فضاي توپولوژیکهمچنین . نامیم می Xبر روي  توپولوژي گسسته , )X T  اي از  گردایـه  .نـامیم  مـی  فضاي گسستهرا یک

 توپولـوژي یـا   توپولوژي ناگسسـته را   است، کـه آن  X برباشد نیز یک توپولوژي  ∅و Xکه فقط شامل  Xهاي  زیرمجموعه

  .نامیم می بدیهی

  عبارتند از                                                                                                               گسسته توپولوژيهاي  برخی از ویژگی

                                                                                                                       ؛اش باز و بسته است هر زیرمجموعه) 1(

)اگر) 2( , )X T که براي هر طوري یک فضاي توپولوژیک باشد بهx X∈ي تک عضوي ، مجموعه{ }x  درT گاه   باشد، آنT  

}گاه آن باشد Xي دلخواه   زیرمجموعه A زیرا اگر. یک توپولوژي گسسته است }
x A

A x
∈

= U .که هر آنجا از{ }x  درT  است، از

Aشود ، نتیجه می59.1 تعریف ∈T. از این رو  T یک توپولوژي گسسته است.  

که فقط شامل یکی  ي بازي مجموعه Xمتمایز از y و x اگر براي هر  گوییم فضا -0Tرا یک X فضاي توپولوژیک.  61.1 تعریف

  .هاست وجود داشته باشد از آن

1Xیک فضاي توپولوژیک باشد که  Xفرض کنید .  62.1لم  >| در ایـن  . توپولـوژي بـدیهی باشـد    T فرض کنید همچنین. |

  .فضا باشد -T0تواند یک نمی Xصورت 

 Xهـاي   ي بازي که تنها شـامل یکـی از نقطـه    هستند، بنابراین مجموعه X بازهاي  تنها زیرمجموعه Xو  ∅از آنجا که.  برهان

  + .فضا باشد -T0تواند یک نمی Xلذا . باشد و دیگري را شامل نشود وجود ندارد
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x.باشد Xاي از فضاي توپولوژیک  زیرمجموعه Yفرض کنید .  63.1 تعریف X∈ حديي  نقطها ر Y نامیم، اگر براي هـر   می

}داشته باشـیم  xشامل  Uي باز مانند  مجموعه }Y U x ≠ ∅I Y را بـا  Yي نقـاط حـدي    مجموعـه . \ . دهـیم  نشـان مـی  ′

Yي مجموعه Y ′U را با Y      ي  مجموعه بستارنشان داده آن راY گوییم می    .  

yعنصـر . اي بسته از یک فضاي توپولوژیـک باشـد   زیرمجموعه Yفرض کنید .  64.1 تعریف Y∈  10ي عمـومی  نقطـه را  Y   

}راگ گوییم }y        Y =.  

توانند جـدا شـوند اگـر هـر      میy و  xگوییم . باشند Xهایی از  نقطهy و x یک فضاي توپولوژیک و  Xفرض کنید .  65.1 تعریف

ي  اگر هـر دو نقطـه   فضاست -X ،1T فضاي توپولوژیک. شود، قرار گیرند اي دیگر نمی ي بازي که شامل نقطه یک در مجموعه

  .را بتوان جدا نمود Xمتمایز در 

}ي تـک عضـوي   ، مجموعـه Xدر  xفضاست اگر و تنها اگر براي هـر   -X، T1فضاي توپولوژیک .  66.1گزاره  }x  درX   بسـته

  . باشد

xکنیم براي هر ادعا می. فضا باشد -X، T1فرض کنید ) . ( برهان X∈ ،{ }x  درX کافی است نشان دهیم. بسته است 

.{ }x= { }x       

}ي بستاري نقطه yهمچنین فرض کنید . باشد xو متمایز با  Xاي در  نقطه yفرض کنید  }x صـورت بـراي هـر      در ایـن . باشد

}داریم yو شامل  Gمانند  Xي باز در  مجموعه }G x ≠ ∅I . از آنجا کهX، T1- هاي بـازي ماننـد    فضاست، مجموعهU  وV 

  که طوري وجود دارند به

.x U∈     ،y U∉     ،y V∈     وx V∉  

}که درحالی }V x = ∅I .بنابراین{ }x= { }x     .  

) ( فرض کنید x و yهایی متمایز در  نقطهX کـه  شود صورت از فرض نتیجه می  در این. باشند { }xو { }y درX  انـد  بسـته .

} لذا }X x\و { }X y\هایی باز در  مجموعهX که طوري هستند به
  

.{ }x X y∈ \   ،   { }y X y∉ \،   { }x X x∉ }   و   \ }y X x∈ \  

                                                           
١٠ generic point  


