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تعالی بسمه
دانشجویان تحصیلی پایان�نامه مشخصات

مشهد فردوسی دانشگاه

متعدی جبری گراف�های عنوان:

اصغری خدیجه نویسنده: نام
عرفانیان احمد دکتر راهنما: استاد
طلوع بهناز دکتر مشاور: استاد

جبر) محض(���������گرایش ریاضی ��������� تحصیلی: رشته محض ریاضی گروه: ریاضی علوم دانشکده:

١٣٩٢/١٠/١٨ دفاع: تاریخ ١٣٩٢/٣/٧ تصویب: تاریخ

٩١ صفحات: تعداد ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع

این در . n ≥ k ≥ ۰ به�طوری�که باشند صحیح عدد دو k و n کنید فرض : پایان�نامه چکیده
برخی و ابرمکعب�ها شامل که H(n, k) عنوان با گراف�ها، از جدید رده یک معرفی به پایان�نامه
گراف�های و نسر گراف�های جانسون، گراف�های نمونه برای می�پردازیم، است، معروف گراف�های

هستند. H(n, k) زیرگراف�های پترسن،
H(n, k) مثال، برای می�کنیم. ارائه را H(n, k) گراف�های توپولوژیکی و جبری خواص برخی
عدد است، ۲n.n! مرتبه از زیرگروه یک ,H(nشامل k) گروهی خودریختی است، کیلی گراف یک
باشد، زوج k اگر و است همیلتونی H(n, k) باشد، فرد k اگر می�باشد.

(n
k

)
،H(n, k) همبندی

فرد عدد یک k که حالتی در را H(n, k) قطر به�علاوه، است. یکریخت همبند مؤلفه��ی دو شامل
می�کنیم. محاسبه است

حدس چند و کرده بیان را H(n, k) گراف خواص ،k و n کوچک مقادیر برخی برای انتها در
نمود. خواهیم بررسی را H(n, k) گراف خوشه�ای عدد و استقلال عدد پیرامون

خودریختی، گروه همبندی، عدد کیلی، گراف نسر، گراف جانسون، گراف ابرمکعب، کلیدی: واژگان
قطر. همیلتونی،

تاریخ: راهنما: استاد امضای



اظهارنامه
متعدی جبری گراف�های : پایان�نامه عنوان

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ارشد کارشناسی دوره دانشجوی اصغری خدیجه اینجانب
می�شوم: متعهد عرفانیان احمد دکتر راهنمایی تحت پایان�نامه نویسنده

است. برخوردار اصالت و صحت از و شده انجام اینجانب توسط رساله این در تحقیقات آ.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به دیگر محققان پژوهش�های نتایج از استفاده در ب.

مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود توسط تاکنون پایان�نامه این در مندرج مطالب ج.
است. نشده ارائه جایی به امتیازی یا

”دانشگاه نام با مستخرج مقالات و است مشهد فردوسی دانشگاه به متعلق اثر این حقوق کلیه د.
رسید. خواهد چاپ به ”Ferdowsi University of Mashhad” یا و مشهد” فردوسی

مقالات در بوده�اند تاثیرگذار رساله اصلی نتایج آمدن دست به در که افرادی تمام معنوی حقوق ه�.
است. شده رعایت آن از مستخرج

شده، استفاده آن�ها) بافت�های زنده(یا موجود از که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در و.
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط

یافته دستریسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در ز.
است. شده رعایت انسانی اخلاقی اصول و ضوابط رازداری، اصل شده، استفاده یا

تاریخ
دانشجو امضای

نشر حق و نتایج مالکیت

تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای، برنامه�های مستخرج، آن(مقالات محصولات و اثر این حقوق کلیه •
تولیدات در مقتضی نحو به بایستی مطلب این است. مشهد فردوسی دانشگاه به متعلق شده) ساخته

شود. ذکر مربوطه علمی
نیست. مجاز مرجع ذکر بدون رساله این نتایج و اطلاعات از استفاده •



೯دایا...
ازوণپاسࢂචارمازرویඟ໊م،نده�ৗوازی৶ࢤودیواଌنندهන෩ঊرଌنऒوীشراభراهع࢙موداিش१وقدادی ೯داو৯دا

وগداশࢌड़່ودی.
ඟانآنෙय़بانراॺభࡗهॺࡗهز৯دਛی ازوণپاسࢂචارمଘخاජໍ࢟تঙࢠواریباامامෙय़بای�ঙࢤواره੪ॸفਟی໊� ೯داو৯دا

ऒوددیدهوباوردارم.
ازوণپاسࢂචارمଘخا৮ජໍدروماభیીࣤوروतداکارواീি࣎مభساଢوओودشانآرامඵවرموభاଌنراهگامୀدارم. ೯داو৯دا
ඟ໊د৯د.آฬنड़وࣿب ازوণپاسࢂචارمଘخاජໍآड़وزگارایୀامز৯دਛی،ز৯دهরودنوز৯دهزಶඌীنراൌग़نا ೯داو৯دا

اभࣇخارز৯دਛی�امංඌندوଘوओودشانਗی�باॿم.
ازوণپاسࢂචارمଘخاජໍدوণتایدوਠণیاীشانड़وࣿبऒوॴوਠमیૼنا॥ت. ೯داو৯دا

ازوণپاسࢂචارمଘخاජໍ৳مام࢟ت�ਪیازآنධෆردارموଘخاජໍ৳مام࢟ت�ਪیازآنਟی�ධෆرم. ೯داو৯دا



:ଘمقدৎ

৮دروماభماونوൕঙࣂਜพی�ଌୃنग़عمانૼنංඌند.آฬنঙࢤوارهتൊه�گاهوماଢدلࢂਗඟی
ૼنਗی�باতند.آฬنభੌولূࡗજࣱلঃࣇملزॐماتീযیارمরود৯د.

ଘ࣒می�ਗمقدৎزඵو

ୀاభموऒواଽاৣموओودشانشادی�মࡑشوماଢآراज़شا॥ت.



චاری... ণپاس໋�

මख़کز৯دਛیૼن ඛھا ೯داو৯دی࠙قଘاو ෙय़بای�رایادشୃৣمعار�ଡ༙یز৯دਛیૡঙه�یاিسان�॥ت. ণپاس೯داو৯د
ا॥توభراণتایاଌنوشત່ت�ଘඹূیॺࡗظاਦیඟ໋ان�दدرراభناراسایدودوণتانସ୍یଘૼنارزایدا८ت.

وࣣಮه�یऒودਗی�داৣماز
اণتادඟ໋اਗی�امপنابآ༚یدනراॐمدষ༙ଷیان

ଘخاජໍتلاشزیادوعلا�ଝیໆرشاراীشانୀایয়ฬلآॠدنୀقه�یرਮࣣعع࢙موબ࠷ود१ଘویاड़واجا৯دীه�یبൎندوৗورای
لพ়ࢁඟراداতهباॵم،หرໝراජ໑دانБЗرگبااراده�یولادଌنوସم�یرا।خورقزده�ا৯د.اঃیدوارمభ৳مامॺࡗظات

गࢪش�ਪیندস࣓ࢤودهوଘلواपید॥تیاند. ऒࠫودෙه�یواୀ່دهودباناিساඇඓࢌرابا

೯۱۳۹۲دهاબࡂජی



م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت

٢ پ��ی��ش�گ��ف��ت��ار

۴ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ��روه�ه��ا از م��ق��دم��ات��ی ١.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ��راف�ه��ا م��ق��دم��ات ٢.١

١٩ م��ت��ع��دی گ��راف�ه��ای از ج��دی��د رده ی��ک ٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H(n, k) ج��دی��د گ��راف م��ع��رف��ی ١.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H(n, k) زی��رگ��راف�ه��ای ب��رخ��ی ٢.٢

۴١ H(n, k) گ��راف در ق��ط��ر و ه��ام��ی��ل��ت��ون��ی و ه��م��ب��ن��دی خ��واص ٣
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H(n, k) ه��م��ب��ن��دی ١.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H(n, k) ه��م��ی��ل��ت��ون��ی خ��واص ٢.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H(n, k) ق��ط��ر ٣.٣

۶٨ H(n, k) خ��اص ح��الات ب��رخ��ی ۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۱ ≤ n ≤ ۷ ب��رای H(n, k) گ��راف ١.۴
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح��دس چ��ن��د ٢.۴

٨۶ م��راج��ع

٨٨ ن��ام��ه واژه

١



پیش�گفتار

که می�شود گرفته نظر در جهت بدون گراف یک عنوان به ،G = (V,E) گراف یک پایان�نامه، این در
گراف خودریختی�های گروه می�باشند. آن یال�های مجموعه E = E(G) و رئوس مجموعه�ی V = V (G)

روی متعدی طور به Aut(G) اگر است رأس�متعدی G گراف می�دهند. نشان Aut(G) نماد با را G
نامند قوس�متعدی را G گراف و است مجاور رئوس از مرتبی زوج G در قوس یک کند. عمل V (G)

قوس�متعدی، گراف یک که داریم توجه کند. عمل قوس��هایش مجموعه روی متعدی طور به Aut(G) اگر
شود). مراجعه [٨] (به است رأس�متعدی لزوماً

شامل و بوده بسته معکوس�گیری تحت به�طوری�که باشد آن زیرمجموعه�ی S و متناهی گروه یک Γ اگر
یال�های مجموعه و Γ رئوس مجموعه با گرافی Cay(Γ, S) کیلی گراف یک آن�گاه نباشد، همانی عنصر

است. E(Cay(Γ, S)) = {gh : hg−۱ ∈ S}

است. رأس�متعدی گراف یک کیلی گراف هر که داریم توجه
مجموعه�ی توانی مجموعه Ωn و ،n ≥ m ≥ i ≥ ۰ با باشند ثابتی صحیح اعداد i و m,n کنید فرض
[٨] در صورت این در .Ωm

n = {X ∈ Ωn : |X| = m} کنید فرض باشد. A = {x۱, x۲, · · · , xn}

است. شده تعریف زیر صورت به J(n,m, i) گراف�های رده
|X ∩ Y | = اگر مجاورند Y و X زیرمجموعه دو که ،Ωm

n از است عبارت J(n,m, i) رئوس مجموعه
نسر گراف�های J(n,m, ۰) و جانسون گراف�های J(n,m,m − ۱) گراف�های ،n ≥ ۲m برای .i
گرافی رده�های نسر و جانسون گراف�های است. پترسن گراف� ،J(۵,۲, ۰) گراف و می�شوند نامیده
برای است. آمده دست به آنها از توجهی قابل نتایج و هستند جبری گراف�های نظریه�ی در مهمی

ببینید. [٢٠ ،١۵ ،١٠ ،١] مثال
روی n طول به دنباله�های همه�ی شامل V رئوس مجموعه با است گرافی ،Qn n−بعدی ابرمکعب یک
در دقیقاً آنها اگر تنها و اگر شده�اند� متصل یال یک توسط y و xرأس دو می�باشد، {۰,۱} دوتایی مجموعه
توپولوژیکی ساختارهای مؤثرترین و رایج�ترین محبوب�ترین، از یکی ابرمکعب باشند. متفاوت مؤلفه یک

٢



٣ م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت

ببینید. را [٢٢ ،١۴] مثال عنوان به است، ارتباطی میان شبکه�های
ارائه ،(n ≥ k ≥ ۰ هر (برای H(n, k) عنوان با گراف�ها، از جدید رده�ی یک ما پایان�نامه، این در
گراف�های جمله از معروف گراف�های برخی و ابرمکعب شامل H(n, k) که می�کنیم ثابت می�دهیم.
بررسی را H(n, k) توپولوژیکی و جبری خواص برخی است. زیرگراف�هایش عنوان به نسر، و جانسون
H(n, k) گراف خودریختی�های گروه است. قوس�متعدی کیلی گراف یک H(n, k) مثال برای می�کنیم.
و است، همیلتونی و همبند H(n, k) آن�گاه باشد، فرد k اگر می�باشد. ۲n.n! مرتبه از زیرگروهی شامل

است. یکریخت همبند مؤلفه��ی دو شامل H(n, k) باشد، زوج k که صورتی در
به نیاز مورد قضایای و تعاریف از برخی ١ فصل در است. شده سازماندهی زیر شرح به پایان�نامه این
همچنین می�پردازد، آن مقدمات از برخی و H(n, k) گراف تعریف به ٢ فصل است. شده بیان اختصار
H(n, k) خواصجبری از برخی فصل انتهای در است. شده ,H(nبررسی k) زیرگراف�های خواص برخی
فصل این در می�کند. بررسی را H(n, k) همیلتونی خواص و H(n, k) همبندی ٣ فصل می�شود. ارائه�

است. شده محاسبه است، فرد عدد یک k که حالتی در H(n, k) گراف قطر مقدار
آن، متفاوت kهای مقادیر با n = ۱,۲, · · · ,۷ حالت در H(n, k) گراف خاص حالات ،۴ فصل در
کمر، خوشه�ای، عدد رنگی، عدد قطر، است.همچنین شده نموده رسم Mathematica نرم�افزار توسط
پیرامون آمده، دست به مقادیر کمک با سپس می�شود. محاسبه گراف هر غلبه�ای عدد و استقلال عدد
زده حدس�هایی گراف�ها، این خوشه�ای عدد نیز و باشد فرد یا زوج n که حالتی در H(n, k) استقلال عدد

شوند. اثبات نزدیک، آینده�ای در امیدواریم که است شده



١ ف��ص��ل

پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

و ب��ی��ان ب��ه ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�رون��د. ک��ار ب��ه ب��ع��د ف��ص��ل�ه��ای در ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ب��ی��ان را ن��م��اده��ای��ی و م��ف��اه��ی��م ف��ص��ل ای��ن در
�ه ب� و �د دارن� �ود وج� �ده �ن� �راک� پ� �ورت ص� �ه ب� �الات �ق� م� و �ب �ت� ک� در �ه ک� �م �ردازی� �ی�پ� م� �ی �ای� �ای� �ض� ق� �ات �ب� اث� �زوم ل� �ورت ص� در

م��ی�گ��ی��رن��د. ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در ت��ن��اس��ب

گ��روه�ه��ا از م��ق��دم��ات��ی ١.١

�ا ب� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ان �ی� ب� را �ا �روه�ه� گ� �ح��ث �ب� م� �ا ب� �ط �ب� �رت� م� �ای �ای� �ض� ق� و �اری��ف �ع� ت� از �ی �رخ� ب� �دا �ت� اب� �خ��ش ب� �ن ای� در
و �ال �م� �ت� اح� �ون �رام� �ی� پ� �ای �ای� �ض� ق� و �ن �ی� �وان� ق� از �ری �ص� �ت� �خ� م� �ا، �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �اره�ی درب� �از �ی� ن� �ورد م� �ب �ال� �ط� م� �ه ب� �ه �وج� ت�

اس��ت. ش��ده گ��ردآوری ن��ی��ز اع��داد ری��ه�ی ن��ظ��

�ه �ت� داش� x ∈ S �ر ه� �رای ب� �ر اگ� ،Γ �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ک ی� S و �د �اش� ب� �روه گ� �ک ی� Γ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١.١.١ �ری��ف �ع� ت�
. اس��ت ب��س��ت��ه گ��رف��ت��ن م��ع��ک��وس ب��ه ن��س��ب��ت S گ��وی��ی��م ،x−۱ ∈ S ب��اش��ی��م

۴



۵ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

g ∈ Γ ه��ر ازای ب��ه ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��د. ت��ه��ی غ��ی��ر م��ج��م��وع��ه�ای H و گ��روه ی��ک Γ ک��ن��ی��د ف��رض .٢.١.١ ت��ع��ری��ف
ک��ه ب��ه�ط��وری ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود م��ی�ده��ی��م، ن��ش��ان x ∗ g ع��لام��ت ب��ا را آن ک��ه H از ی��ک��ت��ای��ی ع��ض��و ،x ∈ H ه��ر و

.x ∗ ۱ = x ،x ∈ H ه��ر ازای ب��ه (i)

.x ∗ (g۱g۲) = (x ∗ g۱) ∗ g۲ ،x ∈ H ه��ر و g۱, g۲ ∈ Γ ه��ر ازای ب��ه (ii)

ب��رای گ��وی��ن��د. H ب��ر Γ ع��م��ل١ را ∗ و م��ی�ک��ن��د ع��م��ل H ت��ه��ی غ��ی��ر م��ج��م��وع��ه�ی ب��ر Γ گ��روه گ��وی��ی��م ص��ورت ای��ن در
.xg ن��وش��ت خ��واه��ی��م م��ع��م��ولا x ∗ g ج��ای ب��ه ن��وش��ت��ن در س��ه��ول��ت

y و x رأس دو ه��ر ب��رای ه��رگ��اه �ن��د، م��ی�ک� ع��م��ل �ت��ع��دی م� H م��ج��م��وع��ه�ی روی Γ گ��روه �ی��م گ��وی� .٣.١.١ ت��ع��ری��ف
.xg = y ب��ه�ط��وری�ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود ای g ∈ Γ ،H از

�ورت ص� �ن ای� در .x ∈ H و �د �ن� ک� �ل �م� ع� H �ی �ه� ت� �ر �ی� غ� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر ب� Γ �روه گ� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۴.١.١ �ف �ری� �ع� ت�
�ان �ش� ن� StΓ(x) �ت �لام� ع� �ا ب� را آن و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� Γ در x �از٢ �دارس� �ای� پ� را {g ∈ Γ | xg = x} �ه�ی �وع� �م� �ج� م�

م��ی�ده��ی��م.

�ن �ی� �ن� چ� H در را ∼ �ه�ی �ط� راب� �د. �ن� ک� �ل �م� ع� H �ی �ه� ت� �ر �ی� غ� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر ب� Γ �روه گ� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۵.١.١ �ری��ف �ع� ت�
م��ی�ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع��

�ه�ی �ط� راب� �ک ی� ∼ �ه�ی �ط� راب� .x۱g = x۲ �ه �وری�ک� ط� �ه ب� g ∈ Γ �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� �اه �رگ� ه� ،x۱ ∼ x۲ �م �ی� �وی� گ�
�م�ارزی ه� رده�ی �اه آن�گ� ،x ∈ H �ر اگ� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �دار Γ−م� �ک ی� را �م�ارزی ه� رده�ی �ر ه� �ت. اس� H در �م��ارزی ه�

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان OrbΓ(x) ع��لام��ت ب��ا را آن و م��ی�ن��ام��ی��م Γ در x م��دار٣ را x ش��ام��ل
ه��م�ارزی، رده�ه��ای خ��واص ط��ب��ق ب��ر .OrbΓ(x) = {xg | g ∈ Γ} ک��ه اس��ت واض��ح ف��وق ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا
و �د �ن� �ت� �س� ه� �دا ج� �م ه� از �ز، �ای� �م� �ت� م� �دار م� دو �ر ه� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و �د �ن� �اش� �ی�ب� م� H از �رازی اف� �ا �داره� م� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �وم �ل� �ع� م�

اس��ت. H ب��ا ب��راب��ر آن��ه��ا اج��ت��م��اع
م��ی�ن��ام��ی��م. Γ در x م��دار ط��ول را آن اع��ض��ای ت��ع��داد ب��اش��د، م��ت��ن��اه��ی م��ج��م��وع��ه�ای OrbΓ(x) ک��ه ص��ورت��ی در

ی��ک S و �ن��د، م��ی�ک� �م��ل ع� H �ه��ی ت� �ر �ی� غ� �م��وع��ه�ی م��ج� روی ک��ه ب��اش��د �ت��ی �ای��گ��ش� ج� گ��روه Γ �ی��د �ن� ک� ف��رض .۶.١.١ ل��م
x ک��ه Γ در ج��ای��گ��ش��ت�ه��ا م��ج��م��وع��ه�ی آن�گ��اه ب��اش��ن��د، S از ع��ض��و دو y و x اگ��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. Γ م��دار
StΓ(x) �ت راس� �رده �م� ه� در �و �ض� ع� �ر ه� �س، �ک� ع� �ه ب� و �ت. اس� StΓ(x) �ت راس� �رده �م� ه� �ک ی� �ارد، �گ� �ی�ن� م� y �ه ب� را

م��ی�ب��اش��د. S در رأس ه��م��ان ب��ه x از ن��گ��اش��ت��ی
١action ٢stabilizer ٣orbit
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ش��ود. م��راج��ع��ه ،[٨] در ١.٢.٢ ل��م ب��ه ب��ره��ان.

ک��ن��د ع��م��ل H ت��ه��ی غ��ی��ر م��ت��ن��اه��ی م��ج��م��وع��ه�ی ب��ر Γ گ��روه ک��ن��ی��د ف��رض .( پ��ای��دارس��از١ - م��دار ) .٧.١.١ ق��ض��ی��ه
ه��م��رده�ه��ای ت��م��ام م��ج��م��وع��ه�ی و OrbΓ(x) ب��ی��ن ی��ک�ب��ه�ی��ک ت��ن��اظ��ر ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. H در ع��ض��و ی��ک x و

.|StΓ(x)||OrbΓ(x)| = |Γ| وی��ژه ب��ه دارد. وج��ود Γ در StΓ(x) راس��ت

ش��ود. م��راج��ع��ه ،[٨] در ٢.٢.٢ ل��م ب��ه ب��ره��ان.

را A �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� �رم� زی� �ام �م� ت� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �د، �اش� ب� �ی �ه� ت� �ر �ی� غ� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� ی��ک A �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٨.١.١ �ری��ف �ع� ت�
م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش Ω ن��م��اد ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م A ت��وان��ی٢ م��ج��م��وع��ه

۲n م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک A ت��وان��ی م��ج��م��وع��ه ب��اش��د، ع��ض��وی n م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک A م��ج��م��وع��ه�ی اگ��ر .٩.١.١ ق��ض��ی��ه
اس��ت. ع��ض��وی

.١٠.١.١ )ن��ک��ت��ه
n

۰

)
+

(
n

۲

)
+ · · ·+

(
n

۲k

)
=

(
n

۱

)
+

(
n

۳

)
+ · · ·

(
n

۲k + ۱

)
= ۲n−۱

دوت��ای��ی ع��م��ل Ω در ب��اش��د، A ن��ات��ه��ی و م��ف��روض م��ج��م��وع��ه�ی ت��وان��ی م��ج��م��وع��ه� Ω ک��ن��ی��د ف��رض .١١.١.١ ت��ع��ری��ف
م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� چ��ن��ی��ن م��ی�ش��ود، ن��ام��ی��ده م��ت��ق��ارن٣ ت��ف��اض��ل ک��ه را ∆

X∆Y = (X − Y ) ∪ (Y −X) = (X ∪ Y )− (X ∩ Y ) ; X, Y ∈ Ω

ری��م دا Ω در Z و Y ،X ه��ر ب��رای

،X∆Y ∈ Ω (آ�)

،X∆Y = Y∆X (ب)

،X∆(Y∆Z) = (X∆Y )∆Z (پ)

،X∆∅ = X (ت)

١orbit - stabilizer ٢power set ٣symmetric difference
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،X∆X = ∅ (ث)

،X∆X̄ = A (ج)

.X = Y آن�گ��اه X∆Z = Y∆Z اگ��ر (چ)

اس��ت. آب��ل��ی گ��روه ای��ن م��ی�ده��د، گ��روه ت��ش��ک��ی��ل (Ω,∆) ب��ن��اب��رای��ن

�س پ� �ت، اس� A = {x۱, x۲, · · · , xn} �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ی �وان� ت� �ه �وع� �م� �ج� م� Ωn �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ادآوری ی�

ف��رض و .|Ωm
n | =

(
n

m

)
ص��ورت ای��ن در .Ωm

n = {X ∈ Ωn : |X| = m} �ی��د �ن� ک� ف��رض .|Ωn| = ۲n

�ورت ص� �ن ای� در .Ω′′
n = {X ∈ Ωn : ب��اش��د زوج |X|} و Ω′

n = {X ∈ Ωn : ب��اش��د ف��رد |X|} �د �ی� �ن� ک�
.|Ω′

n| = |Ω′′
n| = ۲n−۱

�ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� |A∆B| = k �م، ری� دا Ωn �وان��ی ت� �ه �وع� �م� �ج� م� در B و A �ه�ی �وع� �م� �ج� م� دو �ر ه� �رای ب� .١٢.١.١ �ه �ت� �ک� ن�
م��ی�ب��اش��د. A م��ج��م��وع��ه�ی م��ت��م��م Ā آن در ک��ه .|Ā∆B| = n− k اگ��ر

.||A| − |B|| = ۱ اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر |A∆B| = ۱ ه��م��چ��ن��ی��ن

ب��ره��ان.

|A∆B| = k ⇒ |A ∪B| − |A ∩B| = k ⇒ |A|+ |B| − ۲|A ∩B| = k

|Ā∆B| = |Ā|+ |B| − ۲|Ā ∩B|

= |Ā|+ |B| − ۲(|B| − |A ∩B|)

= (n− |A|)− (k − |A|+ ۲|A ∩B|) + ۲(|A ∩B|)

⇔ |Ā∆B| = n− k

ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. ط��ب��ی��ع��ی اع��داد n و m, k ک��ن��ی��د ف��رض وان��درم��ون��د). (ات��ح��اد .١٣.١.١ ت��ع��ری��ف

k∑
i=۰

(
m

i

)(
n

k − i

)
=

(
m+ n

k

)

م��ی�ن��ام��ی��م. وان��درم��ون��د ات��ح��اد را ف��وق راب��ط��ه�ی
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گ��راف�ه��ا م��ق��دم��ات ٢.١

�ای �ال�ه� ی� �ه �وع� �م� �ج� م� و V (G) �وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� �ل �ام� ش� G = (V,E) �راف١ گ� .١.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
در �د. �اش� ب� G �راف گ� �ز �ای� �م� �ت� م� �ای رأس�ه� از �ی �ب� �رت� �ام� ن� زوج �ال ی� �ک ی� آن در �ه ک� �ت، اس� E(G)

م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده {x, y} ج��ای ب��ه xy ن��م��اد از ی��ال ی��ک ن��م��ای��ش ب��رای پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن
�ای �ال�ه� ی� �داد �ع� ت� �ا ب� �ر �راب� ب� �ود، �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� deg

G
(x) �ا ب� �ه ک� G �راف گ� در x رأس �ه درج�

�ا ب� را deg
G
(x) �ی �ادگ� س� �رای ب� �د، �اش� ب� �ده ش� �ه �ت� �اخ� �ن� ش� �راف گ� �ر اگ� �د. �اش� �ی�ب� م� x �ر ب� �ع واق�

م��ی�ده��ی��م. ن��ش��ان deg(x)
�د، �ن� �اش� �ی�ب� م� �اور٢ �ج� م� رأس دو y و x �م �ی� �وی� گ� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �ال ی� �ک ی� xy �ر اگ�
�ش �ای� �م� ن� x ∼ y �اد �م� ن� �ا ب� و �ت، اس� x ی �ه٣ �ای� �س� �م� ه� �ک ی� y �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب�
�م، �ی� �ام� ن� N

G
(x) �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� را ،x رأس �ای �ه�ه� �ای� �س� �م� ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �م. �ی� �ی�ده� م�

رأس �ل �ام� ش� N
G
(x) �ه ک� �م ری� دا �ه �وج� ت� �د. �اش� ب� x �ا ب� �اور �ج� م� �وس رئ� �ام �م� ت� �ل �ام� ش� �اه �رگ� ه�

اس��ت. ب��راب��ر رأس آن درج��ه�ی ب��ا رأس ی��ک ه��م��س��ای��ه�ه��ای ت��ع��داد س��اده، گ��راف ی��ک در ن��ی��س��ت. x

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش |V (G)| ص��ورت ب��ه و م��ی�ن��ام��ی��م G گ��راف ی م��رت��ب��ه۴ را، G گ��راف در رئ��وس ت��ع��داد

اس��ت. م��ج��اور رأس�ه��ای از م��رت��ب��ی زوج ج��ه��ت�دار، ی��ال ی��ا ق��وس۵ ی��ک .٢.٢.١ ت��ع��ری��ف

ری��م: دا G = (V,E) گ��راف ه��ر ب��رای .٣.٢.١ ق��ض��ی��ه

∑
x∈V (G)

deg(x) = ۲|E(G)|.

و رأس ه��ی��چ ک��ه اس��ت گ��راف��ی پ��وچ، گ��راف و ن��دارد ی��ال��ی ه��ی��چ ک��ه اس��ت گ��راف��ی ت��ه��ی، گ��راف .۴.٢.١ ت��ع��ری��ف
ن��دارد. ی��ال��ی

ن��دارد. چ��ن��دگ��ان��ه ی��ال و ط��وق��ه ک��ه ج��ه��ت ب��دون اس��ت گ��راف��ی ، س��اده گ��راف
�ده �ی� �ام� ن� �ام��ل ک� گ��راف �د، �ده�ان� ش� �ت��ص��ل م� �ر �گ� �دی� �ک� ی� �ه ب� �ال ی� ی��ک �ا ب� �ز، �ای� �م� �ت� م� رأس دو �ر ه� آن در �ه ک� �اده�ای س� �راف گ�

م��ی�ش��ود.

ک��ه G از زی��رگ��راف��ی ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. V (G) از ن��ات��ه��ی زی��رم��ج��م��وع��ه�ای X �ی��د �ن� ک� ف��رض .۵.٢.١ ت��ع��ری��ف
X در آن�ه��ا رأس دو ه��ر ک��ه ب��اش��د G از ی��ال�ه��ای��ی م��ج��م��وع��ه�ی آن، ی��ال�ه��ای م��ج��م��وع��ه و X آن رئ��وس م��ج��م��وع��ه�

١graph ٢adjacent ٣neighbour ۴order ۵arc
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ن��ام��ی��م. X روی G ال��ق��ای��ی١ زی��رگ��راف را اس��ت، واق��ع
اس��ت. V (G) زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای ت��ع��داد ب��راب��ر G گ��راف ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف�ه��ای ت��ع��داد

�د، �اش� ب� G �راف گ� در �ی �ال� ی� آن، در �ال ی� �ر ه� و �ردارد ب� در را G �وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� �ی �ام� �م� ت� �ه ک� G از �ی �راف� �رگ� زی�
م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده ف��راگ��ی��ر٢ زی��رگ��راف

G �ی �ای� �ق� ال� �راف �رگ� زی� �اه �رگ� ه� �ود، �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ه �وش� خ� ی��ک ،G �وس رئ� از S �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� .۶.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
ب��اش��د. ک��ام��ل گ��راف��ی ،S روی

م��ی�ش��ود. داده ن��م��ای��ش ω(G) ب��ا و اس��ت G گ��راف خ��وش��ه�ی ری��ن ب��زرگ��ت�� ان��دازه�ی ب��ا ب��راب��ر G خ��وش��ه�ای٣ ع��دد

θ : V (G) → V (H) دوس��وی��ی ن��گ��اش��ت ه��رگ��اه ن��ام��ی��م ی��ک��ری��خ��ت۴ را H و G گ��راف دو .٧.٢.١ ت��ع��ری��ف
�ر اگ� �ا �ه� �ن� ت� و �ر اگ� uv ∈ E(G) �م: �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� u, v ∈ V (G) �ر ه� �رای ب� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج�

.θ(u)θ(v) ∈ E(H)

.G ∼= H م��ی�ن��وی��س��ی��م آن�گ��اه ب��اش��ن��د، ری��خ��ت ی��ک�� H و G گ��راف دو اگ��ر
از ج��ای��گ��ش��ت ی��ک خ��ودری��خ��ت��ی، واق��ع در گ��وی��ی��م. G خ��ودری��خ��ت��ی۵ ی��ک را، خ��ودش ب��ه G گ��راف از ری��خ��ت��ی ی��ک��

ب��اش��د. ی��ال ح��اف��ظ ک��ه اس��ت G رئ��وس
گ��راف خ��ودری��خ��ت��ی گ��روه آن ب��ه ک��ه م��ی�ده��د گ��روه ی��ک ت��ش��ک��ی��ل G گ��راف خ��ودری��خ��ت��ی�ه��ای ه��م��ه�ی م��ج��م��وع��ه�ی

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش Aut(G) ن��م��اد ب��ا و گ��وی��ی��م G

�ه ک� �وری ط� �ه ب� v۰e۱v۱e۲ · · · ekvk �ی �اه� �ن� �ت� م� �ه�ی �ال� �ب� دن� از �ت اس� �ارت �ب� ع� G از �ر �ی� �س� م� ی��ک .٨.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
س��ر دو vi و vi−۱ ،۱ ≤ i ≤ k ،i ه��ر ب��رای و ب��وده G م��ت��م��ای��ز ی��ال�ه��ای و رأس�ه��ا م��ی��ان در ی��ک آن ج��م��لات

م��ی�ب��اش��د. k ب��راب��ر م��س��ی��ر ای��ن ط��ول و اس��ت vk و v۰ ب��ی��ن م��س��ی��ر ف��وق، دن��ب��ال��ه�ی ب��اش��ن��د. ei
�اد �م� ن� �ا ب� و �م �ی� �ام� ن� رأس دو �ن �ی� ب� ی �ه۶ �ل� �اص� ف� را ،G �راف گ� در v و u رأس دو �ن �ی� ب� �ر �ی� �س� م� �ن ری� � �اه�ت� �وت� ک� �ول ط�
dG(u, v) = ∞ آن�گ��اه ب��اش��د، ن��داش��ت��ه وج��ود م��س��ی��ری v و u رأس دو ب��ی��ن اگ��ر م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش dG(u, v)

اس��ت.

.d(x, y) = d(xg, yg) آن�گ��اه ،g ∈ Aut(G) و G رئ��وس y و x اگ��ر .٩.٢.١ ل��م

ش��ود. م��راج��ع��ه ،[٨] در ٢.٣.١ ل��م ب��ه ب��ره��ان.

x رأس �ز٧ �رک� م� از �روج خ� را ،G �راف گ� �وس رئ� �ر �گ� دی� از x رأس �ه�ی �ل� �اص� ف� �ن ری� � �ت� �ش� �ی� ب� .١٠.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
ن��ام��ی��م.

١induced subgraph ٢spanning subgraph ٣clique number ۴isomorphic ۵automorphism
۶distance ٧eccentricity
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را G گ��راف م��رک��ز از خ��روج م��ق��دار ری��ن ب��ی��ش��ت�� دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه G گ��راف رئ��وس ت��م��ام م��ی��ان در ف��اص��ل��ه ری��ن ب��ی��ش��ت��
ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش diam(G) ن��م��اد ب��ا و ن��ام��ی��م. G گ��راف ق��ط��ر١

diam(G) = max {d
G
(x, y) : ∀x, y ∈ V (G)}

دور ی��ک ط��ول دارد. ن��ام دور ی��ک ب��اش��د، ی��ک��س��ان آن ان��ت��ه��ای و اب��ت��دا رأس دو ک��ه م��س��ی��ری .١١.٢.١ ت��ع��ری��ف
اس��ت. ی��ال�ه��ای��ش ت��ع��داد ب��راب��ر

م��ی�ده��ن��د. ن��م��ای��ش girth(G) ب��ا و م��ی�ش��ود، ن��ام��ی��ده G ک��م��ر ،G گ��راف دور ری��ن ک��وت��اه��ت�� ط��ول

ه��ر �ه�ی درج� اگ��ر ب��اش��د. �ر �راب� ب� آن رئ��وس �م��ام ت� �ه�ی درج� �اه ه��رگ� �ی��م، �ام� ن� �ن��ظ��م٢ م� را G گ��راف .١٢.٢.١ �ع��ری��ف ت�
ن��ام��ی��م. n درج��ه از م��ن��ظ��م گ��راف ی��ا و n−م��ن��ظ��م گ��راف ی��ک را G آن�گ��اه ب��اش��د، n ب��راب��ر آن رأس

م��ی�ب��اش��د. ی��ال kn/۲ دارای ،k م��رت��ب��ه�ی از n−م��ن��ظ��م گ��راف ه��ر .١٣.٢.١ ق��ض��ی��ه

ب��اش��د، گ��راف ی��ک G ک��ن��ی��د ف��رض .١۴.٢.١ ت��ع��ری��ف

�ب��ور ع� ب��ار ی��ک �ق��ط ف� و �ق��ط ف� G گ��راف رئ��وس �م��ام ت� از ک��ه اس��ت �ی��ری م��س� ،G گ��راف در �ت��ون��ی �ل� �ی� �م� ه� �ی��ر م��س� آ�.
ک��ن��د.

ک��ن��د. ع��ب��ور ب��ار ی��ک گ��راف رئ��وس ت��م��ام از ک��ه اس��ت دوری ه��م��ی��ل��ت��ون��ی، دور ب.

م��ی�ن��ام��ی��م. ه��م��ی��ل��ت��ون��ی گ��راف را ه��م��ی��ل��ت��ون��ی دور ب��ا گ��راف ی��ک پ.

اس��ت. ه��م��ی��ل��ت��ون��ی گ��راف ی��ک ،n ≥ ۳ ه��ر ب��رای Kn ک��ام��ل گ��راف .١۵.٢.١ م��ث��ال
اس��ت. ه��م��ی��ل��ت��ون��ی گ��راف ی��ک ،n ≥ ۳ ه��ر ب��رای Cn n−دور گ��راف

k �ه ب� را آن �ای رأس�ه� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �وان �ی�ت� م� �ه ک� �ت اس� �ی �راف� گ� �ی٣ �ش� �خ� k−ب� ، �راف گ� .١۶.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
ن��گ��ی��رد. ق��رار زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک در ی��ال��ی ه��ی��چ س��ر دو ک��ه ط��وری ب��ه ک��رد اف��راز زی��رم��ج��م��وع��ه

در ک��ه �ای��ی رأس�ه� �م��ام ت� �ا ب� رأس ه��ر آن در ک��ه اس��ت k−ب��خ��ش��ی �اده�ی س� گ��راف ی��ک �ام��ل، ک� k−ب��خ��ش��ی گ��راف
اس��ت. م��ج��اور دارن��د، ق��رار آن ب��ا ی��ک��س��ان غ��ی��ر زی��رم��ج��م��وع��ه�ای

در ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود م��س��ی��ر ی��ک آن رأس دو ه��ر ب��ی��ن ه��رگ��اه اس��ت، ه��م��ب��ن��د۴ G گ��راف .١٧.٢.١ ت��ع��ری��ف
اس��ت. ن��اه��م��ب��ن��د G ص��ورت ای��ن غ��ی��ر

ب��اش��د. G ه��م��ب��ن��د زی��رگ��راف ری��ن ب��زرگ��ت�� ه��رگ��اه م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده ه��م��ب��ن��د م��ؤل��ف��ه�ی G ال��ق��ای��ی زی��رگ��راف ی��ک
١diameter ٢regular ٣partite graph ۴connected
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�د �ن� �ب� �م� ه� �ای �ه�ه� �ف� �ؤل� م� �داد �ع� ت� آن، رأس �ر ه� �ذف ح� �ا ب� �ه ک� ،G �راف گ� در رئ��وس از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� .١٨.٢.١ �ری��ف �ع� ت�
م��ی�ن��ام��ی��م. G گ��راف رأس��ی١ ب��رش م��ج��م��وع��ه�ی را ی��اب��د، اف��زای��ش G گ��راف

ن��م��اد ب��ا و اس��ت G گ��راف رأس��ی ب��رش م��ج��م��وع��ه�ی در رئ��وس ت��ع��داد ری��ن ک��وچ��ک��ت�� ،G گ��راف در ه��م��ب��ن��دی٢ ع��دد
م��ی�ش��ود. داده ن��م��ای��ش κ(G)

�ه ب� �گ رن� k دادن �ت �ب� �س� ن� از �ت اس� �ارت �ب� ع� G �راف گ� �ی رأس� �زی �ی� �گ�آم� k-رن� �ک ی� .١٩.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
ن��ب��اش��ن��د. ی��ک��س��ان��ی رن��گ دارای م��ت��م��ای��زی م��ج��اور رأس دو ه��ی��چ ک��ه �ط��وری ب��ه آن رأس�ه��ای

�زی �ی� �گ�آم� k-رن� ی��ک G �راف گ� آن، ازای �ه ب� �ه ک� �ت اس� kای �ن ری� � �ت� �ک� �وچ� ک� �ا ب� �ر �راب� ب� ،χ(G) ،G �ی٣ �گ� رن� �دد ع�
دارد. رأس��ی

ک��ه ب��ه�ط��وری� اس��ت V (G) از S م��ان��ن��د زی��رم��ج��م��وع��ه�ای ،G گ��راف م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک .٢٠.٢.١ ت��ع��ری��ف
ن��ی��س��ت��ن��د. م��ج��اور G در آن رأس دو ه��ی��چ

م��ی�ش��ود. داده ن��ش��ان α(G) ب��ا و ن��ام��ی��ده G اس��ت��ق��لال۴ ع��دد ،G م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه�ی ری��ن ب��زرگ��ت�� ان��دازه

�ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ورت ص� �ن ای� در �د. �اش� ب� G �راف گ� �وس رئ� از �ه�ای �وع� �م� �ج� �رم� زی� S �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٢١.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
�ی��م. م��ی�ده� �ای��ش �م� ن� N

G
(S) ب��ا را �ن��د، ب��اش� م��ج��اور S رئ��وس از رأس��ی ب��ا �ا ی� و �ن��د �ت� ه��س� S ع��ض��و ی��ا �ه ک� G رئ��وس

م��ی�ن��ام��ی��م. غ��ال��ب م��ج��م��وع��ه�ی را S آن�گ��اه ب��اش��د، N
G
(S) = V (G) اگ��ر

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش γ(G) ب��ا و ن��ام��ی��م G غ��ل��ب��ه�ای۵ ع��دد را ،G غ��ال��ب م��ج��م��وع��ه�ی ان��دازه�ی ری��ن ک��وچ��ک��ت��

رأس ی��ال��ی دو ه��ی��چ ک��ه اس��ت G ی��ال�ه��ای از م��ج��م��وع��ه�ای ،G گ��راف در M ج��ورس��ازی۶ .٢٢.٢.١ ت��ع��ری��ف
ب��اش��ن��د. ن��داش��ت��ه م��ش��ت��رک

م��ی�ب��اش��د. م��ج��م��وع��ه آن ب��ه م��ت��ع��ل��ق ی��ال�ه��ای ت��ع��داد ب��راب��ر ج��ورس��ازی ه��ر ان��دازه
م��ی�ن��ام��ی��م. M ت��وس��ط ش��ده٧ پ��وش��ی��ده اص��ط��لاح��اً ،M ج��ورس��ازی در را ی��ال ی��ک ش��ام��ل رأس ه��ر

�ی��ده �ام� ن� �ل��ی٩ �ام� ۱−ع� �ا ی� و �ام��ل٨ ک� ج��ورس��ازی ب��اش��د، ش��ده �ی��ده پ��وش� G رأس ه��ر آن در ک��ه ج��ورس��ازی ی��ک
م��ی�ش��ود.

ه��ر ب��رای اگ��ر ن��ام��ی��م، م��ت��ع��دی گ��راف س��اده�ت��ر ب��ه�ط��ور ی��ا رأس�م��ت��ع��دی١٠ گ��راف را G گ��راف .٢٣.٢.١ ت��ع��ری��ف
.ϕ(x) = y ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود ϕ ∈ Aut(G) خ��ودری��خ��ت��ی ی��ک ،G در y و x م��ت��م��ای��ز رأس دو

م��ی�ک��ن��د. ع��م��ل V (G) روی م��ت��ع��دی ب��ه�ط��ور Aut(G) دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه

١vertex cut set ٢connectivity ٣chromatic number ۴independence number ۵domination number
۶matching ٧covered ٨perfect matching ٩١-factor ١٠vertex trasitive
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ی��ک م��رک��ز از خ��روج اس��ت ک��اف��ی رأس�م��ت��ع��دی، گ��راف ی��ک در ق��ط��ر م��ح��اس��ب��ه�ی ب��رای ذی��ل، ق��ض��ی��ه�ی ب��ر ب��ن��ا
ک��ن��ی��م. م��ح��اس��ب��ه را رأس،

اس��ت. ی��ک��س��ان رئ��وس، ت��م��ام م��رک��ز از خ��روج رأس�م��ت��ع��دی، گ��راف�ه��ای در .٢۴.٢.١ ق��ض��ی��ه

ب��اش��د. v رأس از ف��اص��ل��ه ری��ن ب��ی��ش��ت�� ب��ا رأس��ی u و G گ��راف در ث��اب��ت دل��خ��واه رأس ی��ک v ک��ن��ی��د ف��رض ب��ره��ان.
ل��م �ر ب� �ا �ن� ب� �ی��ن �ن� �م��چ� ه� و م��ی�ن��گ��ارد ϕ(v) ب��ه را v و ϕ(u) ب��ه را u ک��ه دارد وج��ود ϕ �ت��ی خ��ودری��خ� ص��ورت ای��ن در

اس��ت. آن�ه��ا ب��ی��ن ف��اص��ل��ه�ی ح��اف��ظ ϕ(v) ،٩.٢.١
d(ϕ(v), ϕ(u)) �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ا ادع� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �وس رئ� �ام �م� ت� از v �ه�ی �ل� �اص� ف� �ن ری� � �ت� �ش� �ی� ب� d(v, u) �ر اگ� �ذا ل�
�د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ف �ل� خ� �ان �ره� ب� �ه ب� �ت. اس� G �راف گ� �وس رئ� �ام �م� ت� از ϕ(v) رأس �ه�ی �ل� �اص� ف� �ن ری� � �ت� �ش� �ی� ب� �ز �ی� ن�
�م ری� دا �ه �ج� �ی� �ت� ن� در d(ϕ(v), w) > d(ϕ(v), ϕ(u)) �ذا ل� دارد، را ϕ(v) رأس از �ه �ل� �اص� ف� �ن ری� � �ت� �ش� �ی� ب� w
�ات �ب� اث� �م �ک� ح� و �ل �اط� ب� �ف �ل� خ� �رض ف� �ذا ل� �ت، اس� �رض ف� �ا ب� �ض �اق� �ن� �ت� م� �ه ک� d(v, ϕ−۱(w)) > d(v, u)

م��ی�ش��ود.

�ان �ی� ب� �ز �ی� ن� را آن �ار �ت� �اخ� س� و اس��ت �ده ش� �رف��ی �ع� م� �ر زی� �ال �ث� م� در �ع��دی �ت� م� �راف گ� �ای �ه�ه� �ون� �م� ن� �ن ری� � �ت� �م� �ه� م� از �ی �ک� ی�
ن��م��ود. خ��واه��ی��م

رئ��وس م��ج��م��وع��ه ب��ا گ��راف��ی .٢۵.٢.١ م��ث��ال

V (Qn) = {(x۱, x۲, · · · , xn) | xi = ۰ ی��ا ۱ ,۱ ⩽ i ⩽ n}

�ک ی� در �اً �ق� �ی� دق� �ر اگ� دارد �ود وج� �ال ی� (y۱, y۲, · · · , yn) و (x۱, x۲, · · · , xn) �ز �ای� �م� �ت� م� رأس دو �ر ه� �ن �ی� ب� و
را ب��اش��د، �ت��ه داش� �ف��ر ص� �ی��ر غ� �ف��ه�ی م��ؤل� ی��ک �ق��ط ف� رأس دو ای��ن �ف��اض��ل ت� دی��گ��ر �ب��ارت ع� ب��ه �ن��د، ب��اش� �ف��اوت �ت� م� �ف��ه م��ؤل�

م��ی�ن��ام��ی��م. n−ب��ع��دی م��ع��ک��ب��ی گ��راف ی��ا و Qn
اب��رم��ک��ع��ب��ی١ گ��راف

م��ی�ب��اش��د. Qj ب��ا ری��خ��ت ی��ک�� Qn از زی��رگ��راف��ی ،Qn j−ب��ع��دی زی��رم��ک��ع��ب ی��ک

آن در ک��ه اس��ت رأس��ی ،Qn اب��رم��ک��ع��ب��ی گ��راف در زوج رأس ی��ک اب��رم��ک��ع��ب�ه��ا). (س��اخ��ت��ار .٢۶.٢.١ م��ث��ال
ی��ال ه��ر س��ر دو در م��ی�ب��اش��د. ۱ ع��دد ف��رد ت��ع��داد ب��ا رأس��ی ف��رد رأس ت��رت��ی��ب ه��م��ی��ن ب��ه و ب��اش��د. زوج ۱ه��ا ت��ع��داد
�ل �ق� �ت� �س� م� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ک ی� �ل �ی� �ک� �ش� ت� زوج �وس رئ� �ن �رای� �اب� �ن� ب� دارد، �ود وج� زوج رأس ی��ک و �رد ف� رأس ی��ک Qn

اس��ت. دوب��خ��ش��ی گ��راف ی��ک Qn ل��ذا داد. خ��واه��ن��د م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک ت��ش��ک��ی��ل ن��ی��ز ف��رد رئ��وس م��ی�ده��ن��د.

.|V (Qn)| = ۲n �ذا ل� �د، �اش� ب� �ه �ت� داش� �د �وان� �ی�ت� م� ۱ �ا ی� و ۰ �دار �ق� م� دو �ب �رت� م� �ی �ای� n−ت� در �ه �ف� �ؤل� م� �ر ه�

١hypercube



١٣ پ��ی��ش�ن��ی��ازه��ا

�اب��رای��ن �ن� ب� اس��ت، �ف��اوت �ت� م� رأس آن ب��ا م��رت��ب، �ای��ی n−ت� �ف��ه�ه��ای م��ؤل� از ی��ک��ی در ،Qn رأس ه��ر �ای��گ��ی�ه��ای ه��م��س�
.|E(Qn)| = n۲n−۱ ،١٣.٢.١ ق��ض��ی��ه�ی ب��ر ب��ن��ا ل��ذا م��ی�ب��اش��د، n−م��ن��ظ��م گ��راف ی��ک Qn

،ϕv : V (Qn) → V (Qn)ن��گ��اش��ت ب��اش��د. م��ک��ع��ب��ی -nگ��راف ی��ک (n ⩾ ۲) Qn ک��ن��ی��د ف��رض .٢٧.٢.١ ل��م
اس��ت. Qn خ��ودری��خ��ت��ی ی��ک ، v ∈ V (Qn) ه��ر ب��رای ϕv(x) = x+ v ض��اب��ط��ه ب��ا

ش��ود. م��راج��ع��ه ،[٨] در ٣.١.١ ل��م ب��ه ب��ره��ان.

.|Aut(Qn)| ≥ ۲nn! ری��م دا ،n ≥ ۲ ه��ر ب��رای .٢٨.٢.١ ل��م

ش��ود. م��راج��ع��ه ،[٨] در ١.١.٣ ل��م ب��ه ب��ره��ان.

اس��ت. رأس�م��ت��ع��دی گ��راف ی��ک n ≥ ۲ ه��ر ب��رای Qn n-م��ک��ع��ب��ی گ��راف .٢٩.٢.١ ق��ض��ی��ه

ش��ود. م��راج��ع��ه ،[٨] در ٢.١.٣ ل��م ب��ه ب��ره��ان.

اس��ت. ه��م��ب��ن��د Qn گ��راف .٣٠.٢.١ ق��ض��ی��ه

م��ی�ک��ن��ی��م. ث��اب��ت n ≥ ۱ ه��ر ب��رای را Qn ب��ودن ه��م��ب��ن��د ،n روی اس��ت��ق��را از اس��ت��ف��اده ب��ا ب��ره��ان.
م��ی�ب��اش��د. ه��م��ب��ن��د ل��ذا اس��ت، K۲ گ��راف ب��ا ری��خ��ت ی��ک�� Q۱ آن�گ��اه ،n = ۱ اگ��ر

ن��ی��ز Qk+۱ م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ه��م��ب��ن��د گ��راف ی��ک k ≥ n− ۱ ه��ر ب��رای ،Qk ک��ن��ی��م ف��رض
اس��ت. ه��م��ب��ن��د

ی��ک �اه آن�گ� �د، �ن� �اش� ب� �اور �ج� م� رأس دو ای��ن �ر اگ� ص��ورت ای��ن در �د. �ن� �اش� ب� Qk+۱ در رأس دو v و u �ی��د �ن� ک� ف��رض
ن��ش��ان ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د. غ��ی��رم��ج��اور دل��خ��واه رأس دو v و u ک��ن��ی��د ف��رض ل��ذا دارد. وج��ود دو آن ب��ی��ن ی��ال

ده��د: رخ اس��ت م��م��ک��ن ح��ال��ت دو دارد. وج��ود م��س��ی��ر آن�ه��ا ب��ی��ن م��ی�ده��ی��م
�ک ی� �ل �داق� ح� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �د، �ن� �اش� ب� �ه �ت� داش� �اوی �س� م� �ه�ی �ف� �ؤل� م� �ک ی� �ل �داق� ح� v و u رأس دو اول: �ت �ال� ح�
�دس��ت ب� Qk در رأس دو رأس، دو �ر ه� در �ه �ف� �ؤل� م� �ن ای� �ذف ح� �ا ب� .ui = vi آن در �ه ک� �د �اش� ب� �ود �وج� م� i �ه�ی �ف� �ؤل� م�
Qk رأس دو ای��ن ب��ی��ن م��س��ی��ری �اً �ت��م� ح� ل��ذا اس��ت، �ن��د �ب� ه��م� �ت��ق��را، اس� ف��رض ب��ه �ن��ا ب� Qk گ��راف چ��ون و آم��د خ��واه��د
v و u رأس دو �ن �ی� ب� Qk+۱ �راف گ� در �ر �ی� �س� م� �ک ی� �اوی، �س� م� �ای �ه�ه� �ف� �ؤل� م� �ردن ک� �ه �اف� اض� �ا ب� �ال ح� دارد. �ود وج�

داش��ت. خ��واه��ی��م
�ب��ات، اث� �ی��ت �ل� ک� از �ت��ن �اس� ک� ب��دون �ه �ج� �ی� �ت� ن� در �د. �ن� �اش� �ب� ن� �اوی م��س� �ه�ای �ف� �ؤل� م� �ی��چ ه� در v و u رأس دو دوم: �ال��ت ح�

.v = (۱,۱, · · · ,۱)︸ ︷︷ ︸
k+۱

و u = (۰, · · · , ۰)︸ ︷︷ ︸
k+۱

ک��رد ف��رض م��ی�ت��وان


