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 ثابت براي انقباض هاي ضعيف در فضاهاي متريک مخروطيقضاياي نقطه  

 

 :استاد راهنما 

 دكتر حميدرضا رحيمي

 

 : استاد مشاور

 دكتر محمد صادق عسگري

 

 :پژوهشگر 

 آزيتا اديب فر

 

 1931زمستان 

 



 

 

 

 :تقديم به

 
خدا را بسي شاكرم كه از روي كرم پدر و مادري فداكار نصيبم ساخته تا در سايه ي 

ر راه كسب وجودشان بياسايم و از ريشه آنها شاخ و برگ و از سايه وجودشان ددرخت 

از تمامي زحماتي كه در اين راه برايم كشيدند تا من بتوانم در . علم و دانش تلاش نمايم

كمال آسايش و راحتي تحصيل كنم و به اين مرحله از زندگي برسم بسيار خرسندم و در 

 .اله را به وجود عزيز و گراميشان تقديم نمايماينجا لازم مي دانم كه اين رس

  

 



 

 

 

 :تشكر و قدرداني 

در  .سپاس خداوندگار حکیم را که با لطف بی کران خود، آدمی را زیور عقل آراست

آغاز لازم مي دانم از زحمات پدر و مادر گرامي ام و كليه دوستاني كه در دوران تحصيل 

همچنين از . داني را بنمايماند كمال تشکر و قدرينجانب بوده همواره مشوق و پشتيبان ا

مي واحد تهران مركزي و به خصوص زحمات اساتيد محترم و مهربان دانشگاه آزاد اسلا

تاد ارجمند جناب آقاي دكتر حميد رضا رحيمي كه با راهنمايي هاي خود راهگشاي اس

عه و مشاوره و جناب آقاي دكتر محمد صادق عسگري كه زحمت مطال اينجانب بوده اند

اين رساله را تقبل فرمودند و در آماده سازي اين رساله، به نحو احسن اين جانب را 

 .كمال تشکر و سپاسگذاري را دارم مورد راهنمايي قرار دادند

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 بسمه تعالی

 

 

 كارشناسي ارشد تعهد نامه اصالت پايان نامه

 
 

 00854146088به شماره دانشججويی    دانش آموخته مقطع کارشناسی ارشد نا پیوسته آزيتا اديب فراينجانب             

قضايای نقطه ثابت برای انقبجا  اجای   : از پايان نامه خود تحت عنوان  44/11/01که در تاريخ رياضی محض در رشته 

 :له متعهد می شوم دفاع نموده ام بدينوسی بسیار خوبو درجه  10با کسب نمره ضعیف در فضااای متريک مخروطی 

 

اين پايان نامه حاصل تحقیق و پژواش انجام شده توسط  اينجانب  بوده و در مواردی که از دستاورداای علمجی و   -1 

استفاده نموده ام ، مطابق ضوابط و رويه اجای موججود ، نجام    ... ( اعم از پايان نامه ، کتاب ، مقاله و ) پژواشی ديگران 

 .ير مشخصات آن را  در فهرست ذکر و درج کرده ام منبع مورد استفاده و سا

 

در سجاير دانشجگااها و   ( ام سطح ، پايین تجر يجا بجا تر    ) اين پايان نامه قبلاً برای دريافت ایچ مدرک تحصیلی  -4

 .موسسات آموزش عالی ارائه نشده است 

 

از اين ... م از چاپ کتاب ، ثبت اختراع و چنانچه بعد از فراغت از تحصیل ، قصد استفاده و ارگونه بهره برداری اع -3

 .پايان نامه داشته باشم ، از حوزه معاونت پژواشی واحد مجوزاای مربوطه را اخذ نمايم 

 

چنانچه در ار مقطع زمانی خلاف موارد فوق ثابت شود ، عواقب ناشی از آن را بپذيرم و واحجد دانشجگاای مججاز     -4

ات رفتار نموده و در صورت ابطال مدرک تحصیلی ام ایچگونه ادعايی نخجواام  است با اينجانب مطابق ضوابط و مقرر

 .داشت 

                       

                        

 آزيتا اديب فر:  نام و نام خانوادگي                                                                                            

 

 : تاريخ و امضاء                                                                               

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 بسمه تعالی

 

 44/11/01 :درتاريخ 

بجا   از پايجان نامجه خجود دفجاع نمجوده و      ی کارشناسی ارشد خانم آزيتا اديجب فجر  دانشجو

 .تصويب قرار گرفت  موردبسیار خوب و با درجه  اجدهبحروف  10نمره 

 

 امضاء استاد راانما
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 چکیده

 

)  ضعيف براي نگاشت هاي انقباضي مشترکنقطه ثابت  بيان و بررسي نتايج ابتدا به ه،در اين پايان نام

ه نتايج تعميمي را كه اخيرا توسط چودهاري و متيا ب سپس،. مي پردازيم( ضعيف انقباضي به طور 

نقاط برخورد و ثابت مشترک را براي يک جفت از  در ادامه،. ده است بررسي مي كنيمدست آم

را مخروطي متريک  يفضا در انتها،. نيممخروطي مشخص مي ك نگاشت ها در فضاهاي متريک

انقباضي ضعيف نوع اول و دوم مي  هاي تعريف كرده و به بيان و اثبات قضاياي مربوط براي نگاشت

 . پردازيم
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  مقدمه

 

ن ابزار هاي مدرن رياضيات مي باشد و به خصوص نقطه ثابت يکي از قوي ترين ومفيد تري نظريه

اين نظريه در سالهاي  .در بسياري از جنبه هاي آناليز تابعي غير خطي ايفا كرده استنقش مهمي 

، سال هاي اخير در .وژيکي در فضاهاي باناخ بوده استگذشته بيشتر شامل مباحث هندسي و توپول

فضاهاي  .نويسندگان و محققان زيادي اين نظريه را در فضاهاي مختلف بيان و گسترش داده اند

البته قبل از اين مفهومي مشابه  .و اكسيان معرفي شد هيوانگتوسط  2002وطي در سال مخر کمتري

و اكسيان بعد از تعريف دقيق همگرايي و هيوانگ  .ارائه شد شده بود 1890نيز توسط زپکي در سال 

 .اند را در اين فضاها اثبات كرده اصل انقباض باناخ ،مخروطي کتماميت در فضاهاي متري

انقباضي عملگرها روي مجموعه هاي  مسائلي از وجود و يکتايي نقطه ثابت براي نوع از آن پس

 .مرتب جزيي مطرح و اثبات گرديده است

پيروتوسط  و نرمال متريک مخروطي در فضاهاينقطه ثابت  نظريه همچنين، 4،  و موخمديجيو

واندرگرافتو وستسنکو  5 ه استو ديگران توسعه يافت. 

  ه بخش عمده مطالب آن از مراجعتحقيق پيش رو متشکل از سه فصل است ك 8، 15 ،  16 ، 

 18 ،  21 و 24 استخراج شده است. 

 

 .بخش تشکيل شده است از چهار“  تعاريف و قضاياي مقدماتي ”عنوانفصل اول با 

. ، مي پردازيمي ضعيف و به طور ضعيف انقباضينگاشت ها در بخش اول به بيان تعاريف و قضاياي

مي كنيم و در ادامه پيوستگي نگاشت سپس قضيه نقطه ثابت براي نگاشت هاي انقباضي را مطرح 

در بخش دوم اين فصل، چند تعريف و قرار داد را ذكر مي كنيم و . هاي انقباضي را بررسي مي كنيم

همچنين فضاهاي متريک مخروطي و ويژگي . در ادامه به تعاريف مخروط نرمال و منظم مي پردازيم

اياي مربوط به دنباله ها را در فضاي متريک در بخش سوم، ابتدا قض .مربوط به آن را بررسي مي كنيم

سپس ويژگي هاي مربوط به مخروط هاي نرمال و منظم را همراه با رابطه . مخروطي بررسي مي كنيم

3 



 

 

در بخش چهارم، قضاياي اصل انقباض باناخ و انقباض كنان در فضاي  .بين آنها بيان و اثبات مي كنيم

 .متريک مخروطي را بيان و اثبات مي كنيم

قضاياي نقطه ثابت براي نگاشت ها بدون شرط پيوستگي در فضاي متريک  ” وم با عنواندفصل 

 .شامل دو بخش است“  مخروطي

براي  اساسي را قضاياي در بخش دوم،. را مطرح مي كنيم نقطه ثابتبخش اول تعاريف و قضاياي  در

 .مطرح مي كنيم نگاشت ها بدون شرط پيوستگي در فضاي متريک مخروطي

 از سه“  تريک مخروطي انقباض هاي ضعيف نوع اول و دوم در فضاهاي م ”با عنوان  سومفصل 

 .بخش تشکيل شده است

دوم در بخش . را مطرح و اثبات مي كنيم نقباضي و به طور انقباضي ضعيفدر بخش اول، قضاياي ا

 در بخش سوم،. ثال هاي مربوط به آن مي پردازيمضعيف نوع اول و مبه اثبات قضاياي انقباض هاي 

ياي مربوط به آن را مطرح مي قضا مورد بررسي قرار داده و را قضاياي انقباض هاي ضعيف نوع دوم

 .كنيم
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 مقدماتي قضاياي تعاريف و

 

نگاشت  ،بخش اول در .شامل چهار بخش است" تعاريف و قضاياي مقدماتي " اين فصل با عنوان 

و پيوستگي آنها را مطرح و بررسي مي . هاي انقباضي و به طور ضعيف انقباضي را تعريف مي كنيم

چند تعريف و قرارداد مي پردازيم و در ادامه مخروط نرمال و منظم را  ذكربه ،بخش دومدر . كنيم

نظم را همراه با رابطه ويژگي هاي مربوط به مخروط هاي نرمال و مبخش سوم، در . تعريف مي كنيم

بخش چهارم، قضاياي اصل انقباض باناخ و انقباض كنان در فضاي در . بين آنها بيان و اثبات مي كنيم

 .متريک مخروطي را بيان و اثبات مي كنيم

 

  مرور تاريخي .1-1

ياي سپس قضا نقباضي و ضعيفاً انقباضي پرداخته،به بيان تعاريف نگاشت هاي اابتدا در اين بخش 

در ادامه اين بخش قضيه نقطه ثابت براي نگاشت هاي انقباضي كه . مربوط را اثبات خواهيم كرد

 .اثبات مي كنيم ي دارد را مطرح وكاربرد فراوان

 

) , (فرض كنيد  .1-1-1تعريف dX باشد يک نگاشت  کيک فضاي متريXXT :  را ليپشيتز

x, موجود باشد به طوري كه به ازاي هر Rqگوييم اگر ثابت  y X داشته باشيم : 

   , ,d Tx Ty qd x y  

 گوييم و با نماد  Tثابت ليپشيتز  كه در نامساوي بالا صدق مي كند، را qكوچکترين ثابت 

 .نمايش مي دهيم

در حالت خاص اگر  1 , 0)   ( TLip  آنگاهT  1يک انقباض است و اگر) ( TLip، T  را يک

 .انبساط گوييم

) (TLip
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 فرض كنيد .2-1-1تعريف ,X d تابع. باشد يک فضاي متريک:T X X  يک نگاشت انقباضي

0است اگر  1q   وجود داشته باشد به طوري كه براي هر,x y X داشته باشيم: 

      , ,d T x T y qd x y 

 

 .هر نگاشت انقباضي پيوسته است .9-1-1گزاره

),(فرض كنيد  .برهان dX يک فضاي متريک وXXT :  يک نگاشت انقباضي روي 

 :باشد

                       اگر                            ،و با در نظر گرفتن  اگر 

       , , .d T x T a qd x a q
q


   

 T       پيوسته است          ,d T x T a   

 

) ,(فرض .4-1-1تعريف xdX و) , ( ydY يک نگاشتت   آنگاه، يک فضاي متريک باشد 

0 وجود داشته باشد يک 0اگر براي هر  .پيوسته يکنواخت است   كه به طوري: 

 ,x x X               ,xd x x                    (  ,  )yd f x f x    

 

 

فرض كنيد .5-1-1عريفت ,X d يک نگاشت ،یک فضای متریک باشد :T X X  نگاشت

x,به ازاي هرمي شود اگر  ضعيفاً انقباضي ناميده y X، 

       , , ,d Tx Ty d x y d x y                 (1  )                                                         

  
كه      , 0 , 0: اگر و تنهتا اگتر     در آن يک تابع غير نزولي و پيوسته است كه

0t باشد. 

 

),( dX

0
q


     ) ,  ( axd

YXF :

  0t
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 .هر نگاشت انقباضي ضعيفاً انقباضي است .6-1-1گزاره 

 

 k)0 , 1(كته   به جتاي  ( 1)در رابطه كافي است  حکم براي نشان دادن اين .برهان

 .است را قرار دهيم

 

 (1 )                                                                 

 
                                                                                 

 .است انقباضيT يعني

 

XXفرض  . 7-1-1تعريف : تابع .يک تابع باشد  را درx X براي  پيوسته گوييم هرگاه

دنباله  nx  درX  0كهxxn  كه نتيجه بگيريم               :                    )()( 0xxn       

                                                                                

 فرض كنيد .8-1-1قضیه  ,X  همچنين . مجموعه با رابطه جزئي آن باشد يکd  را طوري در

) , (و Xيک متريک روي  نظر بگيريد كه dX يک متريک كامل باشد. 

XXfفرض كنيد  :  يک نگاشت نزولي با رابطه جزئي شود  باشد كه شرايط زير برقرار: 

) ) , ()  (()  , (بتته طتتوري كتته   c]1,0(وجتتود دارد  (1 yxcdyfxfd  باشتتد. yx  بتته ازاي

، 

Xxوجود دارد (2 0  00به طوري كه   fxx     00يا   fxx  پسF    يک نقطه ثابت منحصر بته فترد

x  دارد كه براي هرXx داريم : 

 

Xxفرض كنيد  .برهان 0  چنان باشد كه)(  00 xfx   يا)(  00 fxx  يکنواختيf    نتيجه متي دهتد

,0,1ي برايا  كه يا  2,...n ، در صتورت   (1) شرط بنابر

 :داريم قضيه 

  tkt )1( 

)) ,  ( () ,  () ,  ( yxdyxdTyTxd 

           (  ,  )    (  ,  )     (  ,  )      (  ,  )d Tx Ty d x y k d x y k d x y   

       (  ,  )      (  ,  )  d Tx Ty k d x y 

   , Xyx 

xxf n

n



)(lim

)()( 0

1

0 xfxf nn )()( 0

1

0 xfxf nn 
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         1 1

0 0 0 0, , .n n n nd f x f x cd f x f x   

 : بنابراين داريم

         1

0 0 0 0, , .n n nd f x f x c d f x x  

  

ه نشان مي دهيم ك  0 0

n

n
f x




 .كوشي است دنباله 

mnبا فرض   داريم: 

         1

0 0 0 0

1

, ,
m

n m i i

i n

d f x f x d f x f x

 

  

                   1 1

0 0... ,n n m nc c c d f x x      

                                                                    0 0,
1

nc
d f x x

c



 

 

 ،بنابراين 0 0
( )n

n
f x




داريتم  براينبنتا  كامتل استت،   Xچتون   .در واقع يتک دنبالته كوشتي استت     

xxf n

n



)(lim  .است fيک نقطه ثابت از  x،پيوسته است fچون .  Xxبراي  0

 .است fيک نقطه ثابت منحصر به فرد براي  xكه دهيممي نشان  حال

ه نشان دادن اين كاين كار را با  lim n

n
f x x


  براي هرXx انجام مي دهيم. 

0xxبنتتابراين بتتراي     0وxx       يتتا   واضتتا استتت زيتترا در ايتتن متتوارد

. 

 : داريمدر صورت قضيه  (1) شرطبنابر 

 

 nاگر  مي كند، به صفر ميل مساوينا با توجه به اين كه سمت راست 

 :داريم  بنابراين

 

 :باشد مي  به صورت زير 1xو  2xدلخواه باشد و فرض  Xxفرض داريم كه در پايان

)()( 0xfxf nn 

)()( 0xfxf nn 

) ,  (   ))  () , ( ( 00 xxdcxfxfd nnn 

xxfxf n

n

n

n
  )  (lim  )  (lim 0 
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(3)                                                                              

             
 :داريم  (3)رابطه از 

                       (4)         يا      

            

 و

   (5)                                                                        

          

xxf   :داريم ( 5)و ( 4)با تركيب  n

n
  )   (lim 


. 

 

                                                                       .هم اكنون اثبات كامل است
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

20121             ,       xxxxxx 

) (  )  (  )  ( 21 xfxfxf nnn  ) (  )  (  )  ( 21 xfxfxf nnn 

xxfxf n

n

n

n
  )  (lim  )  (lim 21 
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 تعاريف پايه اي و نتايج .1-2

در ادامه به تعاريف مخروط نرمال و منظم . ابتدا چند تعريف و قرار داد را ذكر مي كنيم بخش،در اين 

دربين توضيحات فضاهاي متريک مخروطي و  ،همچنين. و ويژگي هاي مربوط به آن مي پردازيم

 .ويژگي مربوط به آن را بررسي مي كنيم

 

را كامل گوييم هرگاه هر دنباله كوشي  Xفضاي برداري نرمدار .1-2-1تعريف n n N
x


به  Xدر 

 .همگرا باشد Xدر فضاي  xيک عضو مانند 

 

 فضاي برداري نرمدار كامل .2-2-1فتعري ,|| . ||X باناخ گوييمرا فضاي. 

 

 .تعريف مي كنيم Eرا صفر برداري فضاي باناخ  0E :قرارداد

 

 P.باشد Eير تهي از غيک زير مجموعه Pويک فضاي باناخ حقيقي  Eدفرض كني .9-2-1تعريف

 :اگر  فقط يک مخروط ناميده مي شود اگر و

1 )P و  بسته، غير تهي 0EP ، 

Rbaاگر ( 2    ,    0و ,  ba  و ,   x y P آنگاه        ax by P ،  

x  اگر  (3 P    و  x P   0آنگاهEx  ( يعني    ( )  {0 }EP P  ). 

 

2فرض كنيد  .4-2-1المث

E R  و ( , ) : , 0P x y E x y   2R.  صورتدر اين P  يک 

 .مخروط است
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تايييک رابطه دو  .5-2-1تعريف  روي يک مجموعه غير تهيX  را يک رابطه ترتيب جزيي

,يعني به ازاي هر  .انعکاسي، پادمتقارن و متعدي باشدهرگاه . ناميم ,x y z X  سه شرط زير برقرار

 :باشد

1)  x x،  

xاگر ( 2 y  وy x  آنگاهy x، 

xاگر  (3 y  وy z  آنگاهx z. 

Pهر مخروط  E رابطه جزئي روي  يکE  به صورت زير القا مي كند: 

 x y اگر و تنها اگر        y x P   

x,براي هر  y E. 

 

yx نماد .6-2-1قرارداد E وقتيyx   وyx  همچنين .باشد برقرار خواهد بود yx   برقرار

int Py هرگاه است x  intكه   ،  P  درونP اگر . تعريف مي شودint P  ،مخروط باشدP   

 .شود ناميده ميصلب 

 

0Kمقداراگر يک  رمال گوييم،ن را Pمخروط .يک مخروط باشد Pفرض كنيد .7-2-1تعريف 

x,همه براي  كه وجود داشته باشد به طوري y P 0 ابE x y  داشته باشيم:. 

|| || || || .x K y  

 .كوچکترين عدد ثابت كه در رابطه بالا صدق مي كند را ثابت نرمال مخروط مي گوييم

 

Pيک فضاي باناخ حقيقي و  Eفرض كنيد  .8-2-1تعريف E مخروط .يک مخروط باشد P

 .باشد دي كه از بالا كراندار است همگرااگر هر دنباله صعو ،مي شود منظم ناميده

 يعني اگر nx كه  طوريه دنباله اي باشد ب  : 

yبراي تعدادي   E                                                           1 2 ... ...nx x x y     

lim  0:                                  كه طوريه بوجود دارد  Exصورت  در اين 


xxn
n

. 
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هر دنباله نزولي كه از پايين  و فقط اگر مي شود اگر منظم ناميده Pطمعادلاً مخرو .3-2-1تذكر

 .كراندار است همگرا باشد

 

),(فرض كنيد  .11-2-1تعريف dX يک فضاي متري مخروطي باشد،XA بالا كراندار  از را

  با  Ec گوئيم اگر وجود داشته باشد
Ec 0   طوري كه براي هره بAyx ,،  cyxd , . 

  را كراندار گوئيم اگر A،همچنين    AyxyxdA  ,:,sup   درE اگر  .وجود داشته باشد

را كاملاً كراندار گوئيم اگر براي  A،همچنين . بيکران است  Aسوپريمم وجود نداشته باشد گوئيم 

c هر  E  با  0Ec،A  به صورت اجتماعي از مجموعه هاي را بتوان
iN براي ni ,...,3,2,1  ،

كه  ،نوشت  cA   . 

 

P،حقيقي باشد يک فضاي باناخ Eفرض كنيد  .11-2-1تعريف E يک مخروط و x   يک

d:نگاشت  .مجموعه غير تهي باشد X X E  يک متريک مخروطي رويx  هرگاه است: 

x,براي هر (1 y X،0 ( , )E d x y   و , 0Ed x y  اگر و تنها اگرx y، 

x,براي هر (2 y X،    , ,d x y d y x، 

,براي هر (3 ,x y z X،      , , ,d x z d x y d y z . 

در اين صورت  ,X d ک مخروطي مي نامنديک فضاي متري را. 

  

2REفرض كنيد . 12-2-1مثال   0{2و,|),{( RyxEyxP   وRX  و 

EXXd : را با ضابطه زير تعريف مي كنيم: 
2RX)y,x(  ,),(  yx  

((x,y),(x ,y )) = ( x- x + y- y  ,    max {x- x  , y- y })d        

0 در آن كه   در اين صورت. مثبت استثابت مقدار ),( dX  فضاي متري مخروطي استيک . 

 :زيرا 

(1  0))y,x(y),((x, d  
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     0, 0

| | | |, max | |,| |

| | | | 0

| | 0
max | |,| | 0 , , ,

| | 0

x x y y x x y y

x x
x x y y

y y

x x
x x y y x x y y x y x y

y y

 



  

          


  
      

 


                 

 

        

    

(2           , , , | | | |, max | |,| |d x y x y x x y y x x y y            

       | | | |, max | |,| |x x y y x x y y          

              , , ,d x y x y   

  .برقرار است( 2)شرط 

 

(3     }, max{ , ),) , (,(   yyxxyyxxyxyxd    

            ,    max  | |,| |x z z x y w w y x z z x y w w y                  

            `   ,    max | | | |,| | |x z y w z x w y x z z x y w w y                  

               ,    max  | | | | ,max | |,| |x z y w x z y w z x w y z x w y                

 

         (( , ) , ( , ))     (( , ) , ( , )).d x y z w d z w x y    

  

ن، بنابراي .برقرار است نيز (3)شرط  ,X d يک فضاي متريک مخروطي است. 

 

 

nREفرض كنيد  .19-2-1مثال   0{و|) , ... , {( 1  i

n

n xRxxK  وRX   و 

x,به ازاي هر  y X،:      d X X E ضابطه آن را به صورت زير تعريف مي كنيم: 

         yxyxyxyxyxd n  121  , ... ,  ,  , ),(    
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11به ازاي  0i در آن كه  ni ين صورتدر ا .يک مقدار ثابت است  ,X d    يتک فضتاي

 .متريک مخروطي است

 :بررسي شرايط

x,براي هر : شرط اول y X، داريم :                                                           , 0d x y                                                                                                                                                                                                                          

 

 

yxyx

yxyxyx

i

i

n











       0|   |

0 , ... ,  ,  , y-x   0   y)d (x,

0

0

121






 

x,براي هر : شرط دوم y X، داريم:          

   1 2 1, | |, | |, | |,..., | |nd x y x y x y x y x y        

                          1 2 1| |, | |, | |,..., | | ,ny x y x y x y x d y x          

                                                                          , , .d x y d y x    

 

,براي هر : شرط سوم ,x y z X، داريم : 

 1 2 1 ( , )     ,   ,   , ... ,  nd x y x y x y x y x y         

2 1 (| | ,  | | , ... ,  | |)nx z z y x z z y x z z y             

1 1 (| | | | ,  | | | | , ... ,  | | | |nx z z y x z z y x z z y             

1 1 2 1 (| | ,  | | , ... ,  | |) (| | ,  | | , ... ,  | |)n nx z x z x z z y z y z y             

   ( , )     ( , ).d x z d z y          , , , .d x y d x z d z y   

 

),( هر سه شرط برقرار است، در اين صورت dX است متريک مخروطي يک فضاي. 
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