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قوياًتحويل�ناپذير. ايدآل�های تحويل�ناپذير، ايدآل�های

چͺیده
برای كه مفاهيمͬ و تعاريف اول فصل در است. شده تنظيم فصل سه در پايان�نامه اين
كامل طور به ابتدا دوم فصل در است. آمده است، نياز مورد ديͽر فصل دو مطالب بهتر فهم
و حسابی حلقه�های سپس گرفته�اند. قرار بررسͬ مورد (DV R) گسسته ارزياب حلقه�های
بررسͬ پروفر و حسابی حلقه�های ارتباط نيز فصل اين انتهای در است. شده بررسͬ پروفر
پروفر اگر تنها و اگر است، حسابی R حلقه كه است اين فصل اين اصلͬ نتيجه و شده
و شده تعريف قوياًتحويل��ناپذير ايدآل�های تحويل�ناپذيرو ايدآل�های سوم فصل در باشد.
فصل اين انتهای در و است. گرفته قرار بررسͬ مورد آنها ويژگͬ�های قضايايی و لم�ها در

است. گرفته قرار بررسͬ مورد نوتری حلقه�های در قوياًتحويل�ناپذير ايدآل�های
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චاری... ণپاس໋�

درود و وسلام آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم سپاسخداوندگار
او. پاك خاندان و ( (ص محمˁد بر

و راهنمايی و ابتدايی دوران در كه دبيرانͬ و آموزگاران كليه از مͬ�دانم خود وظيفه آغاز در
در را زندگͬ رسم و راه ارزنده�شان راهنمايی�های با و كشيدند زحمت اينجانب برای دبيرستان

كنم. قدردانͬ و تشͺر دادند نشان من به نشيب و فراز پر وادی اين
محمديان، رستم دكتر و دزفولͬ هاشمͬ�زاده جمال سيد دكتر آقايان گرانقدرم اساتيد از ادامه در
دريغ من بر عرصه اين در ͬͺكم هيچ از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر، سعه كمال در كه

كنم. تشͺر گرفتند عهده بر را پايان�نامه اين راهنمايی زحمات ننمودندو
دكتر و فروزان�فر دكتر آذرنگ، دكتر شيرعلͬ، دكتر خانم سركار مهربانم، اساتيد زحمات از
خداوند از و سپاس�گذارم داشته�ام را آنها خدمت در تحصيل افتخار دوره اين در كه رضايی

خواستارم. را روز�افزونشان سلامتͬ منان
پايان�نامه اين تايپ كار در كه قربانͬ فرهاد آقای جناب عزيزم دوست از دارد جا همچنين

باشم. داشته ويژه�ای تشͺر كرد كمك من به
در كه را موهايشان مͬ�توانم نه كه مهربانم و دلسوز مادر و پدر از شايسته تشͺر و تقدير با و
افتخار برای تلاش ثمره كه پينه�بسته�شان دست�های برای نه و كنم سياه شد، سفيد من عزت راه
را عمرم ثانيه�های و باشم شͺرگزارشان لحظه هر كه ده توفيقم خدايا دارم. مرهمͬ است، من

بͽذرانم. دست�بودنشان عصای در

ज़س࢙مඟ໊م�ور
۱۳۹۲/ෙय़
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مقدمه

توسط ميلادی ٢٠٠٠ سال در كه است مقاله�ای روی پژوهش يك آمده پايان�نامه اين در آنچه

است. شده مطرح DavidE.Rush و LouisJ.Ratliff WilliamJ.Heizerو

و اصطلاحات پايان�نامه اين اول فصل در است شده تنظيم فصل سه در پايان�نامه اين

است. شده آورده مͬ�كنند، كمك ديͽر فصل دو مطالب بهتر فهم در ما به كه مفاهيم و تعاريف

و شده�اند بيان مثال با تعريف�ها اكثر ولͬ است، يادآوری جهت فصل اين مطالب چند هر

نوشته مرجع ذكر با است بعدی مطالب و فصل�ها برای پايه�ای كه نياز مورد قضايای صورت

شده�اند.

مͬ�كنیم ثابت و مͬ�كنیم بیان را (DV R) گسسته ارزیاب حلقه�های مفهوم ابتدا دوم فصل در

یك P =< a > و UFD يك R اگر كه شرايطͬ در RP یعنͬ ،P در R موضعͬ�سازی كه

يك اثبات برای سوم فصل در گزاره اين از است. گسسته ارزیاب حلقه یك باشد، R اول ایدآل

ویژگͬ�های بیان و پروفر و حسابی حلقه�های تعریف از پس نهایت در مͬ�شود. استفاده مهم لم

واقع در مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را دارد وجود پروفر و حسابی حلقه�های بین كه روابطͬ آنها

باشد. پروفر اگر تنها و اگر است حسابی R حلقه كه مͬ�دهيم نشان

تحویل�ناپذیر قویاً ایدآل�های تعریف و تحویل�ناپذیر ایدآل��های از تعریف دو ابتدا سوم فصل در

قویاً ایدآل�های تحویل�ناپذیر، ایدآل�های از خانواده�هایی میان رابطه سپس مͬ�كنیم. بیان را

یك در مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را R تعویض�پذیر حلقه در اول ایدآل�های تحویل�ناپذیرو

تحویل�ناپذیر، قویاً ایدآل هر و است تحویل�ناپذیر قویاً اول ایدآل هر كه مͬ�دهیم نشان لم

تحویل�ناپذیر قویاً ایدآل یك I اگر كه مͬ�كنیم بررسͬ قضیه یك در همچنين است. تحویل�ناپذیر

باشد، (I :R M) در مشمول كامل طور به I و (R,M) موضعͬ شبه حلقه در ابتدایی − M

آن�گاه:

است. اصلͬ ایدآل ،(I :R M) .١



.I = (I :R M)M .٢

.(I :R M) ⊆ J یا J ⊆ I كه مͬ�شود نتیجه R در J ایدآل هر برای .٣

حلقه در ht(I) > ٠ با اول غیر ایدآل یك I اگر مͬ�دهد نشان كه است قضیه�ای ما اصلͬ نتیجه

حلقه ،RP و باشد ابتدایی I اگر فقط و اگر است تحویل�ناپذیر قویاً I آن�گاه باشد، R نوتری

.n > ١ صحیح عدد هر برای I = P n و P =
√
I جا هر باشد گسسته ارزیاب

ज़س࢙مඟ໊م�ور
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

ديͽر فصل دو مطالب بهتر فهم در ما به كه تعاريفͬ و اصطلاحات مفاهيم، فصل اين در

پايان�نامه اين در بحث مورد حلقه�های همه�ی كه كنيم توجه است. شده آورده مͬ�كنند، كمك�

شده�اند. فرض يͺدار و تعويض�پذير

مرتب كاملا́ مجموعه و مشبͺه ١.١

رابطه�ای P روی جزئͬ ترتیب یك باشد ناتهͬ مجموعه یك P كنیم فرض .١.١.١ تعریف

:x, y, z ∈ P هر براي كه طوری به است 6 چون، دوتایی

(x 6 y) بازتابی .١

(x 6 y, y 6 x ⇒ x = y) تقارنͬ پاد .٢

(x 6 y, y 6 z ⇒ x 6 z) متعدی .٣

با و ناميده مرتب جزئͬ یا جزئͬ مرتب ،6 جزئͬ ترتیب رابطه با همراه را P مجموعه

مͬ�دهیم. نشان (P,6) نماد

٣



۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١

كه طوری به d ∈ A مانند است عنصری A از B مجموعه زیر بالای كران یك .٢.١.١ تعریف

باشد مرتب خطͬ ،6 با كه A از B ناتهͬ مجموعه زیر .b 6 d باشيم، داشته b ∈ B هر برای

دارد. نام A در زنجیر یك

مقایسه قابل را a, b ∈ Aعضوهای آن�گاه Aباشد، از ترتیبجزئͬ Rیك هرگاه تعریف٣.١.١.

قابل لزوماً جزئͬ مرتب مجموعه یك عضو دو كه كنیم توجه .b 6 a یا a 6 b هرگاه: گویند،

نیستند. مقایسه

یك باشند، مقایسه قابل عنصرش دو هر كه A مجموعه از جزئͬ ترتیب یك .۴.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده خطͬ ترتیب

مجموعه ( مجموعه�های زیر همه (مجموعه توانͬ مجموعه ،A كنیم فرض .۵.١.١ مثال

جزئͬ A صورت این در ،C 6 D ⇔ C ⊂ D مͬ�كنیم، تعریف باشد. {١,٢,٣,۴,۵}

نیستند. مقایسه قابل {٣,۴} و {١,٢} زیرا نیست. مرتب خطͬ ولͬ است، مرتب

A در a ∈ A عنصر باشد مرتب جزئͬ مجموعه یك (A,6) كنیم فرض .۶.١.١ تعریف

به .c 6 a باشیم، داشته باشد مقایسه قابل a با كه ،c ∈ A هر ازای به اگر است ماكزیمال

ماكزیمال a اگر كه كنیم توجه .a = c آن�گاه ،a 6 c هرگاه ،c ∈ A هر ازای به دیͽر عبارت

با مقایسه قابل غیر ای c ∈ A است ممͺن زیرا .c 6 a ،c ∈ A هر ازای به نیست لازم باشد

یا باشد داشته بسیار ماكزیمال عنصر است ممͺن مجموعه یك علاوه به باشد. داشته وجود a

معمولͬ) ترتیب با Z باشد.(مثلا́ نداشته اصلا́

طوری�كه به ،A مانند مرتب جزئͬ مجموعه یك از است عبارت مشبͺه یك .٧.١.١ تعریف

كران ترین بزرگ و بالا كران ترین كوچك دارای (a, b) مانند آن از عضوی دو مجموعه زیر هر

است. پایین كران بزرگ�ترین نشان�دهنده ∨ و بالا كران كوچك�ترین نشان�دهنده ∧ باشد. پائین

را a∨ b و a∧ b بنابراين .a 6 b مͬ�نويسيم، باشد a, b ∈ R و P بر جزئͬ ترتيب يك R هرگاه

.a ∨ b = b و a ∧ b = a آن�گاه ،a 6 b هرگاه مͬ�كنيم: تعريف صورت اين به



۵ مرتب كاملا́ مجموعه و مشبͺه .١.١

در زنجیر هر طوری�كه به باشد ناتهͬ مرتب جزئͬ مجموعه یك A هرگاه زرن: لم .٨.١.١ لم

است. ماكسیمال عضو شامل A آن�گاه باشد، داشته A در بالایی كران A

باشد (A,6) مرتب جزئͬ مجموعه از ناتهͬ مجموعه�ای زیر B كنیم فرض .٩.١.١ تعریف

.c 6 b ،b ∈ B هر ازای به اگر است B (مینیمم) عنصر كوچك�ترین c ∈ B عنصر

Aخوش�ترتیب گویند آن�گاه باشد، داشته عنصر Aكوچك�ترین تهͬ نا مجموعه زیر هر هرگاه

به زیرا نیست). درست آن عكس (ولͬ است. خطͬ مرتب خوش�ترتیب مجموعه هر است.

يا a 6 b یعنͬ باشد، داشته عنصر كوچك�ترین باید {a, b} مجموعه زیر a, b ∈ A هر ازای

.b 6 a

دارای (T,6) جزئͬ ترتیب هرگاه گویند، مرتب كاملا́ مجموعه یك را T .١٠.١.١ تعریف

باشد. مقایسه�پذیری خاصیت

كوچك�ترین نشان�دهنده ∧ ) گوئیم توزیعͬ مشبͺه رایك (L,∨,∧) مشبͺه .١١.١.١ تعریف

باشیم: داشته x, y, z ∈ L هر برای اگر است.) پایین كران بزرگ�ترین نشان�دهنده ∨ و بالا كران

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

یا

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)

اثبات بالا روابط آسانͬ به ٧.١.١ تعريف به توجه با در�اين�صورت .x 6 y 6 z كنيم فرض

مͬ�شوند.

است. توزیعͬ مشبͺه یك مرتب كاملا́ مجموعه هر بالا تعاریف به توجه با .١٢.١.١ مثال



۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١

ایدآل�ها حساب ٢.١

اهميت به توجه با ادامه در و شده آورده ايدآل�ها ضرب و جمع ويژگͬ�های ابتدا قسمت اين در

قسمت اين انتهای در و مͬ�كنيم. بيان را ايدآل�ها تقسيم مفهوم سوم، فصل در ايدآل�ها تقسيم

است. گرفته قرار بررسͬ مورد ايدآل يك راديͺال مفهوم

ایدآل�ها: ضرب و جمع ویژگͬ�های .١.٢.١ نكته

،λ ∈ A هر برای آن�گاه باشد، R حلقه ایدآل�های از خانواده یك {Iλ}λ∈A اگر .١

Iλ ⊆
∑
λ∈A

Iλ

.I + J = J + I آن�گاه باشند، R حلقه ایدآل دو J و I اگر .٢

.I + (J +K) = (I + J) +K آن�گاه باشند، R حلقه ایدآل�های K و J و I اگر .٣

.IJ = JI ⊆ I ∩ J آن�گاه باشند، R حلقه ایدآل دو J و I اگر .۴

.(IJ)K = I(JK) آن�گاه باشند، R حلقه ایدآل�های K و J و I اگر .۵

.I(J +K) = IJ + IK آن�گاه باشند، R حلقه ایدآل�های K و J و I اگر .۶

ببینید. را [١٣] ازمرجع ٢٨ · ٢ تذكر ویژگͬ�ها این اثبات برای برهان.

بر I تقسیم حاصل صورت این در باشند. R حلقه ایدآل دو J و I فرضكنیم .٢.٢.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به مͬ�شود، داده نشان (I : J) با كه را J

(I : J) = {r ∈ R | rx ∈ I, ∀x ∈ J}



٧ همریختͬ یك به نسبت توسیع و تحدید از حاصل ایدآل�های .٣.١

داریم: وهمچنین است. R ایدآل یك نیز خود ،(I : J) كه مͬ�شود ديده سادگͬ به

تقسیم حاصل ،I = ٠ كه خاص حالت در .I ⊆ (I : J)

(٠ : J) = {r ∈ R | rx = ٠,∀x ∈ J}

مͬ�شود. داده نمایش AnnR(J) یا Ann(J) با و مͬ�شود. نامیده J پوچساز

كه را I رادیͺال باشد. R یͺدار و تعویض�پذیر حلقه ایدآل یك I كنیم فرض .٣.٢.١ تعریف

مͬ�كنیم: تعریف زیر صورت به مͬ�دهیم، نشان Rad(I) یا
√
I با

√
I = {r ∈ R | ∃n ∈ N s.t rn ∈ I}

حلقه پوچ رادیͺال را آن و √٠ مͬ�نویسیم،
√
I جای به آنگاه ،I = ٠ اگر خاص حالت در

كه: مͬ�كنیم توجه و مͬ�نامیم R

√
٠ = {x ∈ R | ∃n ∈ N s.t xn = ٠} = N(R)

یكهمریختͬ نسبتبه توسیع و تحدید از ایدآل�هایحاصل ٣.١

این در باشد حلقه�ای همریختͬ یك f : R → S و حلقه دو S و R فرضكنیم تعریف١.٣.١.

صورت:

است R ایدآل یك f−١(J) = {r ∈ R : f(r) ∈ J} آن�گاه باشد، S ایدآل یك J اگر .١

حلقه�ای همریختͬ به نسبت J تحدید از حاصل ایدآل را آن و داده نشان Jc با را ایدآل این

مͬ�نامیم. f : R → S

یك ،S در f(I) توسط شده تولید ایدآل یعنͬ ،f(I)S آن�گاه باشد، R ایدآل یك I اگر .٢

به نسبت I توسیع از حاصل ایدآل را آن و داده نشان Ie با را ایدآل این مͬ�باشد. S ایدآل

مͬ�نامیم. f : R → S حلقه�ای همریختͬ



٨ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١

ایدآل I و باشد. حلقه�ای همریختͬ یك f : R → S و حلقه دو S و R فرضكنیم .٢.٣.١ لم

داریم: قبل تعریف در Jc و Ie نماد�های به توجه با صورت این در باشد S ایدآل J و R

I ⊆ Iec .١

J ce ⊆ J .٢

Ie = Iece .٣

J cec = J c .۴

ببینید. را [١٣] مرجع از ۴٢ · ۴ لم برهان.

اول و ماكسیمال ایدآل�های ۴.١

مجموعه صورت این در باشد یͺدار و تعویض�پذیر حلقه یك R كنیم فرض .١.۴.١ تعریف

ماكسیمال عضو هر است. مرتب مجموعه یك شمول رابطه به نسبت R حلقه سره ایدآل�های

مͬ�نامند. R حلقه ماكسیمال ایدآل یك را مرتب مجموعه این

هرگاه: نامیم ماكسیمال ایدآل یك را R حلقه Mدر ایدآل دیͽر عبارت به

.M ̸= R .١

.N = R Mیا = N آن�گاه ،M ⊆ N ⊆ R طوری�كه به باشد، R ایدآل یك N اگر .٢

است. Z ماكسیمال ایدآل یك pZ ،p اول عدد هر ازای به .٢.۴.١ مثال

است. F ماكسیمال ایدآل یك {٠} آنگاه باشد میدان یك F اگر .٣.۴.١ مثال

دارد. وجود ماكسیمال ایدآل یك حداقل یͺدار حلقه هر در .۴.۴.١ قضیه



٩ اول و ماكسیمال ایدآل�های .۴.١

مرتب مجموعه یك شمول بارابطه X ،X = {I | Rسره ايدآل {Iيك مͬ�دهیم قرار برهان.

ماكسیمال عضو دارای شمول رابطه با X دهیم، نشان است كافͬ قضیه اثبات برای . است

بالایی كران دارای X در زنجیر هر دهیم نشان است كافͬ زرن لم به بنا منظور این برای است.

،I = ∪k∈AIk مͬ�دهیم: قرار باشد. X در زنجیر یك {Ik}k∈A كنیم فرض پس است. X در

است. X در زنجیر این برای بالا كران یك I صورت این در

ایدآل هر صورت این در باشد. R در ایدآل یك I و حلقه یك R كنیم فرض .۵.۴.١ قضیه

است. I شامل R ماكسیمال Mایدآل طوری�كه به است M
I
فرم به R

I
ماكسیمال

در مشمول R سره ایدآل هر آن�گاه باشد، ویͺدار تعویض�پذیر حلقه یك R اگر .۶.۴.١ نتیجه

مͬ�باشد. ماكسیمال ایدآل یك

صورت این در a ∈ R و باشد ویͺدار تعویض�پذیر حلقه یك R كنید فرض .٧.۴.١ نتیجه

Mنباشد. عضو a ،M ماكسیمال ایدآل هر برای اگر تنها و اگر a ∈ U(R)

هرگاه: مͬ�شود، نامیده اول R تعویض�پذیر حلقه در P سره ایدآل .٨.۴.١ تعریف

ab ∈ P ⇒ a ∈ P یا b ∈ P

یك {٠} همچنین است. Z اول ایدآل یك ،pZ ایدآل ،p اول عدد هر ازای به .٩.۴.١ مثال

است. Z اول ایدآل

ایدآل واقع در است. اول ایدآل یك {٠} ایدآل صحیح حوزه هر در كلͬ طور به .١٠.۴.١ نكته

صحیح حوزه یك حلقه، اگر تنها و اگر است اول ایدآل یͺدار و تعویض�پذیر حلقه یك در {٠}

باشد.

مͬ�دهند: نمایش Spec(R) با را R حلقه اول ایدآل�های مجموع نمادگذاری:

Spec(R) = {P | R اول ایدآل P}



١٠ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١

ماكسیمال ایدآل�های همه مجموع صورت این در باشد حلقه یك R كنید فرض نمادگذاری:

.Max(R) = {M | Rماكسیمال {Mایدآل داریم و مͬ�دهیم Max(R)نشان با را R

ماكسیمال ایدآل�های همه اینصورتاشتراك در باشد Rیكحلقه فرضكنید تعریف١.۴.١١.

مͬ�دهیم: نمایش J(R) با ساده طور به یا Jac(R) با را R

J(R) =
∩

M∈Max(R)

M

صورت این در باشد R يͺدار و تعویض�پذیر حلقه سره ایدآل یك I فرضكنید .١٢.۴.١ قضیه

باشد. صحیح دامنه R

I
حلقه اگر تنها و اگر است اول I

ببینید. را [١٣] مرجع از ٢٣ · ٣ لم برهان.

حلقه�های در كلͬ طور به .Max(R) ⊆ Spec(R) داریم: همواره حلقه هر برای .١٣.۴.١ نكته

از خاصͬ حالت متناهͬ حلقه�های .Max(R) = Spec(R) آرتينͬ، يͺدار و تعويض�پذير

.Max(R) = Spec(R) داريم: همواره منظم حلقه�های در همچنين هستند. آرتينͬ حلقه�های

موضعͬ حلقه�های ۵.١

مͬ�گویند. موضعͬ شبه حلقه دارد ماكسیمال ایدآل یك دقیقاً كه حلقه�ای به .١.۵.١ تعریف

است. موضعͬ شبه حلقه یك میدان هر .٢.۵.١ مثال

به R

Mn
خارج�قسمتͬ حلقه�ی آن�گاه باشد، R حلقه ماكسيمال ايدآل يك M اگر .٣.۵.١ مثال

چون ،p اول عدد هر ازای به بنابراين است. شبه�موضعͬ حلقه يك n ≥ ١ طبيعͬ عدد هر ازای

حلقه�ی يك Z
(pZ)n

=
Z
pnZ

،n ≥ ١ هر برای پس است Z ماكسيمال ايدآل يك M = pZ

است. موضعͬ

گویند. موضعͬ حلقه باشد، نوتری كه موضعͬ شبه حلقه به .۴.۵.١ تعریف



١١ ضربی بسته مجموعه .۶.١

Mایدآل و موضعͬ حلقه R آن در كه است موضعͬ حلقه�ای (R,M)عبارت .۵.۵.١ ملاحظه

در است. R
M

ميدان ،(R,M) موضعͬ حلقه مانده�ای ميدان است. فرد به منحصر ماكسیمال

.J(R) = M داریم (R,M) موضعͬ حلقه

ضربی بسته مجموعه ۶.١

یك S گوئیم ،S ⊆ R و باشد یͺدار و تعویض�پذیر حلقه یك R كنید فرض .١.۶.١ تعریف

هرگاه: است، (MC) مجموعه یك اختصار به یا ضربی بسته مجموعه

١ ∈ S .١

a, b ∈ S ⇒ ab ∈ S .٢

صورت: این در باشد R حلقه دلخواه عضو یك a كنیم فرض .٢.۶.١ مثال

S = {١, a, a٢, ...}

است. ضربی بسته مجموعه یك

صورت این در باشد. R حلقه دلخواه ایدآل یك I كنیم فرض .٣.۶.١ مثال

است. ضربی بسته مجموعه یك ١+ I = {١+ i | i ∈ I}

است. ضربی بسته مجموعه یك S = R− P آنگاه باشد، اول ایدآل یك P اگر .۴.۶.١ قضیه

شرط لذا ١ ∈ R−P پس، است سره ایدآل یك P چون ١ ∈ P فرضكنیم اول: شرط برهان.

.١ ∈ S یعنͬ است برقرار اول

نتیجه در ab /∈ P است،پس اول P چون a, b /∈ P نتیجه در a, b ∈ S كنیم فرض دوم: شرط

.ab ∈ R− P = S



١٢ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١

صورت این در باشد. R اول ایدآل�های از خانواده یك {Pk}k∈A كنید فرض .۵.۶.١ مثال

است. ضربی بسته مجموعه یك S = R− ∪k∈APk

یك S ⊆ R و R ایدآل I و باشد یͺدار و تعویض�پذیر حلقه یك R كنیم فرض .۶.۶.١ قضیه

طوری�كه به است موجود P اول ایدآل آن�گاه ،I∩S = ∅ چنانچه باشد. ضربی بسته مجموعه�ی

.I ⊆ P و P ∩ S = ∅

ببينيد. را [١٣] مرجع از ۶ · ۴ قضيه برهان.

صورت این در باشد. R یͺدار و تعویض�پذیر حلقه سره ایدآل یك I اگر .٧.۶.١ تعریف

مͬ�دهند: نمایش V (I) یا V ar(I) رابا I شامل R اول ایدآل�های مجموع

V ar(I) = {P ∈ Spec(R) | I ⊆ P}

P-ابتدايی و ابتدایی ايدآل�های ٧.١

هرگاه: مͬ�شود، ناميده ابتدایی R یͺدار و تعویض�پذیر حلقه در Q سره ایدآل .١.٧.١ تعریف

ab ∈ Q ⇒ a ∈ Q یا ∃n ∈ N s.t bn ∈ Q

هرگاه: است، ابتدایی ایدآل يك Q سره ایدآل دیͽر عبارت به

ab ∈ Q ⇒ a ∈ Q یا b ∈
√

Q

ابتدایی اول، ایدآل هر یͺدار و تعویض�پذیر حلقه هر در بالا تعریف به توجه با .٢.٧.١ ملاحظه

است.

ابتدایی I صورت این در باشد. R تعویض�پذیر حلقه از ایدآلͬ I فرضكنید .١ .٣.٧.١ لم

باشد. پوچ�توان R
I
صفر مقسوم�علیه هر و نباشد صفر حلقه R

I
حلقه اگر تنها و اگر است



١٣ تحویل�ناپذیر ایدآل .٨.١

در باشد S ابتدایی ایدآل Q و تعویض�پذیر حلقه�ای همریختͬ f : R → S كنید فرض .٢

است. R ابتدایی ایدآل Qc := f−١(Q)صورت این

ببینید. را [١٣] مرجع از ٣ · ۴ لم برهان.

صورت این در باشد R تعویض�پذیر حلقه ابتدایی ایدآل یك Q كنید فرض .۴.٧.١ لم

كوچك�ترین P علاوه به است. ابتدایی − P ،Q مͬ�گوئیم و است R اول ایدآل P :=
√
Q

را P باید باشد، Q شامل كه R اول ایدآل هر (زیرا مͬ�شود. شامل را Q كه است R اول ایدآل

.( است Q فرد به منحصر مینیمال اول ایدآل P لذا شود. شامل نیز

ببینید. را [١٣] مرجع از ۵ · ۴ لم برهان.

تحویل�ناپذیر ایدآل ٨.١

صورت به را I نتوان هرگاه گوئیم تحویل�ناپذیر را R حلقه در I سره ایدآل .١.٨.١ تعریف

است تحویل�ناپذیر I سره ایدآل دیͽر عبارت به نوشت. I از بزرگ�تر اكیداً ایدآل دو اشتراك

باشد: برقرار زیر شرطͬ گزاره هرگاه

I = I١ ∩ I٢ ⇒ I = I١ یا I = I٢

است. تحویل�ناپذیر ایدآل یك تعویض�پذیر حلقه یك اول ایدآل هر .٢.٨.١ مثال

P چون صورت این در P = I١ ∩ I٢ و باشد R حلقه اول ایدآل یك P كنیم فرض برهان.

.I١ = P یا I٢ = P پس است اول ایدآل

سره ایدآل هر صورت این در باشد. نوتری تعویض�پذیر حلقه یك R فرضكنید .٣.٨.١ قضیه

است. R تحویل�ناپذیر ایدآل متناهͬ تعداد اشتراك با برابر R

ببینید. را [١٣] مرجع از ٣٣ · ۴ قضیه برهان.



١۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١

ابتدايی ايدآل يك تحويل�ناپذير ايدآل هر نوتری، يͺدار تعويض�پذير حلقه هر در .۴.٨.١ قضیه

است.

I كه مͬ�دهیم نشان باشد R تحویل�ناپذیر ایدآل یك I و نوتری حلقه یك R فرضكنیم برهان.

طبیعͬ عدد ازای به مͬ�دهیم نشان b /∈ I و ab ∈ I كنیم فرض منظور این برای است. ابتدایی

داریم: n

an ∈ I

است: ایستا R ایدآل�های از زیر زنجیر است نوتری R چون

(I : a) ⊆ (I : a٢) ⊆ (I : a٣) ⊆ ...

مͬ�كنیم ادعا حال .(I : an) = (I : an+١) طوری�كه به دارد وجود n طبیعͬ عدد پس

دهیم نشان كافیست تساوی این دادن نشان برای .I = (I + Ran) ∩ (I + Ran+١) كه

مͬ�كنیم: عمل زیر صورت به لذا (I +Ran) ∩ (I +Rb) ⊆ I

x ∈ (I +Ran) ∩ (I +Rb) ⇒ x = i١ + ran = i٢ + r′b

⇒ xa = i١a+ ran+١ = i٢a+ r′ab ⇒ ran+١ = i٢a+ r′ab− i١a ∈ I

⇒ r ∈ (I : an+١) = (I : an) ⇒ r ∈ (I : an) ⇒ ran ∈ I

و تحویل�ناپذیر I چون .I = (I + Ran) ∩ (I + Rb) نتيجه در .x = i١ + ran ∈ I بنابراين

این واز .I +Ran = I باشیم داشته باید الزاماً I $ I +Rb و I = (I + Ran) ∩ (I +Rb)

.an ∈ I مͬ�آوریم بدست تساوی


