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برابر در است. بوده زندگͭ�ام جاودانه سرمايه رويشان، روشنͭ و كلامشان گرمͭ نگاهشان، فروغ آنان�كه
بوسه دستانشان بر محبت، و عشق از سرشار دلͭ با و مͭ�نهم زمين بر ادب زانوى پرمهرشان، وجود

مͭ�زنم.



೯دایا...
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و

مͬ�داری.

تنها تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

چشمان در امید برق که توست رهایی امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت

خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف

از من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بی�نمود، خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سͺوت، در

روزی بداند، دوست بی�آنکه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامͬ،

کن.

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



ت

චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

بهترين تحصيل، دوران در كه نمايم قدردانͭ و تشͺر عزيزم، خانواده زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نكردم. محدوديتͭ كوچ�ͷترين احساس ايشان، جانب از هرگز و بودند آموختن امر در من مشوق

پايان�نامه هدايت و تبيين كه اردبیلͬ یعقوب محمد دکتر و صداقتشهمراد دكتر آقاى جناب گرانقدر، استاد از

مرا بود، من نيازهاى مهمترين كه فراوان حوصله و صبر و درايت با ايشان هستم. گذار سپاس داشتند، عهده به را

كردند. راهنمايى و ͷكم پايان�نامه، اين رساندن انجام به در

پايان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت كه بهرامͬ فریبا دكتر خانم جناب گرامͭ، استاد از را خود امتنان مراتب

مͭ�دارم. ابراز دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به پايان�نامه، این سازی آماده در و فرمودند تقبل را

مͭ�نمايم. تشͺر كردند، همراهͭ تحصيل دوران در مرا كه عزيزانͭ و دوستان همه از نهايت، در

وحدانͬ ماهرخ
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ماهرخ نام: وحدانͬ خانوادگͬ: نام

روش از استفاده با سهموی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات برای دقیق طیفͬ جوابهای پایان�نامه: عنوان

کروی فرا تاو

شهمراد صداقت دکتر و رحیمͬ یعقوب دکترمحمد راهنما: اساتید

بهرامͬ فریبا دکتر مشاور: استاد

عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده: تبریز دانشͽاه:

صفحه:۵٢ تعداد ١٣٩٠ فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

چندجمله�ایهای ، بسط ضرایب طیفͬ، مدلهای سهموی، جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات کلیدواژه�ها:

متعامد

چͺیده

با دیفرانسیل معادلات تقریبی جواب تعیین برای دوگانه فراکروی طیفͬ روشهای پایاننامه این در

معادلات مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد ناهمͽن مرکب مرزی شرایط تحت سهموی جزیی مشتقات

بطوریͺه مͬ�شود، تبدیل معمولͬ دیفرانسیل معادلات دستگاه به مرزی و اولیه شرایط با جزیی دیفرانسیل

تانسورها ماتریسͬ جبر ͷکم به معادلات دستگاه این �شوند. زمان به وابسته حاصل معادلات ضرایب

بͺارگیری نحوه توصیف جهت مͬ�شود. حل گام به گام روش ͷی ͷکم به و شده سازی ساده

حاصل نتایج با حاصل عددی نتایج و مͬ�گیرند قرار بررسͬ مورد آن عددی کاربردهای روش این

چندجمله وسیله به طیفͬ تقریب از حاصل نتایج پایان در مͬ�شوند. مقایسه تحلیلͬ جوابهای از

قرار مقایسه مورد فراکروی ایهای چندجمله سایر از حاصل نتایج با اول نوع از چبیشف ایهای

مͬ�گیرد.



چ مقدمه

مقدمه

است معروف ١ گالرکین تقریب به طیفͬ روشهای با معمولͬ یا جزیی دیفرانسیل معادلات جوابهای تقریب مساله

مͬ�آیند. بوجود منفرد ٢ لیوول اشتورم مسایل از مشخصه توابع بصورت و آید مͬ پدید پایه�ای توابع تعدای از که

یا مرزی و اولیه شرایط مانند مͬ�شوند، واقع قبول مورد مساله برای خودکار بطور شرایطͬ کردن اضافه با ها پایه

شوند، اعمال بسط ضرایب روی محدودیتͬ بصورت است ممͺن شرایط این دیͽر طرف از بیشتر. عمومͬ شرایط

.[١۴] ٣ تاو لانکسوز مدل مانند

جذابیتهایی همچنین روشها این آورده�اند. فراهم جذابی محاسباتͬ های شیوه طیفͬ روشهای اخیر دهه�های در

این کرده��اند. کسب سیالات و گرمایی شارهای زمینه در ͬͺفیزی مسایل از وسیعͬ رده برای خودکار محاسبات در

رسانده�اند، اثبات به ساده های هندسه در زمان از مستقل هموار شارهای برای را بالایی کارایی همچنین روشها

کرد. رجوع [٨] و [١٩] مراجع به مͬ�توان زمینه این در

روشهای برای است. آزادی درجه کمترین با دقیق نتایج به رسیدن برای آنها توانایی در طیفͬ روشهای اصلͬ مزیت

بسط روش در پایه توابع که حالتͬ در هستند. لازم جواب بسط ضرایب برای صریح عبارتهای طیفͬ شبه و طیفͬ

[١٢] مرجع در ۴ کاراگروگس توسط لازم عبارت باشند، x ∈ [0, 1] ،T ∗
n(x) یافته انتقال چبیشف چندجمله�ایهای

است. آمده بدست

است. آمده بدست [٢٠] مرجع در x ∈ [−1, 1] ،Pn(x) لژاندر چندجمله�ایهای برای مشابه فرمول

و x ∈ [−1, 1] ازای به ،Cα
n (x) کروی فرا چندجمله�ایهای پایه توابع که وقتͬ عمومͬ�تر فرمول ͷی

برای لازم فرمولهای بنابراین است. شده بررسͬ [۶] مرجع در ۵ دوها توسط باشند، α ∈ (−1/2,∞)

Galerkin١
Strum Liouvill٢

Lanczos tau٣
Karageorghis۴

Doha ۵



ح مقدمه

شده�اند. ارایه کروی فرا چندجمله�ایهای از خاصͬ حالت بصورت لژاندر و دوم و اول نوع چبیشف چندجمله�ایهای

توسط چبیشفدوگانه چندجمله�ایهای بر مبتنͬ طیفͬ روشهای با مشتقاتجزیی با معادلاتدیفرانسیل عددی حل

،[۴] و [٢] ٧ دوها ، [١] اسͺارتون۶ و دو کارهای به مͬ�توان آنها بین از که است شده بررسͬ زیادی مولفین

مͬ�توان گرفته�اند قرار استفاده مورد بیشتر که کارهایی میان از کرد. اشاره [١١] هورنر٩ ، [١٠] زنگ٨ و هدوگل

مرجع در همͺارانش و ١٠ استریت کرد. اشاره چبیشف چندجمله�ایهای برای سریع فوریه تبدیل از استفاده به

تکنیͺهای سایر از سریعتر بردارها و ماتریسها معمولͬ ضربهای کارگیری به حالتها بعضͬ در که دادند نشان [٢١]

است. تبدیلͬ

است. شده تنظیم [٣] مرجع اساس بر پایان�نامه این

Scraton and Dew۶

Doha٧
Haidvogel and Zang ٨

Horner٩
Streett١٠



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

دیفرانسیل معادلات معرفͬ تعريف.

معادله ͷی است. y′،y′′،...،y(n) ومشتقهایش y = y(x) تابع ،x متغیر بین رابطه�ای معمولͬ، دیفرانسیل معادله

کرد معرفͬ مͬ�توان زیر رابطه بصورت را n مرتبه معمولͬ دیفرانسیل

F (x, y, y
′
...y(n)) = 0

است. آمده معادله در که است مشتقͬ بالاترین مرتبه دیفرانسیل معادلات مرتبه

مͬ�کند. صدق معادله در که است، y = f(x) مانند تابعͬ دیفرانسیل، معادله جواب ͷی

باشند. شده ظاهر خطͬ بصورت آن مشتقات و مجهول تابع آن در که است معادله�ای خطͬ، دیفرانسیل معادله

مͬ�شود. نامیده خطͬ غیر نباشد خطͬ که معادله�ای

بر طرف دو تقسیم با a0(x) ̸= 0 چون و است a0(x)y
′
+ a1(x)y = f(x) صورت به اول مرتبه خطͬ معادله

داریم: a0(x) ̸= 0

y
′
+ p(x)y = q(x)

مͬ�شود: حاصل زیر بصورت آن جواب و است اول مرتبه خطͬ دیفرانسیل معادله عمومͬ شͺل که

y(x) = e−
∫
p(t)dt

(∫ x
0 q(t)e

∫
p(t)dtdt+ c

)
.

١



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

n مقادیر تا مͬ�دهد امͺان شرط n جوابهاست. از n-پارامتری خانواده ͷی دارای n مرتبه دیفرانسیل معادله ͷی

شود. تعیین یͺتا طور به پارامتر

مͬ�شود. نامیده اولیه شرط باشد، شده داده x = x0 نقطه در شرایط همه و x ≥ x0 اگر

مقدار مساله ͷی را مساله باشد، مشخص مرزی نقاط در دیفرانسیل معادله جواب مقادیر و a ≤ x ≤ b اگر

مͬ�گویند. مرزی

است اولیه مقدار مساله ͷی مثال این مثال:

y
′′
+ 2y

′
+ y = 0

y(0) = 1

y
′
(0) = 1

مشتقات�اش با همراه مستقل یͷمتغیر بیشاز با مجهول یͷتابع از دیفرانسیلجزییمعادله�ایمتشͺل معادله

است جزیی دیفرانسیل معادله ͷی u(x, y) دومتغیره مجهول تابع برای زیر معادله مثال، برای است.

∂2u

∂y2
= c

∂2u

∂x2

گاما تابع تعريف.

صورت به گاما تابع

Γ(x) =
∫∞
0 tx−1e−tdt, x > 0

مͬ�شود. تعریف

: از است عبارت گاما تابع خاصیت دو

1)Γ(1) = 1 2)Γ(x+1) = xΓ(x)



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

متعامد توابع معرفͬ تعريف.

حاصلضرب باشد. مثبت و پیوسته بازه این بر w وتابع باشند شده تعریف [a, b] بازه بر g و f توابع کنید فرض

بصورت ،w وزن تابع به نسبت g و f داخلͬ

(f, g) =
∫ b
a w(x)f(x)g(x)dx

مͬ�شود. تعریف

باشد. (f, g) = 0 اگر گویند متعامد w وزن تابع به نسبت را g و f تابع دو (١

یعنͬ باشند، متعامد دو به دو توابع این اگر گویند، متعامد مجموعه ͷی را {ψn}∞n=0 توابع دنباله (٢

(ψm, ψn) = 0 m ̸= n

لژاندر چندجمله�ایهای تعريف.

صورت به و مͬ�دهند نشان pn(x) با را n درجه لژاندر چندجمله�ای

pn(x) =
∑[n

2
]

k=0

(−1)k(2n− 2k)!xn−2k

2nk!(n− k)!(n− 2k)!

مͬ�کنند. تعریف

متعامدند: w(x) = 1 وزن تابع به نسبت چندجمله�ایها این

(pm, pn) = 0, m ̸= n,

بازگشتͬ رابطه در لژاندر چندجمله�ایهای

npn(x)−x(2n−1)pn−1(x)−(n−1)pn−2(x) = 0, n ≥ 2

داریم و مͬ�کنند صدق

p0(x) = 1, p1(x) = x, pn(1) = 1, n = 0, 1, 2, .....



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

چبیشف جمله�ایهای چند تعريف.

وزن تابع به نسبت (−1, 1) بازه روی که جمله�ایهایی چند مجموعه

w(x) = (1−x)α(1+x)β, α > −1, β > −1

هستند. معروف ژاکوبی ایهای جمله چند به باشند، متعامد

به نسبت که مͬ�نامند اول نوع چبیشف چندجمله�ایهای را ژاکوبی ایهای جمله چند ،α = β =
−1

2
ازای به

چندجمله�ایهای را ژاکوبی چندجمله�ایهای باشد α = β =
1

2
وقتͬ هستند. w(x)متعامد = (1−x2)

−1
2 وزن تابع

هستند. متعامد w(x) = (1− x2)
1
2 وزن تابع به نسبت که نامند مͬ دوم نوع چبیشف

بصورت و مͬ�دهند نمایش Tn با را n درجه چبیشف جمله�ای چند

Tn(x) = cosnθ, θ = cosx, x ∈ [−1, 1]

است.

یعنͬ متعامدند، جمله�ایها چند این

(Tm, Tn) = 0, m ̸= n,

بازگشتͬ رابطه در جمله�ایها چند این

2xTn(x) = Tn+1(x)+Tn−1(x), n ≥ 1

داریم و مͬ�کنند صدق

Tn(1) = 1, n = 0, 1, 2, ..... T0(x) = 1, T1(x) = x,



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

تیلور بسط تعريف.

f (n)(t) و باشد، پیوسته [a, b] بر f (n−1) باشد، مثبتͬ صحیح عدد n بوده، [a, b] بر حقیقͬ تابع ͷی f فرضکنید

صورت به α نقطه حول تیلور بسط باشد، داشته وجود t ∈ (a, b) هر ازای به

f(t) =
∑n−1

i=0

f (i)(α)

i!
(t−α)i α ∈ [a, b]

مͬ�شود. تعریف

اول نوع بسل تابع تعريف.

صورت به اول نوع بسل تابع

Jα(x) = Σ∞
m=0

(−1)m(x2 )
2m+α

m!Γ(m+ α+ 1)

است. همͽرا x هر بازای بسل تابع است. گاما تابع Γ(m+ α+ 1) که مͬ�شود، تعریف



٢ فصل

کروی فرا جمله�ایهای چند

{
C

(α)
n (x) n = 0, 1, 2, ...

}
جمله�ایهای چند از یͷدنباله ،(α > −1

2
حقیقͬ( متغیر با پیوسته کروی فرا چندجمله�ایهای

مͬ�کند: صدق زیر تعامد شرط در که است

∫ 1
−1(1− x2)α−

1
2C

(α)
m (x)C

(α)
n (x)dx = 0. (m ̸= n)

١داریم ͹رودری فرمول از استفاده با

C
(α)
n (x) = (−1

2
)n

Γ(α+
1

2
)

Γ(n+ α+
1

2
)
(1− x2)

1
2
−α dn

dxn
[(1− x2)n+α− 1

2 ].

استاندارد ͷی �مͬ�گیریم(این نظر در C(α)
n (1) = 1 است کردن استاندارد برای راحتͬ که کنونͬ هدفهای برای

معادل C( 1
2
)

n (x) و ،Tn(x) اول، نوع از چبیشف چندجمله�ای معادل C(0)
n (x) که است ذکر به لازم نیست). کلͬ

است. دوم نوع از چبیشف چندجمله�ایهای که (
1

n+ 1
)Un(x) معادل C(1)

n (x) و ،Pn(x) لژاندر، چندجمله�ای

و هست لژاندر چندجمله�ایهای و چبیشف چندجمله�ایهای شامل فراکروی چندجمله�ایهای مͬ�شود دیده براحتͬ

مͬ�شوند. شامل را آنها خاصیتهای همه

Rodrigue’s١

۶



٧ کروی فرا جمله�ایهای چند .٢ فصل

مͬ�کنند صدق زیر بازگشتͬ روابط در فراکروی ایهای چندجمله

(n+ 2α)C
(α)
n+1(x) = 2(n+ α)xC(α)

n (x)− nC
(α)
n−1(x), n = 1, 2, 3, ... (١.٢)

و

2(n+ α)C
(α)
n (x) =

n+ 2α

n+ 1

dC
(α)
n+1(x)

dx
− n

n+ 2α− 1

dC
(α)
n−1(x)

dx
. (∗)

بطوریͺه

C
(α)
0 (x) = 1 C

(α)
1 (x) = x

.[۴] ببینید اثبات برای

و است −1 6 x, y 6 1 در کراندار و پیوسته مشتقات دارای و پیوسته تابع ͷی u(x, y) کنید فرض

u(x, y) =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

amnC
(α)
m (x)C(α)

n (y) (٢.٢)

داریم صورت این در

u(p,q)(x, y) =
∂p+qu(x, y)

∂xp∂yq
=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

a(p,q)mn C(α)
m (x)C(α)

n (y), (٣.٢)

و است a(0,0)mn = amn و u(p,q)(x, y) کروی فرا بسط ضرایب دهنده نشان a(p,q)mn که

amn =

∫ 1
−1

∫ 1
−1(1− x2)α−

1
2 (1− y2)α−

1
2u(x, y)C

(α)
m (x)C

(α)
n (y)dxdy∫ 1

−1(1− x2)α−
1
2C

(α)
m (x)C

(α)
i (x)dx

∫ 1
−1(1− y2)α−

1
2C

(α)
j (y)C

(α)
n (y)dy

∫ 1
−1(1− x2)α−

1
2C

(α)
m (x)C

(α)
i (x)dx =

Π
1
2m!Γ(α+

1

2
)Γ(2α)

(n+ α)Γ(α)Γ(n+ 2α)
m = i



٨ کروی فرا جمله�ایهای چند .٢ فصل

برقرارند. فراکروی ضرایب برای زیر بازگشتͬ روابط

١.٢ قضیه

(m+ 2α− 1)

2m(m+ α− 1)
a
(p,q)
m−1,n − (m+ 1)

2(m+ α+ 1)(m+ 2α)
a
(p,q)
m+1,n = a(p−1,q)

m,n , m, p > 1, (۴.٢)

(n+ 2α− 1)

2n(n+ α− 1)
a
(p,q)
m,n−1 −

(n+ 1)

2(n+ α+ 1)(n+ 2α)
a
(p,q)
m,n+1 = a(p,q−1)

m,n , n, p > 1, (۵.٢)

a(p,q)m,n =
2p(m+ α)Γ(m+ 2α)

(p− 1)!m!

∞∑
i=1

(i+ p− 2)!Γ(m+ i+ p+ α− 1)(m+ 2i+ p− 2)!

(i− 1)!Γ(m+ i+ α)Γ(m+ 2i+ p+ 2α− 2)
(۶.٢)

×a(0,q)m+2i+p−2,n, p > 1

a(p,q)m,n =
2q(n+ α)Γ(n+ 2α)

(q − 1)!n!

∞∑
j=1

(j + q − 2)!Γ(n+ j + q + α− 1)(n+ 2j + q − 2)!

(j − 1)!Γ(n+ j + α)Γ(n+ 2j + q + 2α− 2)
(٧.٢)

×a(p,0)m,n+2j+q−2, q > 1

(۴.٢) رابطه برهان.

کنید فرض

u(x, y) =

∞∑
m=0

amnC
(α)
m (x)C(α)

n (y),

u(p,q)(x, y) =
∑∞

m=0 a
(p,q)
mn C

(α)
m (x)C

(α)
n (y) =

∑∞
m=0 a

(p−1,q)
mn DxC

(α)
m (x)C

(α)
n (y), (∗∗)



٩ کروی فرا جمله�ایهای چند .٢ فصل

از(*)

2(m+α)C
(α)
m (x) =

m+ 2α

m+ 1
DxC

(α)
m+1(x)−

m

m+ 2α− 1
DxC

(α)
m−1(x),

پس

C
(α)
m (x) =

m+ 2α

2(m+ α)(m+ 1)
DxC

(α)
m+1(x)−

m

2(m+ α)(m+ 2α− 1)
DxC

(α)
m−1(x),

داریم طرفین در
∑∞

m=0 a
(p,q)
mn (t) از استفاده با

∑∞
m=0 a

(p,q)
mn (t)C

(α)
m (x) =

∑∞
m=0

m+ 2α

2(m+ α)(m+ 1)
a
(p,q)
mn (t)DxC

(α)
m+1(x)−

∑∞
m=0

m

(2(m+ α))(m+ 2α− 1)
a
(p,q)
mn (t)DxC

(α)
m−1(x),

نوشت مͬ�توان لذا کرد شروع ͷی از را اندیس مͬ�توان DxC
(α)
m−1(x) به توجه با

∑∞
m=0 a

(p,q)
mn C

(α)
m (x) =

∑∞
m=0

m+ 2α

2(m+ α)(m+ 1)
a
(p,q)
mn DxC

(α)
m+1(x)−

∑∞
m=1

m

(2(m+ α))(m+ 2α− 1)
a
(p,q)
mn DxC

(α)
m−1(x),

∑∞
m=0 a

(p−1,q)
mn DC

(α)
m (x)−

∑∞
m=0

m+ 2α

2(m+ α)(m+ 1)
a
(p,q)
mn DxC

(α)
m+1(x) +

∑∞
m=1

m

(2(m+ α))(m+ 2α− 1)
a
(p,q)
mn DxC

(α)
m−1(x) = 0,

مͬ�شود نتیجه سوم و اول مجموع�های از اول جملات کردن جدا با

a
(p−1,q)
0n DxC

(α)
0 (x) +

a
(p,q)
0n

2(1 + α)(2α)
DxC

(α)
0 (x) +

∑∞
m=1 a

(p−1,q)
mn DC

(α)
m (x)−

∑∞
m=0

m+ 2α

2(m+ α)(m+ 1)
a
(p,q)
mn DxC

(α)
m+1(x) +

∑∞
m=2

m

(2(m+ α))(m+ 2α− 1)
a
(p,q)
mn DxC

(α)
m−1(x) = 0,

داریم m = 1 به سریها همه در جمع اندیس انتقال با

a
(p−1,q)
0n DxC

(α)
0 (x) +

a
(p,q)
0n

2(1 + α)(2α)
DxC

(α)
0 (x) +

∑∞
m=1 a

(p−1,q)
mn DxC

(α)
m (x)−



١٠ کروی فرا جمله�ایهای چند .٢ فصل

∑∞
m=1

m+ 2α− 1

2(m+ α− 1)m
a
(p,q)
m−1nDxC

(α)
m (x) +

∑∞
m=1

m+ 1

2(m+ α+ 1)(m+ 2α)
a
(p,q)
m+1nDxC

(α)
m (x) = 0,

مͬ�شود نتیجه DxC
(α)
m (x) از فاکترگیری با و

a
(p−1,q)
0n DxC

(α)
0 (x)− a

(p,q)
0n

2(1 + α)(2α)
DxC

(α)
0 (x) +

∑∞
m=1{a

(p−1,q)
mn − m+ 2α− 1

2(m+ α− 1)m
a
(p,q)
m−1n(x) +

m

(2(m+ α+ 1))(m+ 2α)
a
(p,q)
m+1n}DxC

(α)
m (x) = 0,

بدست زیر رابطه فراکروی جمله�ایهای چند خطͬ استقلال به توجه با لذا .DxC
(α)
0 = پس0 C(α)

0 (x) = 1 چون

مͬ�آید.

(m+ 2α− 1)

2m(m+ α− 1)
a
(p,q)
m−1,n−

(m+ 1)

2(m+ α+ 1)(m+ 2α)
a
(p,q)
m+1,n = a

(p−1,q)
m,n ,

کنید. مراجعه [۵] به (٧.٢) و (۶.٢) برهان برای است. (۴.٢) مشابه دقیقا (۵.٢) برهان



٣ فصل

سهموی مشتقاتجزیی با دیفرانسیل معادله حل

سهموی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
(−1 ≤ x, y ≤ 1), t ≤ [0,∞) (١.٣)

ناهمͽن: مختلط مرزی شرایط تحت t زمان متغیر و y و x متغیر دو حسب بر را

{
α1u+ β1

∂u
∂x = γ1(y, t), x = −1

α2u+ β2
∂u
∂x = γ2(y, t), x = 1

(٢.٣)

و

{
α3u+ β3

∂u
∂y = γ3(x, t), y = −1

α4u+ β4
∂u
∂y = γ4(x, t), y = 1

(٣.٣)

اولیه شرط و

u(x, y, 0) = f(x, y), x, yϵ[−1, 1] (۴.٣)

است: بسط قابل کروی فرا چندجمله�ایهای حسب بر زیر بصورت مساله جواب کنید فرض بͽیرید. نظر در

u(x, y, t) =
∞∑

m=0

∞∑
n=0

amn(t)C
α
m(x)Cα

n (y), (۵.٣)

١١



١٢ سهموی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله حل .٣ فصل

هستند. y و xحسب بر کروی فرا ایهای جمله چند C
(α)
n (y) و C(α)

m (x) آن در که

مͬ�کند. صدق (٣.٣) و (٢.٣) مرزی شرایط در استکه تابعͬ f(x, y) تابع فرضمͬ�شود نامه پایان این سراسر در

است بسط قابل کروی فرا ایهای چندجمله حسب بر زیر بصورت f مͬ�شود فرض همچنین

f(x, y) =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

fmnC
α
m(x)Cα

n (y). (۶.٣)

وایرشتراس) ) ٢.٣ قضیه

باشد توابع از ای دنباله {fn} و همͽراست Σ∞
n=1µn بطوریͺه باشد نامنفͬ اعداد از ای دنباله {µn} کنید فرض

همͽراست. یͺنواخت بطور Σfn آنگاه |fn(x)| ≤ µn ، n و x هر ازای به که

به توجه با

|C(α)
2m+1(x)| ≤ | 2α

(2m+ 1)(2α+ 2m+ 1)
1
2m!

|

دید مͬ�توان براحتͬ نسبت آزمون از استفاده و

Σ∞
m=0

2α

(2m+ 1)(2α+ 2m+ 1)
1
2m!

است. همͽرا یͺنواخت بطور (۶.٣) وایرشتراس قضیه از استفاده با بنابراین است. همͽرا

جواب شود مͬ نتیجه است، یͺنواختهمͽرا 1−بطور 6 x, y 6 ازای1 به (۶.٣) رابطه اینکه به توجه با پس

(±1,±1) راسهای در ناپیوستگͬ که حالتͬ است. (۵.٣) صورت به دوگانه سری به بسط دارای (١.٣) معادله

است. شده بررسͬ [١٣] مرجع در مشابه روش ͷی با افتد مͬ اتفاق


