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چͺیده
ͳمینت برداری ͳتغییرات شبه نامساوی جواب�های میان روابط ͳبررس به پایان�نامه این در

شبه نامساوی جواب�های میان روابط ͳبعض و برداری بهینه�سازی مسئله جواب�های و

بر علاوه م�ͳپردازیم. استامپاخیا برداری ͳتغییرات شبه نامساوی و ͳمینت برداری ͳتغییرات

در صعودی ͳویژگ با دیفرانسیل�پذیر نوع از ͳمینت ͳتغییرات شبه نابرابری از ͳتعمیم این

نوع از ͳمینت ͳتغییرات شبه نابرابری تعمیم جواب بین روابط و جواب ،وجود پرتوها طول

برداری ͳتغییرات نابرابری همچنین م�ͳکنیم. ͳبررس را بهینه�سازی مسئله و دیفرانسیل�پذیر

وجود برای ͳکاف و لازم شرایط و گرفته نظر در را متغیره دو توابع شامل اسالری و

شبه تابع اینکه اثبات و مقدار مجموعه تابع Έی ͳمتناه اشتراک ͳویژگ به توجه با جواب

م�ͳکنیم. ͳبررس را م�ͳکند صدق KKM ͳویژگ در سره ینوای

برداری، بهینه�سازی مسئله ،ͳمینت برداری ͳتغییرات شبه نابرابری واژه�هایکلیدی:

سره ینوایی شبه ،KKM نگاشت پرتوها، طول در صعود η−ینوانما، η−اینوکس�نما،

متغیره. دو تابع
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پیش�گفتار
برداری تعادل مسائل برای را ͳریاض مدل Έی اسالری و برداری ͳتغییرات نامساوی�های

بهینه�سازی مسائل ͳتغییرات نامساوی�های بر علاوه که ͳمسائل م�ͳنمایند، ارائه اسالری و

مدلسازی برای ͳتغییرات نامساوی�های از بنابراین م�ͳشوند، شامل خاص موارد عنوان به را

اقتصادی موازنه�های ،ͳانم جانبه چند انحصار قبیل از اقتصاد چندین Έاستاتی موازنه

بیان به است. شده استفاده پویا سیستم Έی موازنه پایداری وجود توصیف و ͳعموم

Έاستاتی جنبه�های ی�ͳسازی دینامیΈامان سیستم در ͳتغییرات نامساوی کاربرد دیΎر،

م�ͳآورد. فراهم را اقتصادی پدیده�های مطالعه در Έدینامی و

را سودمندی نقش که داد نشان اسالری موارد برای را خط�ͳسازی اصل [٣٠] ١ͳمینت

ͳمینت اصل و Έکلاسی ͳمینت نامساوی واق΄ در م�ͳکند. بازی ͳتغییرات نامساوی�های در

تعمیم همΎن غیر مرزی مقدار مسئله Έی برای جواب� تنظیم در ͳمهم ابزارهای عنوان به

مسائل برای کمینه اصل Έی است گرادیان Έی عملΎر زمانیه و [٣] شده شناخته یافته

.[٢٠] است محدب بهینه�سازی

نامساوی از دقیقتر بسیار را موازنه از ͳنوع ͳمینت ͳتغییرات نامساوی که است شده اثبات

ͳتغییرات نامساوی�های برداری بسط�های .[۶] م�ͳکند توصیف استامپاخیا٢ ͳتغییرات
١Minty
٢Stampaccia



ج پیش�گفتار

K کنید فرض شده�اند. ͳمعرف ٣ͳژیانس توسط [١٣] و [١۴] در ͳمینت و استامپاخیا

نامساوی باشد، Rn به K از ͳخط نگاشت Έی F و Rn از ͳغیرته زیرمجموعه�ی Έی

هر برای طوریه به است y ∈ K یافتن ، K و F به مربوط [٧] ͳمینت برداری ͳتغییرات

داریم: x ∈ K

⟨F (x), y − x⟩ ≤ ٠

تابع برای ͳمینت جواب Έی یا ͳمینت برداری ͳتغییرات نابرابری برای جواب Έی y پس

دوگان تغییر نامساوی مسئله Έی مسئله این [٧] قبل کارهای ͳبرخ در است. K روی F

استامپاخیا برداری ͳتغییرات اولیه نامساوی با مسئله نزدیΈاین ارتباط تا است، شده نامیده

هر برای طوریه به است y ∈ K یافتن که دهد نشان را K روی F تابع برای Έکلاسی

باشیم: داشته x ∈ K

⟨F (y), x− y⟩ ≥ ٠

[٢۴] یائو۵ و کنو یافتند. دست ͳمینت اصل ͳخط غیر تعمیم به [۵] پاندا۴ و بهارا

و ͳل آورند. بدست معین مقدار نگاشت�های برای را تعمیم�یافته سازی ͳخط اصل Έی

با و یافتند دست برداری ͳمینت اصل به [٣۴] نادلر٧ نتیجه از استفاده با [٢۵] هماران۶

تحت تابع چندین برای را برداری ͳتغییرات نامساوی نوع دو برای جواب وجود نتایج این

و انصاری دیΎر سوی از گرفتند. نظر در ͳنیم�پیوستگ شرط و ینوایی شبه معین شرط
٣Giannessi
۴Behera and Panda
۵Konnov and Yao
۶Lee et al
٧Nadler



چ پیش�گفتار

ͳغیرخط موارد از استفاده با و یافتند دست ͳمینت اصل ͳغیرخط مورد به [١] ٨ همارانش

کردند. ͳبررس را برداری ͳتغییرات نامساوی مسائل ͳبرخ برای جواب وجود ͳمینت اصل

ارتباطات آنالیز با ͳمینت برداری ͳتغییرات نامساوی ویژگ�ͳهای روی [٢٩] ٩ ͳمسترون

مطالعه ͳتغییرات نامساوی�های و برداری بهینه�سازی مسائل تعمیم�یافته، سیستم�های میان

ͳتغییرات نامساوی و ͳمینت برداری ͳتغییرات نامساوی میان هم�ارزی او ویژه به است. کرده

[٢۶] کام١٠ و ͳل است. داده نشان مطلوب ͳتنظیم فرضیات تحت را استامپاخیا برداری

کرده ͳمعرف مقدار ͳماتریس توابع برای را یافته تعمیم ͳمینت برداری ͳتغییرات نامساوی�های

مسائل و یافته تعمیم ͳمینت برداری ͳتغییرات نامساوی جواب�های میان هم�ارزی رابطه و

مفاهیم بیان به پایان�نامه، این اول فصل در داده�اند. نشان را یافته تعمیم برداری بهینه�سازی

ͳتغییرات شبه نامساوی�های روی اول بخش در دوم درفصل م�ͳپردازیم اولیه قضایای و

جواب�های و ͳمینت برداری ͳتغییرات شبه نابرابری جواب میان روابط دوم بخش در ͳمینت

ͳمینت برداری ͳتغییرات شبه نابرابری جواب�های میان روابط و برداری بهینه�سازی مسئله

تحت نتایج این م�ͳکنیم. بحث استامپاخیا برداری ͳتغییرات شبه نابرابری جواب�های و

نابرابری میان روابط سوم بخش در آمده�اند. بدست نما η−ینوا یا نما محدب فرضیات

م�ͳکنیم. ͳبررس را یافته اختلال ͳتغییرات شبه نابرابری و ͳمینت برداری ͳتغییرات شبه

f : K −→ R و K ⊆ E و ͳخط فضای Έی E که کنیم فرض اگر سوم فصل در

و است دیفرانسیل�پذیر نوع از ͳمینت ͳتغییرات نابرابری که ͳتعمیم GMV I(f ′, K) باشد.
٨Ansari et al
٩Mastroeni

١٠Lee and Kum



ح پیش�گفتار

که پرتویی طول fدر صعودی ͳویژگ و GMV I(f ′, K)برای x∗ جواب وجود ستاره�گون K

پائین نیم�پیوسته f تابع GMVبا I(f ′, K) که اثباتم�ͳکنیم و ͳبررس را م�ͳشوند شروع x∗ از

شروع x∗ از که پرتوهایی طول در f اگر تنها و اگر دارد x∗ ∈ kerK جواب Έی ͳشعاع

است. K مجموعه�ی هسته��ی همان kerK که (f ∈ IAR(K, x∗)) باشد صعودی م�ͳشود

و محدب زیرمجموعه�ی Έی GMV I(f ′, K) جواب مجموعه که م�ͳدهیم نشان همچنین

باشد، داشته x∗ ∈ K جواب Έی GMV I(f ′, K) اگر و است kerK از ͳشعاع بسته�ی

م�ͳکند ایجاب جواب وجود و است min
x∈K

f(x) مسئله از سراسری مینیمم Έی x∗ آنگاه

مجموعه�ای که م��ͳکنیم مشاهده این بر علاوه باشند. ستاره�گون f ترازهای مجموعه که

جواب�های مجموعه و هستند هسته مربوطه، بهینه�سازی مسئله از سراسری مینیمم�های از

هم بر مجموعه�ها این باشد شبه�محدب تابع اگر و باشند مختلف م�ͳتوانند ͳتغییرات نابرابری

قضیه�ی و شبه�ینوایی قضایای از ͳبعض دوم بخش در چهارم فصل در م�ͳباشند. منطبق

بخش در و اسالری ͳتغییرات نابرابری روی بر سوم بخش در م�ͳکنیم یادآوری را KKM

برای را پیشین نتایج پنجم بخش در و م�ͳشود بحث برداری ͳتغییرات نابرابری روی چهارم

بریم. ͳم کار به پذیر دیفرانسیل نوع از ͳتغییرات نابرابری



١ فصل

اولیه قضایای و مفاهیم

بیان م�ͳباشد نیاز مورد بعد فصل�های ͳط در که را قضایایی و مفاهیم فصل این در

م�ͳکنیم.

τ اگر گوییم X در توپولوژی Έی را X زیرمجموعه�های از τ گردایه .١.٠.١ تعریف

باشد. بهره�مند زیر خاصیت سه از

∅ ∈ τ و x ∈ τ .١

. n
∩
i=١

Vi ∈ τ آنگاه vi ∈ τ و i = ١, · · · , n ازای به هرگاه .٢

آنگاه باشد، ناشمارا) یا شمارا ،ͳمتناه) τ اعضای از ͳدلخواه گردایه {Vα}α هرگاه .٣

.∪
α
Vα ∈ τ

را τ اعضای و توپولوژی فضای Έی را X آنگاه باشد، X در توپولوژی Έی τ هرگاه

گوییم. ͳتوپولوژی فضای Έی را (X, τ) زوج همچنین گوییم. X در باز مجموعه�های

فضای Έی را τ توپولوژی با X مانند ͳحقیق برداری فضای Έی .٢.٠.١ تعریف



٢ اولیه قضایای و مفاهیم .١ فصل

هرگاه: گوییم برداری١ توپولوژی

باشد پیوسته X به X ×X از (x, y) −→ x+ y نگاشت (i)

باشد. پیوسته X به R×X از (λ, x) −→ λx نگاشت (ii)

توابع تمام فضای باشد، برداری توپولوژی فضای Έی X کنید فرض .٣.٠.١ تعریف

م�ͳدهیم. نمایش X∗ با را آن و م�ͳنامیم X دوگان٢ فضای را R به X از پیوسته و ͳخط

X روی نرم٣ نیم Έی باشد، ͳحقیق برداری فضای Έی X کنید فرض تعریف٠.١.۴.

α ∈ R و x, y ∈ X هر برای که ͳقسم به م�ͳباشد ∥ · ∥ : X −→ R+ صورت به ͳتابع

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .١

∥αx∥ = |α|∥x∥ .٢

.∥x∥ = ٠ ⇐⇒ x = ٠ باشیم: داشته هرگاه م�ͳشود نامیده نرم Έی نرم، نیم Έی

هرگاه م�ͳشود نامیده هاسدورف۴ یΈفضای (X, τ)Έتوپولوژی فضای تعریف٠.١.۵.

شامل ͳی که باشد موجود مجزا باز مجموعه دو ،X در x, y متمایز نقطه دو هر ازای به

باشد. y شامل دیΎری و x

d : X×X −→ یΈتابع هرگاه متریΈگویند یΈفضای Xرا مجموعۀ تعریف٠.١.۶.

کند: صدق زیر شرایط در باشدکه داشته وجود R

,d(p؛ p) = ٠ و p ̸= q هرگاه d(p, q) > ٠ .١

.d(p, q) = d(q, p) .٢
١Topological vector space
٢dual space
٣Semi norm
۴Hausdorff



٣ اولیه قضایای و مفاهیم .١ فصل

.d(p, q) ≤ d(p, r) + d(r, q) ،r ∈ X هر ازای به .٣

گویند. q از p فاصله را d(p, q)،p, q ∈ X نقطه دو هر ازای به

زیرا متریΈاست هاسدورف یΈفضای گسسته توپولوژی با X مجموعه مثال٧.٠.١.

زد. مثال را {y} و {x} مجزای و باز مجموعه�های م�ͳتوان x, y متمایز نقطه دو هر ازای به

است. هاسدورف فضای Έی Έمتری فضای هر ͳکل حالت در هم�چنین

X روی ۵ͳداخل ضرب Έی باشد برداری فضای Έی X کنید فرض .٨.٠.١ تعریف

و a, b ∈ C هر برای طوریه به است C به X × X از (x, y) =⇒ ⟨x, y⟩ نگاشت Έی

داریم: x, y, z ∈ X

⟨ ax+ by, z⟩ = a⟨x, y⟩+ b⟨y, z⟩ (i)

⟨y, x⟩ = ⟨x, y⟩ (ii)

⟨x, x⟩ ∈ (٠,+∞) ،X در صفر مخالف x هر ازای به (iii)

است. x = ٠ آنگاه باشد، ⟨x, x⟩ = ٠ اگر (iv)

م�ͳشود. نامیده هیلبرت پیش فضای Έی ͳداخل ضرب به مجهز برداری فضای Έی
هیلبرت۶ فضای Έی ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩ نرم به نسبت کامل و هیلبرت پیش فضای Έی

م�ͳشود. نامیده

را x٠ ∈ X ی ،نقطه F ⊂ Xو Έمتری فضای Έی X کنید فرض .٩.٠.١ تعریف

شامل را F از نقطه Έی Xحداقل در x٠ مرکز به گوی هر هرگاه نامیم F به چسبیده نقطه

نامیده F٧ بستار و دهند ͳم نمایش F نماد با را F به چسبیده نقاط تمام ی شود.مجموعه

: دیΎر عبارت به . شود ͳم
۵Inner product
۶Hilbert space
٧Closure



۴ اولیه قضایای و مفاهیم .١ فصل

x٠ ∈ F ←→ ∀r; B(x٠, r) ∩ F ̸= ∅

F = X هرگاه نامیم ٨ XچΎال Έمتری فضای در را F مجموعه زیر تعریف١٠.٠.١.

باشد.

باشیم: داشته x, y ∈ K هر برای هرگاه، گوییم محدب٩ را K ⊆ Rn تعریف١١.٠.١.

λx+ (١− λ)y ∈ K, ∀λ ∈ [٠,١]

م�ͳشود نامیده محدب ،K محدب مجموعه روی f : K −→ R تابع تعریف١٢.٠.١.

باشیم: داشته λ ∈ [٠,١] هر و x, y ∈ K هر برای هرگاه

f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y)

برای اگر است محدب�نما١٠ f : Rn −→ R دیفرانسیل�پذیر تابع .١٣.٠.١ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ Rn

⟨▽f(x), y − x⟩ ≥ ٠ =⇒ f(y) ≥ f(x)

x, y ∈ Rn هر برای اگر است محدب١١ شبه و

f(y) ≤ f(x) =⇒ ⟨▽f(x), y − x⟩ ≤ ٠

f(λx+ (١− λ)y) ≤ max{f(x), f(y)}

هر هرگاه نامند فشرده١٢ را X ͳتوپولوي فضای از K زیرمجموعه .١۴.٠.١ تعریف

باشد K برای بازی پوشش {Gα} اگر ͳیعن باشد. ͳمتناه زیرپوشش حاوی K باز پوشش
٨dense
٩convex

١٠pseudocovex
١١quasi convex
١٢compact



۵ اولیه قضایای و مفاهیم .١ فصل

که: ͳقسم به دارد وجود nای ∈ N آنگاه

K ⊂
n
∪

k=١
Gαk

(برای برداری یΈفضای در x١, · · · , xk بردارهای از مرکب مجموعه تعریف٠.١.١۵.

هرگاه گویند ͳخط مستقل را م�ͳبریم) کار به را {x١, · · · , xn} نماد مجموعه این

c١x١ + · · ·+ ckxk = ٠ =⇒ c١ = · · · = ck = ٠

مجموعه هیچ که کنید توجه گویند. ͳخط وابسته را {x١, · · · , xk} غیراینصورت در

نیست. صفر بردار شامل ͳمستقل

داشته λ ≥ ٠ هر و x ∈ K هر برای هرگاه گوییم مخروط را K ⊆ Rn تعریف٠.١.١۶.

.λx ∈ K باشیم

هرگاه گوئیم نوکدار١٣ مخروط را K مخروط تعریف١٧.٠.١.

K ∩ (−K) = {٠}

x, y ∈ Rn برای اگر است ١۴ͳزیرخط تابع f : Rn −→ R تابع تعریف١٨.٠.١.

(١۵ͳزیرجمع (خاصیت f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) (i)

مثبت١۶) همΎن (خاصیت f(λx) = λf(x), λ > ٠ (ii)

E قطر آنگاه باشد (X, d) Έمتری فضای از ای مجموعه زیر E اگر تعریف١٩.٠.١.

کنیم: ͳم تعریف و داده نمایش diamE نماد با را

diamE = sup{d(x, y) : x, y ∈ E}
١٣pointed cone
١۴sublinear
١۵subadditive property
١۶positively Homogeneous property



۶ اولیه قضایای و مفاهیم .١ فصل

X برداری فضای روی شده تعریف مقدار ͳحقیق تابع Έی f اگر .٢٠.٠.١ تعریف

آنگاه باشد،

Df(x)(v) = lim
t−→٠+

f(x+ tv)− f(x)

t

مشتق�پذیر x در f و م�ͳشود نامیده v جهت در x در f راست مشتق وجود، صورت در

باشد. موجود v ∈ X هر ازای به Df(x)(v) اگر است راست

x٠ در را f آنگاه f : Rn −→ Rm ∪ {+∞} اگر فرشه١٧). (مشتق ٢١.٠.١ تعریف

که باشد موجود L : Rn −→ Rm ͳخط عملΎر Έی هرگاه گویند مشتق�پذیر

lim
x−→x٠

∥f(x)− f(x٠)− L(x− x٠)∥
∥x− x٠∥

= ٠

م�ͳدهند. نمایش ژاکوبین) (ماتریس Df(x٠) یا f ′(x٠) با را L

م�ͳدهند: نمایش ▽f(x٠) با را L آنگاه m = ١ اگر

▽f(x٠) = (
∂f(x٠)

∂x١
, · · · , ∂f(x٠)

∂xn

)

غلاف Xباشد. برداری فضای در دلخواه یΈمجموعه A فرضکنید تعریف٢٢.٠.١.

محدب مجموعه کوچترین از است عبارت م�ͳدهیم نمایش conv(A) با که محدب١٨

است. A شامل محدب مجموعه�های تمام مقط΄ دیΎر عبارت به ،A شامل

مجموعه داخل م�ͳکند عبور آن نقطه دو از ͳخط هر که مجموعه�ای تعریف٢٣.٠.١.

که: است C شامل آفین مجموعه کوچترین affhC و م�ͳنامیم آفین مجموعه�ی را بیافتد

affh(C) = {
m∑
i=١

λixi; xi ∈ C,
m∑
i=١

i=١,··· ,m

λi = ١}

تعریف٠.١.٢۴.

△n = {(λ٠, · · · , λn);
n∑

i=١
λi = ١, λi ≥ ٠, i = ١, · · · ,m}

١٧Frechet
١٨convex hull



٧ اولیه قضایای و مفاهیم .١ فصل

م�ͳنامیم. سادک١٩ را

هرگاه گویند پائین٢٠ نیم�پیوسته x٠ در را f : Rn −→ R∪{+∞} تابع تعریف٠.١.٢۵.

f(x٠) ≤ lim inf
x−→x٠

f(x)

هرگاه: است بالایی٢١ نیم�پیوسته x٠ در f و

f(x) ≥ lim sup
x−→x٠

f(x)

زیر مجموعه�ی به تعریف٠.١.٢۶.

Levcf = {x ∈ K : f(x) ≤ c c ∈ R}

م�ͳگویند. f تراز٢٢ مجموعه

روی ͳحقیق پیوسته توابع تمام وایرشتراس٢٣). ماکسیمم مقدار (قضیه ٢٧.٠.١ قضیه

م�ͳکنند. اختیار را خود inf و sup فشرده مجموعه�های

از ͳنزول دنباله� Έی {Cn} و هیلبرت فضای Έی (H, ∥ · ∥) کنید فرض .٢٨.٠.١ لم

باشد، ͳمتناه d = sup
n

d(٠, Cn) اگر باشد. H از ͳغیرته بسته محدب زیرمجموعه�های

است. ∥x∥ = d طوریه به دارد وجود x ∈ ∩Cn مانند نقطه�ای آنگاه

الاضلاع متوازی تساوی از باشد هیلبرت فضای Έی (H, ∥ · :اگر(∥ یادآوری اثبات.

اگر که ͳمعن این به است محدب ینواخت طور به H در (∥ · نرم(∥ که شود ͳم نتیجه

∥yn∥ ، ∥xn∥ عددی های دنباله و باشند هیلبرت فضای در هایی دنباله {yn} و {xn}

فرض کند. ͳم میل ٠ به ∥xn − yn∥ دنباله آنگاه باشند ١ به همΎرا ١
٢∥xn + yn∥ و

١٩simlplex
٢٠lower semicontinuous
٢١upper semi continuos
٢٢level set
٢٣Weierstrass



٨ اولیه قضایای و مفاهیم .١ فصل

هیلبرت dدرفضای +
١
n
وشعاع مرکز٠ به گوی Έی B) Pn = Cn ∩ B(٠, d +

١
n
کنید(

تهͳ،بسته غیر های مجموعه از {Pn} ͳنزول دنباله Έی n = ١,٢, ... هر برای است.)

است.در Pn قطر δ(Pn)که δ(Pn) −→ ٠ که دهیم ͳم ونشان آوریم ͳم بدست محدب

ͳطرف از δ(Pn) ≤ ∥xn − yn∥ +
١
n
طوریه به xn, yn ∈ Pn دارد nوجود هر ازای به واق΄

d(٠, Cn) بین
١
٢∥xn + yn∥ و ∥yn∥ ،∥xn∥ مقادیر است Pnمتعلق به نیز

١
٢ (xn + yn) نقطه

محدب نرم اینکه به توجه باشند.با ͳم dهمΎرا به دنباله سه این بنابراین دارند قرار d+ ١
n
و

Έی کانتور قضیه طبق δ(Pn) −→ ٠ نتیجه ودر ∥xn − yn∥ −→ ٠ پس است ینواخت

∥x∥ = d ،nهر برای که d(٠, Cn) ≤ ∥x∥ ≤ d+
١
n
که دارد وجود x ∈ ∩Pn یتای نقطه

. دهد ͳم نتیجه را

برداری زیرخمینه گاه برداری فضای Έی از برداری فضاهای زیر به .٢٩.٠.١ تذکر

گویند.

f : X −→ Y تابع باشند توپولوژی فضای دو Y و X کنید فرض .٣٠.٠.١ تعریف

K ⊂ X فشرده مجموعه Έی J ⊂ Y فشرده مجموعه هر برای اگر م�ͳشود گفته زائد٢۴

طوریه: به باشد داشته وجود

f(X \K) ⊂ Y \ J

وجود c > ٠ ثابت Έی اگر م�ͳشود گفته زائد a : X × X −→ R متغیره دو تابع Έی

باشیم: داشته x ∈ X همه برای طوریه به باشد داشته

a(x, x) ≥ c∥x∥٢

نقطه Έی حداقل F : Bn+١ −→ Bn+١ پیوسته تابع هر براؤر٢۵). ٣١.٠.١(قضیه قضیه

دارد. ثابت
٢۴coercive
٢۵Brouwer



٩ اولیه قضایای و مفاهیم .١ فصل

شود. رجوع ٩۵ صفحه�ی [١۵] منبع به اثبات.

زیرمجموعه�های از ͳمتناه ,X١تعداد · · · , Xn فرضکنید .(٢۶ͳه̃ل قضیه٣٢.٠.١(قضیه

آنگاه: باشد ͳغیرته مجموعه�ها این از d+١ هر اشتراک اگر .n > d که باشد Rd محدب

n
∩
j=١

Xj ̸= ∅

زیرمجموعه�های از یΈتعداد {Xα} اگر دارد: ͳفرضفشردگΈی که ͳنامتناه تعداد برای

آنگاه باشد، داشته ͳغیرته اشتراک d + ١ از بیشتر زیرگردایه٢٧ و Rd از فشرده محدب

دارد. ͳغیرته کل اشتراک

در P مانند مجموعه�ای هر محدب غلاف کاراتئودوری٢٨). (قضیه ٣٣.٠.١ قضیه

م�ͳباشد. مجموعه آن در نقطه (n+ ١) حداکثر محدب ترکیب شل به Rn فضای

ترکیب Έی x آنگاه باشد P مجموعه محدب غلاف در نقطه Έی x کنید فرض اثبات.

پس است. P در نقاط ͳمتناه تعداد از محدب

x =
k∑

j=١
λjxj

K > n+ ١ کنید فرض م�ͳباشد.
n∑

j=١
λj = ١ و است مثبت λj هر و است P در xj هر که

µ٢, · · · , µk ͳحقیق اعداد بنابراین هستند. ͳخط وابسته x٢ − x١, · · · , xk − x١ ب آنگاه

طوریه: به نیستند صفر ͳΎهم که دارد وجود
k∑

j=٢
µj(xj − x١) = ٠

با: را µ١ اگر

µ١ = −
k∑

j=٢
µj

٢۶Helly’s theorem
٢٧sub collection
٢٨Caratheodory’s theorem



١٠ اولیه قضایای و مفاهیم .١ فصل

بنابراین نیستند. صفر معادل µjها همه�ی و
k∑

j=١
µj = ٠ و

k∑
j=١

µjxj = ٠ آنگاه �کنیم تعریف

داریم: ͳحقیق α هر برای پس است. µj > ٠ از ͳی

x =
k∑

j=١
λjxj − α

k∑
j=١

µjxj =
k∑

j=١
(λj − αµj)xj

شد: خواهد برقرار معادله شود تعریف زیر صورت به α اگر خاص، حالت در

α := min
١≤j≤kj

{
λj

µj

: µj > ٠
}

=
λi

µi

خاص حالت در م�ͳباشد. λj − αµj ≥ ٠ ، k و ١ بین j هر برای و α > ٠ که کنید توجه

بنابراین است. λi − αµi = ٠ داشتیم α از که ͳتعریف با

x =
k∑

j=١
(λj − αµj)xj

λi − αµi = ٠ این بر علاوه و م�ͳباشد ١ آن مجموع و است ͳغیرمنف λj − αµj هر که

این است. P از نقطه k − ١ حداکثر محدب ترکیب Έی مانند x دیΎر عبارت به است.

بیان P از نقطه n+ ١ حداکثر محدب ترکیب صورت به x اینکه تا م�ͳشود تکرار مراحل

م�ͳشود.



٢ فصل

مینتͬ برداری تغییراتͬ شبه نابرابری

(MV V LI) ١ͳمینت برداری ͳتغییرات شبه نامساوی جواب�های میان روابط فصل این در

نابرابری جواب�های میان روابط ͳبرخ و (V OP ) برداری٢ بهینه�سازی مسئله جوابهای و

و (SV V LI) استامپاخیا٣ برداری ͳتغییرات شبه نامساوی�های و (MV V LI) ͳتغییرات شبه

مورد را یافته۴ اختلال برداری ͳتغییرات شبه نامساوی�های و (MV V LI) روابط همچنین

م�ͳدهیم. قرار ͳبررس

مقدمات ١.٢

،ͳداخل ضرب باشد. آن ͳغیرمنف زیرفضای Rn
+ و بعدی n ͳاقلیدس فضای Rn فرضکنید

مشخص (x, y) و [x, y] ، ⟨·, ·⟩ با ترتیب به را آن درون و x, y ∈ Rn ͳخط فاصله�ی

برداری تابع Έی η : Rn × Rn −→ Rn ،Rn از ͳغیرته زیرمجموعه�ی Έی K م�ͳکنیم،

مجموعه�ی I و مقدار ͳحقیق دیفرانیسل�پذیر توابع i = ١, · · · , l و fi : Rn −→ R مقدار،

باشند. {١, · · · , l} از اندیس
١Minty vector variational-like inqualities
٢vector optimization problems
٣Stampacchia
۴perturbed

١١



١٢ ͳمینت برداری ͳتغییرات شبه نابرابری .٢ فصل

تابع هرگاه گویند اینوکس۵ η به نسبت را K ⊆ Rn زیرمجموعه�ی .١.١.٢ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود η : Rn × Rn −→ Rn

y + λη(x, y) ∈ K ∀x, y ∈ K, λ ∈ [٠,١]

اگر گویند پادمتقارن۶ را η : Rn × Rn −→ Rn تابع تعریف٢.١.٢.

η(x, y) + η(y, x) = ٠, ∀x, y ∈ Rn

f : K −→ R و اینوکس و ͳغیرته یΈمجموعه�ی K ⊆ Rn فرضکنید تعریف٣.١.٢.

آنگاه: باشد

اگر: تنها و اگر گویند اینوکس٧ ηشبه به نسبت را f (i)

f(y + λη(x, y)) ≤ max{f(x), f(y)} ∀x, y ∈ K, λ ∈ [٠,١]

اگر گویند اکید٨ اینوکس ηشبه به نسبت را f (ii)

f(y + λη(x, y)) < max{f(x), f(y)}, ∀x, y ∈ K, x ̸= y, ∀λ ∈ (٠,١)

اگر تنها و اگر گویند اکید٩ نیمه اینوکس ηشبه به نسبت را f (iii)

f(y+λη(x, y)) < max{f(x), f(y)}, ∀x, y ∈ K, f(x) ̸= f(y), ∀λ ∈ (٠,١)

اگر تنها و اگر گویند اینوکس�نما١٠ را f دیفرانیسل�پذیر تابع (iv)

⟨▽f(x), η(y, x)⟩ ≥ ٠ =⇒ f(y) ≥ f(x) ∀x, y ∈ K

۵invex
۶skew
٧quasinvex
٨strictly quasi-invex
٩semi-strictly quasi-invex

١٠pseudoinvex


