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  ৎقد৤م ৮ ଘدرو ماସభ୍م

............................................................................ 

ی را ਈযی شاඟ໊م ଒ از روی ඟ໊م، ৮در و ماభی तداکار ඇ൚ো࣍م سا૛঩ه భ ห ساభ ଢࣾت ୏ بار وओودشان ঻یاسا৤م و از ر૙ীه آ৩ھا شاخ  ೯دا

 ৶ ش تلاشিࡣب ع࢙م و داই راه భ ودشانओو ଢرم و از ساඵව گୀ م و৤شان . ماज़ฬ رم وໆ ୀ ت॥ࣇخاری اभج اห شانিودর ଒ یਣশواঁد

را భ اଌن وادی ز৯دਛی ୏ ا৯د دণ࣎م را ௅ඟ໋ و راه رಶ౮ن  دॻیਚی ا॥ت র ୀودৣم ඟ໖ا଒ اଌن دو وओود াس از ୏وردگار ماਠീ঒ ଢی ام রوده

  .ൌग़نا ඟ໊د৯داز ඼່از و ඇඎিࢋ آड़و౻ංند و آड़وزگارا਩ی ୀ ଒ا৤م ز৯دਛی ، রودن و اিسان রودن را 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  

  

  

  ণپاسࢂචاری 

  

  

اਙঀی ॠدد ૽ن ห داিش ا৯دঊم ୆ ଡدبا਩ی با॰د ୀای ල່و਩ی تධ෫ر وହور، . ای ਠീ঒ی মࡑش وओود ජ໑ا ೸৑ ୀمات ਟی ඟ໊اষࢌ ৔وان شࢁඓ ඟࣂࡣت

 ਵ و و৔ ࣱل ازൎূج
  ࣞعاฮی سا౻ಶن ز৯دਛی ऒود و دیࢂඟان ଡ ح࢕૓ه ای ୀای اسارت و ଡ د॥ت ماଢ ای ୀای ূجارت، ب࢘ૢه گاਗی با॰د ୀای 

حال ৔ ଒وਮ࣪ق ॒ࢣع آوری و ૟ੀ০ه اଌن हख़ࢤوଐ را یا૛भه ام ऒ ୀود واࣿب ਗی داৣم از ৳ماਗی ସ୍ا਩ی ઄ భ ଒ی اଌن ୏وژه از راঘ࣒ماਪی و 

ঙࢤواره حاਗی و ज़࡭وऴم রو ده ا৯د و   ا঻تدا േ઼࣓ما਩ی ଌୃن ৎقدৎ ୓ ୌقد৤م ৮ ଘدر وماସ భ୍م.یارীشان ඼ෙ঳ه ঃند ૛ുঝه ام พ়ࢁඟ و दدردا਩ی ৶ما৤م

از ज़ساਐی ਟی ৒భغ পناب آ༙ی . স࣓ࢤودن روز ୓ی ।ࡈت و آسان ز৯دਛی ام ঴دون دعای ඵෆ ୏ر و ঍ୀࢌ وओودشان ඵදر ഊم૰ن রود 

ورم পناب و از اণتاد ज़شا.ਲ਼ ଒ࣤول زॐ࢟ت ৶ࢤود৯د و راঘ࣒ماਪی اଌن پایان ଓฬ را ଘ ࠱ھده พ় ௅ඟ໋ࢁਗ ඟی ৶ما৤م دන඿ر  اঃید سൎ࣓ما਩ی ඼່د

و از آ༚یان دන඿ر ౹ࢻਈی و دන඿ر േॶ༚یان ଒ زॐ࢟ت ॡطاૐॹه اଌن پایان ଓฬ را  آ༚ی دන඿ر ਖॷ୓ی భ ଒ اଌن پایان ජ໑ ଓฬا ඼෻ঙاਘی ඟ໊د৯د

  .ऒ ୀود ঙࢤوار ৶ࢤوده ا৯د و داوری آن را ୀ ࠱ھده ෼ ௅ඟ໋ل พ়ࢁඟ و दدردا਩ی را دارم
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  فصل اول
  
  

  یدیفرانسیل -معادلات انتگرالی ریف و مفاهیم مقدماتی درتعا
  
  
  مقدمه 1-1

در این فصل ابتدا به بیان برخی از تعاریف و مفاهیم مقدماتی در مورد چند جمله اي چبیشف 
. ادلات انتگرالی خواهیم پرداختدر ادامه به دسته بندي مع. و معادلات انتگرالی می پردازیم1

   .بعدي مورداستفاده قرار خواهند گرفتاین مفاهیم در فصل هاي 
  

) چند جمله اي 1.1.1تعریف  )nT x  بر بازه[ , ]1   گوئیم اگر چند جمله اي چبیشفرا  1
  

( ) cos( arccos( ))nT x n x  
  

cosxبا فرض   ، داریم( ) cosnT x n  طرفی با توجه به اتحاداز  
  

cos( ) cos( ) cos cosn n n      1 1 2  
  

     :داریم
( . )1 1    ( ) ( ) ( )n n nT x T x xT x  1 1 2  

  به عبارت دیگر،
  , ,n 1 2   

  

                                                             
١ Chebyshev   

( ) ( ) ( ),n n nT x xT x T x  1 12
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)با استفاده از رابطه بازگشتی . )1 1 )و   )T x 0 1،( )nT x  اکنون  .به دست آوردمی توان  ها را
)صفر هاي  )nT x براي این منظور داریم. چبیشف نامیده می شوند 2که نقاط هم محلی را :  

  
( ) cosn

kT x n n k
n

    
      

2 10 2 2  
  

cosxحال با توجه به اینکه   نقاط هم محلی چبیشف ،( )nT x عبارتند از :  
  

, , , , .k n 0 1 2 1    cos ,k
kx

n


        

2 1
2  

  
)*چند جمله اي  2.1.1تعریف  )nT x  بر بازه[ , ]0 )*که به صورت را  1 ) ( )r rT x T x 2 تعریف  1
   عبارتند ازمی نامیم در این صورت نقاط هم محلی  چند جمله اي چبیشف تغییر یافته می شود

  
, , ,s N0 1                           ( cos( )),s

sx
N


 
1 12  

  
  ، به صورت زیر است nک معادله دیفرانسیل خطی مرتبه ی 3.1.1 تعریف

  
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

n n

n nn
n

d y d ya x a x a x y g x
dx dx






   
1

1 0
1

   

  
)که در آن ضرایب  )ia x ( , , , )i n0 1  و( )g x  توابعی ازx  هستند و می توانند ثابت

  .نامیده می شود غیر خطیهر معادله دیفرانسیل که به صورت فوق نباشد .باشند
  

یک نوع از معادله تابعی است که شامل یک انتگرال  دیفرانسیلی - عادله انتگرالیم 4.1.1تعریف 
دیفرانسیلی فردهلم و ولترا از این نوع  –و مشتق از تابع مجهول است که معادلات انتگرالی 

  .این معادلات در بخش هاي بعدي توضیح داده شده است. معادلات هستند
  
  
  
  

                                                             
٢ Collocation point   
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  تاریخچه معادلات انتگرالی 1-2
در سال   4دو بویز ریموند ، معادله انتگرالی براي اولین بار توسط 1914در سال  3از دیدگاه بوچر

)تعریف وبه معادلاتی اطلاق شد که تابع مجهول  1888 )x  هر . تحت انتگرال ظاهر می شود
از تبدیل  1782در سال  سلاپلا. بر می گردد 5چند، تاریخ معادلات انتگرالی به دوران لاپلاس

  انتگرال زیر 

0

( ) ( )xsf x e s ds


   

براي  1822در سال   نیز 6فوریه. و معادلات دیفرانسیل استفاده نمودبراي حل معادلات خطی 
معروف به که سري هاي مثلثاتی، فرمول هاي زیر حل مسائل هدایت گرمایی با استفاده از

  :استفاده کردهستند تبدیلات فوریه سینوسی و کسینوسی 
  

            

( . )2 1   ( ) sin ( )f x x s ds




 
0

2   

     آنکه در 
( . )3 1   

  
  و

( . )4 1  
  

  که در آن 
( . )5 1  

  
)تبدیل فوریه سینوسی  . )3 )و تبدیل فوریه کسینوسی 1 . )5 1 از  جواب هاي به ترتیب   

)معادلات انتگرالی . )2 1 )و   . )4 )را بر حسب تابع مجهول  1 )f x به دست می آورند.  
  مسائل فیزیکی به یک معادله انتگرالی نظیر در  7، آبل1826 در سال

( ) ( ) ( ) ,
x

a

f x x a s ds   

                                                             
٣ Bocher  
٤ Du Bois- Reymond 
٥ Laplac   
٦ Fourier 
٧ Able 

( ) sin ( )s xsf x dx




 
0

2

( ) cos ( )f x xs s ds




 
0

2

( ) cos ( )s xsf x dx




 
0

2
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)آنه درنامگذاري شد، دست یافت ککه بعد ها به نام او  )f x ،با فرض تابعی پیوسته( )f a 0 
 ،a0 1  یک معادله انتگرالی از نوع. می باشد  

( ) ( ) ( ) ( )
x

x f x k x s s ds    
0

  

)در آنکه  )s  مجهول می باشد و متغیر به عنوان یکی از حدود انتگرال ظاهر می شود، تابعی
در واقع پواسن این معادله . نظریه مغناطیس به کار برده شد در 1826در سال   8توسط پواسن

)را با بسط  )s  در توان هاي پارامتر این سري حل کرد  گرفتن همگرایی بدون در نظر .
با   10نیومن  1870در سال . صورت گرفت1837  9اثبات همگرایی این سري توسط لیوویل

نقش موثري در تکامل معادلات انتگرالی  دله انتگرالی،اعتبدیل یک مسئله دیریکله به یک م
با یک معادله دیفرانسیل با  معادله انتگرالی را در ارتباط  11پوانکاره 1896در سال . داشت

براي اولین بار نظریه  12در همان سال دانشمند ایتالیایی به نام ولترا. مشتقات جزئی مطرح نمود
  :تگرالی ولترا به صورت زیر استکلی معادله ان صورت. ادلات انتگرالی را مطرح نمودعمومی مع

  

( ) ( ) ( , ) ( ) .
x

a

x f x k x s s ds     

حل معادلات انتگرالی صورت گرفت و  هاي کلاسیک و عدديابداع روش تلاش فراوانی براي 
می توان به مقالات جمله ارائه شد که از آن  1987-1963مقالاتی در این زمینه بین سالهاي 

  .اشاره کرد و همکاران  13ونوفمشهور فیلیپس، تیخ
و نیز ... نیک، ارتباطات، در واقع کاربرد معادلات انتگرالی را می توان در زمینه هاي فیزیک، مکا

یخچه معادلات براي مطالعه بیشتر تار.معادلات دیفرانسیل معمولی و جزئی مشاهده نمودنظریه 
5 منابع انتگرالی 8 9 11[ , , ,   .را ببینید  [

  
  تعریف و دسته بندي معادلات انتگرالی 1-3

)که تابع مجهول  معادله اي 1.3.1تعریف  )s  د را معادله علامت انتگرال ظاهر می شوتحت
  : کلی یک معادله انتگرالی به صورت زیر است حالت. انتگرالی می نامند

  
( ) ( ) ( ) ( , , ( )) ,h x x f x k x s s ds      

  
                                                             
٨ Poisson 
٩ Liouvile 
١٠ Neumann 
١١ Poincare 
١٢ Volterra   
13 Tikhono 
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)که در آن  )f x  تابعی معلوم می باشد و( , , ( ))k x s s  هسته معادله انتگرالی نامیده می شود
و  0 عددي حقیقی یا مختلط می باشد.  

معادلات انتگرالی یکی از مفیدترین ابزار در بسیاري از شاخه هاي آنالیز محض از قبیل آنالیز 
روش هاي عددي گوناگونی براي حل این نوع معادلات از  .و فرآیند هاي تصادفی هستند  تابعی

و گالرکین، روش هاي تقریب متوالی و تغییر   14قبیل روش هاي کوادراتور، روش هاي هم محل
  .متغیر و غیره وجود دارند

 خطی طبقه بندي می شوند که به طور به طور کلی معادلات انتگرالی به دو دسته خطی و غیر 
  . می پردازیم مختصر به شرح آن ها

 انتگرال به معادلاتی اطلاق می شود که تابع مجهول تحت علامت خطی یمعادلات انتگرال) الف
  :فرم کلی این نوع معادلات به صورت زیر است . به صورت خطی ظاهر می شود

  
( . )6 1       ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )h x x f x k x s s ds      

  
)که خطی بودن معادله . )6 1   .را می توان به صورت زیر ثابت کرد   

  
( , )( ( ) ( )) ( , ) ( ) ( , ) ( ) .k x s c s c s ds c k x s s c k x s s ds       1 1 2 2 1 1 2 2  

  
د که تابع مجهول تحت علامت اطلاق می شو به معادلاتی انتگرال غیر خطی معادلات )ب

 :است کلی این معادلات به صورت زیر  فرم. صورت غیر خطی ظاهر می شودانتگرال به 
  
  

این دو نوع از . می باشند 15معادلات انتگرالی به نام معادلات انتگرالی ولترا و فرد هلمدو نوع از 
وتی امتفبه روش هاي ان می دهند و معادلات انتگرالی مجموعه هاي متفاوتی از مسائل را نش

 - مرزي میولم به ترتیب نمایش مسائل اولیه معادلات انتگرالی ولترا و فرده. براي حل نیاز دارند
  .در ادامه به اختصار به معرفی این نوع معادلات می پر دازیم. ندباش
  

 معادلات انتگرالی فرد هلمثابت باشد  عادلاتی که دامنه انتگرال گیریشانه مب 2.3.1تعریف 
  :شود که فرم کلی آن ها به صورت زیر است  گفته می

( . )7 1                        .( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,
b

a

h x x f x k x s s ds      

                                                             
١٤ Collocation Method  
١٥ Fredholm   

( ) ( ) ( ) ( , , ( )) .h x x f x k x s s ds    
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)در معادله . )7 1 )اگر    )h x 0  ،اگر و باشد معادله انتگرالی فردهلم نوع اول نامیده می شود
( )h x 1 و اگر  . باشد، به آن معادله انتگرالی نوع دوم گفته می شود( ) ,h x 0 باشد، در  1

  .حالت کلی، معادله انتگرالی نوع سوم نامیده می شود
  

معادلات ه آن دسته از معادلاتی که حد بالاي انتگرال گیري آن متغیر می باشد ب 3.3.1تعریف 
  :زیر است حالت خطی به صورت  لی آن درگفته شده و فرم ک ولترا انتگرالی

  

 ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
x

a

h x x f x k x s s ds     

  . دنسوم می باش گرالی فرد هلم شامل نوع اول، دوم وانت هانند معادلات که
بدیهی است که معادلات انتگرالی ولترا حالت خاصی از معادلات انتگرالی فردهلم می باشند، 

)کافی است  , )k x s  را وقتیs x  مساوي صفر قرار دهیمباشد. 
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  فصل دوم
  
  

دیفرانسیلی  -یبراي یک نوع از معادلات انتگرال روش چبیشف
  مرتبه بالا فردهلم خطی

  
  
  مقدمه 2-1

، یک روش عددي براي اي چبیشف و نقاط هم محلی در این فصل با به کارگیري چند جمله
روابط ابتدا . دهیمارائه می  16دیفرانسیلی فردهلم خطی  -گرالیتان ي از معادلاتا حل رده

 ،هاي بعدي نیز کاربرد فراوانی دارند اي چبیشف را که در فصل ماتریسی مربوط به چند جمله
دیفرانسیلی را معرفی کرده و در بخش بعدي روابط  -سپس معادله انتگرالی ،کنیمبیان می 

در انتها . پردازیم با استفاده از این روابط به حل معادله میماتریسی مربوط به معادله را نوشته و 
اب واقعی دقت روش را هاي به دست آمده از این روش با جو با ارائه چند مثال و مقایسه جواب

  .نشان می دهیم 
  
  عرفی معادلهم 2-2

 -تحت شرایط مرزي mخطی مرتبه دیفرانسیلی فردهلم  -یک معادله انتگرالی 1.2.2تعریف 
                                                                                                                             :اولیه به صورت زیر تعریف می شود 

( . )1 2        ,x t  1 1                          ( ) ( ) ( , ) ( ) ,
m

k
k

k

p y g x K x t y t dt
 

  
1

0 1

  

           اولیه  -تحت شرایط مرزي

( . )2 2                 , , ,...,i m 0 1 2 1     ( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ( )) ,
m

k k k
ik ik ik i

k

a y b y c y 




   
1

0
1 0 1  

                                                             
١٦Fredholm Integral- differential  equation 
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که در آن 
i

و, , ,
ik ik ik

a b c  , ( , , ,..., ),
k

k m p 0 1 که جواب بر حسب . ضرایب ثابت هستند 2
  .چندجمله اي چبیشف به صورت زیر نوشته می شود

( . )3 2                1 1x         ( ) cos( cos ),
n

T x n x 1
        

'( ) ( ),
N

n n
n

y x a T x


 
0

 

که
n

a ، ضرایب چبیشف هستند ها.  
  
  وط به معادلهبماتریس بنیادي مر 2-3

)از آنجایی که هدف، یافتن جواب تقریبی  )y x  1معادله در 2( . بر اساس سري چبیشف مختوم  (

)م به فر ) ( )
N

n n
n

y x a T x



0

است که در آن 
n

a  مجهول چبیشف وها ضرایب( )
n

T x د چن
 .نشان دهیم سعی داریم که این سري را به صورت ماتریسی جمله اي چبیشف نوع اول است،

1براي این منظور معادله  2( .     : را به صورت زیر می نویسیم (

 
( . )4 2                                                     ( ) ( ) ( )D x g x I x   

  که
( . )5 2                                                     

 و

( . )6 2   
  

)روابط ماتریسی مربوط به اکنون  )y x،  مشتق مرتبهk -  ام( )y x، ( )I x،( )D x  و شرایط
)ترکیبی  . )2   .ویسیمرا به فرم ماتریسی می ن 2

  
  ابطه ماتریسی براي قسمت دیفرانسیلیر 2-3-1

)ابتدا فرم ماتریسی جواب تقریبی  )y x  1از معادله 2( . وسیله سري چبیشف مختوم ه ب را (
( . )3   : شده است به صورت زیر می نویسیمتعریف  2

  
( . )7 2  

  
  در آن که

[ ]na a a0 1
1
2A                  و T 0 1( ) [ ( ) ( ) ... ( )]

N
x T x T x T x  

)از طرفی بین  )T xو( )T x1طه ماتریسی به صورت زیر وجود داردراب :  

 T A( ) ( )y x x

( )( ) ( )
m

k
k

k

D x p y x



0

( ) ( , ) ( )I x K x t y t dt


 
1

1



٩ 
 

  
( . )8 2   

  
)که  )T x1  مشتق مرتبه اول( )T x  است.  
  ، زوج باشدNاگر

 
 
 
 
 
 
 
   
 
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 
 
   
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...
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. ...
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. . ...

. . ...

...N N N

  

  ، فرد باشد، Nواگر 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
   

J

0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 2 2 0 0 0 0 0
3 0 2 3 0 0 0 0
0 2 4 0 2 4 0 0 0
5 0 2 5 0 2 5 0 0

0 2 0 2 2 0
       

...

...

. ...

. ...

. . ...

. . ...

...N N N N

  

  
)رابطه از  . )8   :  و روابط بازگشتی زیر داریم 2

 
  
)9.2(  
  

)بنا به روابط  . )7 )و2 . )9   : رابطه ماتریسی زیر به دست می آید 2
  

T A( ) ( )( ) ( )k ky x x  
( . )10 2        , , ,...,k m 0 1 2   T J A( )( ) ( )( ) ,k T ky x x  

  
)با جایگذاري عبارت  . )10 )در  2 . )5   : رابطه ماتریسی زیر را به دست می آوریم 2



 

 

T T J T J

T T J T J

2 1 2

1


( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

T T

k k T T k

x x x

x x x

T T J1( ) ( ) Tx x
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 )11.2 (  
   

   ابطه ماتریسی براي قسمت انتگرالیر 2-3-2
)تابع هستهاگر  , )K x tاز در جه، داراي بسط تیلورN در نقطهx  tو 0    ،یعنی باشد 0

  

( , )
N N

n m
nm

n m

K x t k x t
 

 
0 0

  
  در آن که

( , )
;

! !

n m

nm
n m

K
k

n m x t




 
1 00                , , , ,...,n m N 01 2 

  
) بنابراین فرم ماتریسی تابع , )K x t عبارت است از [ ]10 ،   

  
( . )12 2    ( , ) ( ) ( )TK x t X x K X t   

  در آن که
.K [ ]nmk X 1 ( ) [ ]Nx x x         ،  X 1 ( ) [ ]Nt t t  

  
)از طرفی، تقریب تابع هسته  , )K x t به کمک سري چبیشف مختوم از درجهN برابر است با :  

  

., , , ,...,l s N 01 2                        ' '( , ) ( ) ( )
N N

ls l s
l s

K x t k T x T t
 

 
0 0

  
  

)بنابراین فرم ماتریسی تابع  , )K x tبه صورت زیر به دست می آید :  
  

( . )13 2  
  

  در آن که
K [ ]

ls
k  

( . )14 2  X T D( ) ( ) Tx x  
  

  زوج باشد،                                     Nاگرکه 

 T KT( , ) ( ) ( )TK x t x t



  T J A
0

( ) ( )( )
m

T k
k

k

D x p x
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  
  
 
  
 
 

   
 
 
                                          

D

1 1 1

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 10 0 0 02 2

3 10 0 0 0
4 4

2
01 2 20 0 02 2 2 2

      

- - -

-

N N N

N N
N

N N

  

  ، فرد باشد Nاگرو 
  

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
                                         
  1 1 1

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1 10 0 0 02 2

3 10 0 0 0
4 4

1 3
02 20 0 0

2 2 2








      


N N N

D

N N
N

N N

  

  
)از روابط  . )12 )و 2 . )13   : ماتریسی زیر به دست می آید، رابطه  2

  
T KT X KX( ) ( ) ( ) ( ),T Tx t x t  

  
  :در رابطه فوق، رابطه زیر به دست می آید ) 14.2(با جایگذاري رابطه 

  
  T KT T D KDT K D KD( ) ( ) ( ) ( )T T T Tx t x t  

  
)، در معادله Kفوق، براي به دست آوردن ضرایب ماتریس از تساوي . )13   -استفاده می 2

  .شود
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) با جایگذاري فرم ماتریسی  . )7 2 )و  . )13 )در عبارت 2 . )6  - دست میه رابطه ماتریسی زیر ب 2
  : آید

( . )15 2               


  T KT T A T KQA
1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )TI x x t t dt x  

که عناصر  
,l s

q ( , , , , , )l s N 01 2 از ماتریسQدبه صورت زیر تعریف می شو [ ]4 :  

, , , , ,l s N 0 1 2                                


 Q T T
1

1
,

( ) ( ) [ ],T
l s

t t dt q  

  که در آن
       

2 2
1 1

1 1
0

, ( ) ( )l s

l s even
q l s l s

l s odd
  

  
  اولیه –ابطه ماتریسی براي شرایط مرزي ر 2-3-3

)با جایگذاري رابطه  . )10 )در رابطه  2 . )2 به دست  معادله به صورت زیر ، فرم ماتریسی شرایط2
  : آید می

( . )16 2     , , , , .i m 0 1 2 1          ( ) ( ) ( ) ( ) ,
m

T k
ik ik ik i

k
a T b T c T J A 





   
1

0
1 0 1  

  
)تابع یماتریس رابطه 2-3-4 )g x  

)براي نمایش ماتریسی تابع  )g x ابتدا تابع ،( )g x  از معادله( . )1 را براساس سري چبیشف  2
  : مختوم و تیلور به ترتیب، به صورت زیر می نویسیم

  

( . )17 2
                                                            

    


  T G
0

'( ) ( ) ( ) ,
N

n n
n

g x g T x x  
  که در آن

[ ]T
Ng g g0 1

1
2G   

  و

( . )18 2                                                                    


  X G
0

( ) ( ) ,
N

n
n

n

g x g x x  
  در آن که
  

G 0 1 [ ]TNg g g     
( )( )

,
!

n

n

g
g

n


0  
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14، با جایگذاري رابطه GوGبه ترتیب، رابطه بین ماتریس  2( . 18در ( 2( . و مساوي قراردادن  (

17با  2( .   : به صورت زیر نوشته می شود (
G D GT  

  
)فرم ماتریسی تابع  بنابراین )g x به صورت زیر به دست می آید :  

  
)19.2(                                                 
  
  پیاده سازي روش عددي 2-4

-دیفرانسیلی فردهلم، ماتریس بنیادي مربوط به معادله را می -براي حل معادله انتگرالی
)نویسیم، به این صورت که با جایگذاري روابط  . )11 2،( . )15 19و 2 2( . )در معادله  ( . )4   : داریم 2

  

( . )20 2                                                          


        
P J KQ A G

0
( )

m
T k

k
k

   

  که در آن 
          .G D GT             وK D KDT  

  
)مربوط به معادله  بنابراین به معادله ماتریسی بنیادي . )1 دست یافتیم که آن را به صورت زیر  2

  : می توان نشان داد
( . )21 2                                                                                             GWA  

  که

, , , , ,p q N 0 1 2   


  W P J KQ
0

,
[ ] ( )

m
T k

p q k
k

w  
  

)باید جواب تقریبی معادله چون . )1 )را تحت شرایط 2 . )2  بنیادي ه دست آوریم، فرم ماتریسب 2
)مربوط به  . )2   به دست آوردیم به اختصار به صورت زیر می نویسیم 3.2.2که در بخش را  2

  
( . )22 2                                  , , , ,i m 0 1 2 1  .....     U[ ; ]

i i
U  یا       A [ ]

i i
  

  
  در آن که

 T D G( ) ( ) Tg x x
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



    U T T T J
1

0 1
0

1 0 1 [ ( ) ( ) ( )]( ) [ ],
m

T
i ik ik ik i i iN

k

a b c k u u u  
  

22اکنون سطرهایی از ماتریس  2( . 21سطر آخر از ماتریس  mرا با  ( 2( . و جایگزین می کنیم  (
    ماتریس افزوده زیر می رسیمبه 

 





    

    

 
 
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 
 
 
 
   
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



      


( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

; ( )

; ( )

; ( )
[ ; ]

;

;

;

N

N

N m N m N m N m N N m N

N

N

m m m m N m

w w w w g x

w w w w g x

w w w w g x

u u u u

u u u u

u u u u

  

  
اگر     W W G 1[ ; ]rank rank Nمی توان نوشت ،  

  
 A W G1( )  

  
این مقادیر را در سري چبیشف مختوم  ی ماتریس ضرایب چبیشف مشخص می شود و اگریعن

)قرار داده و )y x کهبا فرض  را به دست می آوریم    W W G 1[ ; ]rank rank N دستگاه ،
و اگر می تواند داراي یک جواب خاص باشد  W W G[ ; ]rank rank،  دستگاه فاقد جواب

1اگردر معادله .است 2( . )   مرتبه بالا تبدیل  باشد، معادله به یک معادله دیفرانسیل خطی 0
kر براياگ. می شود  0، k

P   - باشد، معادله به یک معادله انتگرالی فردهلم تبدیل می0
  .شود

  
  یافته جواب هاي چندجمله اي چبیشف توسعه 2-5

]روش ارایه شده را می توان به مسایلی در بازه  ,    : توسعه دادنیز  01[

( . )23 2                       1 , 1x t          


  
1

0 0

( )( ) ( ) ( , ) ( ) ,
m

k
k

k

P y x g x K x t y t dt   

  
)*که جواب بر حسب چندجمله اي چبیشف تغییر یافته )

n
T x به فرم زیر است   

                         x 0 1                         ' *( ) ( )
N

n n
n

y x a T x


 
0
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  که
*( ) ( )

n n
T x T x 2 1.  

23از بخش هاي قبلی، معادله ماتریسی اصلی براي معادله که با پیروي 2( .   به فرم زیر است (
  

* * *( )
m

k T k
k

k

P J K Q A G


        


0
2  

  طوري کهه ب
  

( )* *( )( ) ,
k k T kT T x J 2    ,  * * *T

K D KD  , * *TG D G   ,  *Q Q 2  
  

  که
  

002 0 0 0 00
2 22 12 2 0 0 01 2
4 4 44 3 32 2 2 0 02 3 4
6 6 6 66 5 5 52 2 2 23 4 5 6
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