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 چكيده
 
 

ی خٌی ٚ دیفشا٘ؼيُ ِٚتشا -ٔؼبدلات ا٘تٍشاَ تمشیت خٛاة ٞذف اكّی دس ایٗ پبیبٖ ٘بٔٝ

  :ٔی ثبؿذ صیش ؿىُثٝ غيشخٌی ثب ٞؼتٝ ٔٙفشد هؼيف 
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a x y x f x k t x y t dt a x b


       

1mوٝ دس آٖ    ٚ( )y x َٟٛاػت تبثغ ٔد  ٚ( , )k x t َٔی ثبؿذ ٞؼتٝ ٔؼبدِٝ ا٘تٍشا. 

دیفشا٘ؼيُ ِٚتشای خٌی ٚ غيش خٌی ٔشتجٝ اَٚ ثب ٞؼتٝ -خٛاة تمشیجی ٔؼبدلات ا٘تٍشاَاثتذا 

)ٔٙفشد هؼيف 1, 1)n m  یُ ِٚتشای دیفشا٘غ-ٔؼبدلات ا٘تٍشاَ ػپغٚسا ثٝ دػت ٔی آٚسیٓ   

)خٌی ٔشتجٝ دْٚ ثب ٞؼتٝ ٔٙفشد هؼيف 2, 1)n m   ٓسا حُ ٔی وٙي. 

ٞؼتٝ ٔؼبدِٝ ا٘تٍشاَ ٔٙفشد ثٛدٖ ٔـىُ تيّٛس تمشیت ثب اػتفبدٜ اص ثشای حُ ایٗ ٔؼبدلات اثتذا 

یب خٌی دیفشا٘ؼيُ ٔؼِٕٛی  ثٝ ٔؼبدِٝدیفشا٘ؼيُ سا ػپغ ٔؼبدِٝ ا٘تٍشاَ سا اص ثيٗ ٔی ثشیٓ ، 

اص سٚؽ تدضیٝ آدٚٔيبٖ ثشای حُ ایٗ ٔؼبدلات دیفشا٘ؼيُ          . غيشخٌی تجذیُ ٔی وٙيٓ

ٕٞچٙيٗ ٔب اص سٚؿی ٔجتٙی ثش ثؼي . ٔی تٛاٖ اػتفبدٜ وشد وٝ اص دلت خٛثی ثشخٛسداس اػت

ِظا٘ذس ثب اػتفبدٜ اص ٘مبى ٞٓ ٔحّی ٌبٚع ِظا٘ذس ثشای حُ ٔؼبدلات دیفشا٘ؼيُ اػتفبدٜ        

 . ٘يٓ وٝ دس حُ ٔثبَ ٞبی خٌی وبسػبص اػتٔی ن

 

 تمشیت تيّٛس، دیفشا٘ؼيُ ِٚتشا، ٞؼتٝ ٔٙفشد هؼيف،-ٔؼبدلات ا٘تٍشاَ : کلوبت کليدی

 ٔؼبدلات دیفشا٘ؼيُ ، تدضیٝ آدٚٔيبٖ، ثؼي ِظا٘ذس، ٘مبى ٞٓ ٔحّی ٌبٚع ِظا٘ذس
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 هقدهه

ی ٘ٛع. ٔؼبدلات ا٘تٍشاَ وبسثشدٞبی فشاٚا٘ی دس ٔؼبئُ ٟٔٙذػی ، ؿيٕی ٚ ثيِٛٛطی داسد    

اصٔؼبدلات ا٘تٍشاَ، ٔؼبدلات ا٘تٍشاَ ٔٙفشد هؼيف ٔی ثبؿذ وٝ دس ٔؼبئُ فشاٚا٘ی اص خّٕٝ 

ثب تٛخٝ ثٝ ایٙىٝ حُ ثؼيبسی اص . ا٘تمبَ ٌشٔب،سؿذ وشیؼتبِٟب ٚ ٔىب٘يه ػيبلات ظبٞش ٔی ؿٛ٘ذ

ایٗ ٔؼبدلات ثب سٚؿٟبی تحّيّی أىبٖ پزیش ٘يؼت، سٚؿٟبی ػذدی ثشای حُ آٟ٘ب ثيبٖ ؿذٜ 

حُ [ 2] سٚؿٟبیی ثشای تمشیت ٔؼبدلات ا٘تٍشاَ آثُ ثيبٖ ؿذٜ اػت ٚ دس [1] ص خّٕٝ دسا. اػت

 .ثب سٚؽ ثؼي تيّٛس  اسائٝ ٌشدیذٜ اػت

اص خّٕٝ وؼب٘ی اػت وٝ ٔؼبدلات ا٘تٍشاَ ثب ٞؼتٝ ٔٙفشد هؼيف سا ٔٛسد  1پشٚفؼٛس خيبً٘

اَ ِٚتشا ٚ فشدّٞٓ ثب سٚؽ ٞٓ ٔحّی ثشای ٔؼبدلات ا٘تٍش[ 5-4] دس. [3]ثشسػی لشاس دادٜ اػت

دس ػبِٟبی اخيش اػتفبدٜ اص سٚؿٟبی ٔختّف ٘ظيش سٚؽ . ٞؼتٝ ٔٙفشد هؼيف ثيبٖ ؿذٜ اػت

ثٟجٛدیبفتٝ دس  4ٚ سٚؽ تدضیٝ آدٚٔيبٖ [8]سٚؽ اػپلایٗ دس  ،[7]دس  3،سٚؽ تيّٛس [6] دس 2تبٚ

ٕ٘ٛدٜ اػت ٚ ثشای حُ ٔؼبدلات ا٘تٍشاَ دیفشا٘ؼيُ ، تٛخٝ خبكی سا دس ثيٗ ٔحمميٗ خّت  [9]

هؼيف  ٔٙفشد ؿبٞذ ٌؼتشؽ ثؼوی اص ایٗ سٚؿٟب دس حُ ٔؼبدلات ا٘تٍشاَ دیفشا٘ؼيُ ثب ٞؼتٝ

ٔٛسد  [13-12]ٕٞچٙيٗ تحّيُ پبیذاسی ٚ ٍٕٞشایی ایٗ سٚؿٟب دس . ٔی ثبؿيٓ[ 11-10]دس 

 .ثشسػی لشاس ٌشفتٝ اػت

آ٘بِيض  اِيضحميمی،ٔمذٔبتی اص آٖ اَٚ دس فلُ .ایٗ پبیبٖ ٘بٔٝ ٔـتُٕ ثش ػٝ فلُ ٔی ثبؿذ

دس فلُ دْٚ  .ػذدی ٚ آ٘بِيض تبثؼی اسائٝ ٔی ٌشدد وٝ ٔٛسد ٘يبص فلُ ٞبی ثؼذی ٔی ثبؿذ

دس فلُ ػْٛ سٚؽ تمشیت تيّٛس سا ثٝ ػٙٛاٖ  .ٔؼبدلات ا٘تٍشاَ ٚ ا٘ٛاع آٖ سا ثشسػی ٔی وٙيٓ

 .یه سٚؽ ػذدی ثشای حُ ٔؼبدلات ا٘تٍشاَ ٔٙفشد هؼيف ثيبٖ ٔی وٙيٓ 
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 1فصل 

 ش نيبزهبپی

 

وٝ دس [15-14] یبص اص آ٘بِيض حميمی ٔی پشداصیٓ ایٗ فلُ ثٝ ثيبٖ تؼبسیف ٚ لوبیبی ٔٛسد ٖدس 

 .فلُ ٞبی ثؼذی ٔٛسد اػتفبدٜ لشاس ٔی ٌيش٘ذ

هفبهين اوليه در آنبليس حقيقی  1.1

ثٝ  Vاص  . ثٝ تبثغ  .ثبؿذ Rسٚی (خٌی)یه فوبی ثشداسی  Vفشم وٙيذ 1.1.1تؼشیف 

Rٜیه ٘شْ ٌٛیيٓ ٞشٌب : 

xثٝ اصای ٞش (1 V،0x  ٚ0x  0 اٌش ٚ تٟٙبx . 

. x x    ، x V ٚ R ثٝ اصای ٞش( 2  

x,ثٝ اصای ٞش (3 y V،x y x y    .

.  ٌٛیيٓ ی ٘شْ داسهبی خيف ، وٝ داسای یه ٘شْ اػتXثٝ فوبی خٌی 2.1.1تؼشیف 

x,یه فوبی خٌی ٘شْ داس ثبؿذ ٚ ثشای ٞش Xاٌش y X  ٓداؿتٝ ثبؿي( , ) x yd x y ،    

 .(تِٛيذ ؿذٜ ثٝ ٚػيّٝ ٘شْ اػتٔتش  d) ٌٛیيXٓیه ٔتش سٚی dثٝ 

 .یه فوبی ٔتشیه اػت ،ثٙبثشایٗ ٞش فوبی ٘شْ داس 
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}0د٘جبِٝ ی  3.1.1تؼشیف   }n nx 

 سا دس فوبی خٌی ٘شْ داسX ٍٕٝٞشا ثx X  ٌٓٛیي

ٞشٌبٜ 
 

lim 0 .n
n

x x


   

}0د٘جبِٝ ی  4.1.1یف تؼش }n nx 

 سا دس فوبی خٌی ٘شْ داسX ٌٛیيٓ ٞش ٌبٜ 5وـی 

0 , ( , ).n mN m n m n N x x         

پيٛػتٝ اػت اٌش  0xدس  fتبثغ   5.1.1تؼشیف 
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


ثٌٛس ٔؼبدَ، ؛ 

0 00 ( ) ( ) .x x f x f x              

اٌش اػت (یب اص ساػت پيٛػتٝ)ی ساػت  پيٛػتٝ 0xدس fٌٛیيٓ تبثغ 6.1.1تؼشیف 

0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


ثٌٛس ٔؼبدَ ؛، 

0 00 ( ) ( ) .x x f x f x              

]سا وٝ سٚی فبكّٝ  fتبثغ 7.1.1تؼشیف , ]a b  ٝتؼشیف ؿذٜ اػت سٚی ایٗ فبكّٝ پيٛػت

0ٞشٌبٜ ثشای ٞش  ، ٌّٔك ٌٛیٙذ  0ػذدی ٔب٘ٙذ  ثشای ٞش ثٌٛسی وٝ  ٚخٛد داؿتٝ ثبؿذ

پبیبٖ  ٜ ثبتدع ( , ')i ix x ص فبكّٝ ٞبیی وٝ ٘مٌٝ ٔـتشن ثب ٞٓ ٘ذاس٘ذ ٚ دس ٘بٔؼبٚی ا

1

'
n

i i

i

x x 


 ، داؿتٝ ثبؿيٓ كذق ٔی وٙٙذ : 

1

( ) ( ') .
n

i i

i

f x f x 


   

]ثش  fفشم وٙيٓ  8.1.1تؼشیف  , ]a b ٘شْ  .پيٛػتٝ ثبؿذ.
c

 ا ثٝ كٛست صیش تؼشیف س

  : ٔی وٙيٓ

sup ( ) max ( )a x b a x bc
f f x f x     

                                                 
 
 Cauchy 
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ٍٕٞشا ثبؿذ، X ثٝ ٘مٌٝ ای دسXٞشٌبٜ ٞش د٘جبِٝ وـی دس فوبی ٔتشیه   9.1.1تؼشیف 

X ٌٛیيٓسا فوبی وب ُٔ. 

 ٘ؼجت ثٝ Xٌٛیيٓ،ٞشٌبٜ  6سایه فوبی ثب٘بخXسْ داس فوبی خٌی ٖ 10.1.1 تؼشیف

 . ٍٕٞشا ثبؿذ Xیؼٙی ٞش د٘جبِٝ وـی دس  ؛ٔتشیه تِٛيذ ؿذٜ وبُٔ ثبؿذ

)ثب ٔتشیه ػبدٜ تشیٗ فوبی ثب٘بخ،فوبی اػذاد ٔختّي سٚی1.1.1ٔثبَ , )d x y x y  

 .ٔی ثبؿذ

1ثشای  11.1.1 تؼشیف p ،  فوبی ٔتـىُ اص تٕبْ تٛاثغ ا٘ذاصٜ پزیش : ,f a b  

وٝ
 

( )
b p

a
f t dt  فوبی  ، ثبؿذ( , )pL a bٓپغ . ٌٛیي

, ( ) }.
b p

a
f f x dx ا٘ذاصٜ پزیش [ , ] { : , ,pL a b f f a b    

)فوبی  1.1.1لويٝ  , ) ;1pL a b p     یه فوبی وبُٔ اػت. 

( , )pL a b،فوبی ثشداسی اػت ٚ ثب ٘شْ صیش یه فوبی ثب٘بخ اػت 

1

( ( ) ) .
b p p

p a
f f t dt  

2دس حبِت خبف  ( , )L a b یؼٙی 
2

, ( ) },
b

a
f f x dx ا٘ذاصٜ پزیش 2[ , ] { : , ,L a b f f a b    

ثب ٘شْ 
1

2
2

2
( ( ) )

b

a
f f t dt  یه فوبی ثب٘بخ اػت .

 

 

                                                 
 
 Banach 
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}0اٌش  12.1.1تؼشیف }n nx 

د٘جبِٝ ای دس فوبی ٘شْ داس X،ٌٛیيٓ ػشی  ثبؿذ
0

n

n

x






اػت ٞشٌبٜ د٘جبِٝ  xٍٕٞشا ثٝ Xدس
0

n

n i

i

s x


  ٝثx  ٍٕٞشا ثبؿذ ٚ دس ایٗ كٛست    

ٔی ٘ٛیؼيٓ ،
0

n

n

x x




 .

ػشی 
0

n

n

x




ٜ ٓسٌبٜ سا ٍٕٞشای ٌّٔك ٌٛیي
0

n

n

x




  .

ٍٕٞشا  ثب٘بخ اػت اٌش ٚتٟٙب اٌش ٞش ػشی ٍٕٞشای ٌّٔك، Xفوبی ٘شْ داس  2.1.1لويٝ 

 .ثبؿذ

 یه فوبی هشة داخّی ٌٛیيٓ،سا X( یب حميمی)فوبی خٌی  ٔختّي 13.1.1تؼشیف 

Xسٚی ( حميمییب )ٞشٌبٜ یه تبثغ ٔختّي X  وٝ آٖ سا ثب ٕ٘بد(, ٘ـبٖ ٔی دٞيٓ ٚخٛد (

,داؿتٝ ثبؿذ ثٝ ًٛسیىٝ ثشای ٞش  ,x y z X ٚٞشٓداؿتٝ ثبؿي :

) :خٕغ پزیشی  (1 , ) ( , ) ( , )x y z x z y z   ،

) :تمبسٖ ٔضدٚج ( 2 , ) ( , )x y y x ،

): ٍٕٞٙی ( 3 , ) ( , )x y x y  ،

) : ٔثجت ثٛدٖ (4 , ) 0 0,( , ) 0x x x x x    

( , )x y هشة داخّی,x y ٘بٔيذٜ ٔی ؿٛد .

)ایٗ هشة داخّی یه ٘شْ ثٝ كٛست  , )x x xتؼشیف ٔی وٙذ .
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x,یه فوبی  هشة داخّی ثبؿذ،آٍ٘بٜ ثٝ اصای ٞشXفشم وٙيٓ  3.1.1لويٝ  y X 

:  داسیٓ

):  7ؿٛاستض-٘بٔؼبٚی وـی (1 , )x y x y ، 

x: ٘بٔؼبٚی ٔثّث (2 y x y  ، 

2: اتحبد ٔتٛاصی الاهلاع (3 2 2 2
2x y x y x y     . 

2فوبی  2.1.1 ٔثبَ  ( , )L a b  هشة داخّی اػتثب هشة داخّی صیش یه فوبی  :

2, ( , ) , ( , ) ( ) ( ) .
b

a
f g L a b f g f t g t dt       

2ٕٞچٙيٗ فوبی  ( , )L a b   ٖثب هشة داخّی صیش ٘ؼجت ثٝ تبثغ ٚص سٚی ,a b ن فوبی ی

: هشة داخّی اػت 

2, ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )
b

a
f g L a b f g t f t g t dt       

٘ؼجت ثٝ  Hٌٛیيٓ ٞشٌبٜ  8سا یه فوبی ٞيّجشت Hفوبی هشة داخّی  14.1.1تؼشیف 

)٘شْ تِٛيذ ؿذٜ اص هشة داخّی  , )x x x یه فوبی ثب٘بخ ثبؿذ .

2 3.1.1ٔثبَ  ( , )L a b  ثب هشة داخّی صیش یه فوبی ٞيّجشت اػت: 

2, ( , ) , ( , ) ( ) ( ) .
b

a
f g L a b f g f t g t dt       

ا٘ذاصٜ دس ثبصٜ ٞبی ثب  fسا داسای ٔحُٕ فـشدٜ ٌٛیيٓ ٞشٌبٜ تبثغ fتبثغ 15.1.1تؼشیف 

 .س خبسج ثبصٜ ی ٔزوٛس داسای ٔمذاس كفش ثبؿذ، داسای ٔمذاس ٔتٙبٞی ثبؿذ ٚ دٔتٙبٞی

 

 

                                                 
 
 Cauchy-Schowarz 
 
 Hilbert 
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:  ٘ـبٖ دادٜ ٚ ثٝ كٛست صیش تؼشیف ٔی ؿٛد سا ثب  9تبثغ ٌبٔب 16.1.1 تؼشیف

1

0
( ) t xx e t dt


    

:  وٝ داسای ٚیظٌيٟبی صیش اػت

( 1) ( ) ,   

(1) 1 , ( 1) !, ( ) ,

( ) (1 ) ,
sin

1
( ) ,
2

3 1
( ) ,
2 2

1 1
( ) ( ,
2 2

x x x

n n n N

x x
x











    

       

    

  

  


      

 

)تبثغ خٌب  17.1.1تؼشیف  )Er f x  ثٝ كٛست صیش تؼشیف ٔی ؿٛد: 

2

0

2
( ) .

x
uEr f x e du



   

)تبثغ خٌبی ٔىُٕ یؼٙی  18.1.1تؼشیف  )Er f c x   ثٝ كٛست صیش تؼشیف ٔی ؿٛد: 

22
( ) uEr f c x e dux



    

 :وٝ داسای خٛاف صیش اػت 

3 5 7

3 5 7

( ) ( ) 1

2
( ) 1 ( ...) ,

3 5 2! 7 3!

2
( ) ( ...) ,

3 5 2! 7 3!

( ) ( ) ,

(0) 0 ,

( ) 1

Er f x Er f c x

x x x
Er f c x x

x x x
Er f x x

Er f x Er f x

Er f

Er f





    

        
 

      
 

     

  

   

 

 

                                                 
 
 Gamma 
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]سا ثب  fلاپلاع تجذیُ 19.1.1تؼشیف ( )]L f t ٓ٘ـبٖ دادٜ ٚ ثلٛست صیش تؼشیف ٔی وٙي  :

0
[ ( )] ( ) .stL f t e f t dt


  

 

 .ٔی پشداصیٓ ایٙه ثٝ ٔفْٟٛ دیٍشی وٝ ثٝ ٚػيّٝ هشة داخّی تؼشیف ٔی ؿٛد،

 تعبهد 2.1

x,خّی ثٛدٜ ٚ ایه فوبی هشة د Xفشم وٙيٓ  1.2.1تؼشیف  y X ،ٔتٕبیض ثبؿٙذ

x  سا ثشy ػٕٛد ٌٛیيٓ ٞشٌبٜ ثشایx y  ٓداؿتٝ ثبؿي( , ) 0x y  آٖ سا ثب ٕ٘بد ٚ

x y ٓاٌش ثٝ اصای ٞش  [16]. ٕ٘بیؾ ٔی دٞي,x y A ٓداؿتٝ ثبؿي: 

0 ; ,
( , )

; ,

x y
x y

x y

  
 

    
 

Aآٍ٘بٜ صیش ٔدٕٛػٝ ی  X ٓاٌش ثشای ٞش . سا ٔتؼبٔذ ٌٛیيx A  ٓ1داؿتٝ ثبؿيx  ،

. سا ٔتؼبٔذ یىٝ یب ٘شٔبَ ٌٛیيٓ Aٔدٕٛػٝ 

yثبؿذ Xٚصیشٔدٕٛػٝ ی ٔتؼبٔذ یىٝ اص فوبی هشة داخّی  Aاٌش  1.2.1لويٝ  X، 

 آٍ٘بٜ

1)  ( , ) 0x A y x ،ؿٕبسؽ پزیش اػت 

2) 2 2
( , )

x A

y x y


(ُ10٘بٔؼبٚی ثؼ.) 

آٍ٘بٜ ػشی  ثبؿذ، Hیه صیشٔدٕٛػٝ ی ٔتؼبٔذ یىٝ اص فوبی ٞيّجشت  Aاٌش   2.2.1لويٝ 

)فٛسیٝ  , )
x A

y x x


ٔؼتمُ اص تشتيت خٕلات ٍٕٞشاػت. 

 

                                                 
  
 Bessel 
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وٝ ثب  Aٔتٕٓ ٔتؼبٔذ  .ثبؿذXداخّی هشة یه صیشفوبی  Aفشم وٙيذ  2.2.1 تؼشیف 

A  ،ٔدٕٛػٝ ی ٕٞٝ ی ثشداسٞبیی اص ٘ـبٖ دادٜ ٔی ؿٛد Xٔی ثبؿذ وٝ ثشA  ٞؼتٙذػٕٛد . 

 

 سا وبُٔ Aثبؿذ، Xصیشٔدٕٛػٝ ای اص  Aیه فوبی هشة داخّی ٚ Xاٌش  3.2.1تؼشیف 

ٌٛیيٓ ٞشٌبٜ 0A  . 

Xصیشٔدٕٛػٝ ی ٔتؼبٔذ یىٝ اص  یه Aیه فوبی هشة داخّی ٚ Xاٌش  4.2.1تؼشیف 

yٌٛیيٓ ٞشٌبٜ ثٝ اصای ٞشXسا یه پبیٝ ٔتؼبٔذ یىٝ ثشای  Aآٍ٘بٜ  ثبؿذ، X اؿيٓداؿتٝ ة: 

( , ) .
x A

y y x x


 

 .ٕٞٝ خب ٔی ثبؿذ تمشیجبً ثٝ ٔفْٟٛوٝ دس آٖ 

 . ثبؿذ Xیه صیشفوب ثب ثؼذ ٔتٙبٞی اص فوبی هشة داخّی  Aفشم وٙيذ  5.2.1تؼشیف 

yثشای ٞش ثشداس  X ، تلٛیش ٔتؼبٔذy  ثش سٚیA،  ثشداس یىتبیx A  وٝ اػت

  .ٔی ثبؿذ yثشداس ثٝ  ٘ضدیىتشیٗ

 : یؼٙی

miny x y z

z A

   



 

ثبؿذ  Xصیشفوبیی ثب ثؼذ ٔتٙبٞی اص یه فوبی هشة داخّی  Aفشم وٙيذ   3.2.1لويٝ  

yٚ فشم وٙيذ  X ٚx  تلٛیش ٔتؼبٔذy  سٚیA ثبؿذ،دس ایٗ كٛست ثشداسy x  ثش

 .ػٕٛد اػت Aٞش ثشداس دس 

ٞش  .ثبؿذXصیشفوبیی ثب ثؼذ ٔتٙبٞی اص فوبی هشة داخّی  A فشم وٙيذ  4.2.1 لويٝ 

yثشداس  X ٝكٛست  سا ٔی تٛاٖ ثٝ ًٛس یىتب ثy x z   ٝو،x Aٚz A      

 :یؼٙی  ؛ ٘ٛؿت ٔی ثبؿذ،

.X A A  
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فشم وٙيذ ثبؿذ، Aلبئٓ آٖ سٚی  تلٛیش Xٚxٔتؼّك ثٝ yفشم وٙيذ .اثجبت 

z y x آٍ٘بٜ ؛ 

( )y x y x x z     

Aٔتؼّك ثٝ zثٙبثشایٗ  .ػٕٛد اػت Aثش ٞش ثشداس z، ًجك لويٝ لجُ  اػت.  ■ 

آٍ٘بٜ ؿشایي  ثبؿذ Hیه ٔدٕٛػٝ ی ٔتؼبٔذ یىٝ اص فوبی ٞيّجشت  Aاٌش   5.2.1 لويٝ

 : صیش ٔؼبدَ ٞؼتٙذ

yثشای ٞش (1 H  ٓ2داسی 2
( , )

x A

y y x


 (َ11اتحبد پبسػٛا)، 

2) A،وبُٔ اػت 

3) A یه پبیٝ ٔتؼبٔذ یىٝ اػت. 

 ثبؿذ، Hیه صیشٔدٕٛػٝ ٔتؼبٔذ یىٝ وبُٔ اص فوبی ٞيّجشت  Aاٌش  ، ثب تٛخٝ ثٝ ایٗ لويٝ

yآٍ٘بٜ ٞش ػوٛ  H  ٝسا ٔی تٛاٖ ثٝ كٛست ػشی فٛسی( , )
x A

y x x


 ثؼي داد وٝ ػشی

 .ٍٕٞشاػت yفٛسیٝ ٔزوٛس ثذٖٚ تشتيت خٕلات ثٝ 

 [17].ٔؼتمُ خٌی ٞؼتٙذ ، د٘جبِٝ ی تٛاثغ ٔتؼبٔذ 1.2.1ِٓ 

دػتٍبٜ ٔتؼبٔذ ٘شٔبَ   6.2.1تؼشیف  if  ٜسا یه دػتٍبٜ ٔتؼبٔذ ٘شٔبَ وبُٔ ٌٛیيٓ ٞشٌب

. ٞيچ دػتٍبٜ ٔتؼبٔذ ٘شٔبَ ٚػيؼتش اص آٖ ٚخٛد ٘ذاؿتٝ ثبؿذ

اٌش  ثٝ ػجبست دیٍش،

, , ) 0 0 .if i f f f      

 

 

 

 
                                                 

  
 Parseval 
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: داسیٓ ثذیٗ ٔٙظٛس .تمشیت وٕتشیٗ ٔشثؼبت ٘مؾ اػبػی داسد دس ثحث تمشیت تٛاثغ،

2اٌش  6.2.1لويٝ  1,... , ,nf f f َ2دس ( یىٝ)د٘جبِٝ ای اص تٛاثغ ٔتؼبٔذ ٘شٔب ( , )L a b

2ٕٚٞچٙيٗ  ( , )f L a b  ٜ2ثبؿٙذ آٍ٘ب 1,... , ,n   ٝی ٞؼت و
1

n

i i

i

f f




ٔيٙيٕٓ اػت ٚ ثٝ 
1

n

i i

i

f


 ٓتمشیت وٕتشیٗ ٔشثؼبت ٌٛیي .

. اثجبت 

2

1 1 1

1 1

1 1

( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) .

n n n

i i i i i i

i i i

n n

i i j j

i j

n n

i j i j

i j

f f f f f f

f f f f f f

f f

  

 

 

  

 

 

   

  

 

  

 



 

)فشم ٔی وٙيٓ  , )i if f .ٓپغ داسی  :

2

2

1 1 1 1

1 1

2 2

1 1

( )( ) .

n n n n

i i i i i i i i

i i i i

n n

i i i i

i i

n n

i i i i i

i i

f f f

f

      

   

    

   

 

 

    

 

     

   

 

 

 

دس ٘تيدٝ 

2

2 2 2

1 1 1

n n n

i i i i i

i i i

f f f   
  

       

...,1,2ایٗ ػجبست ٚلتی ٔيٙيٕٓ اػت وٝ ثشای ,i n  ٓداؿتٝ ثبؿيi i . 

 

 كٛست دس ایٗ

2

2 2

1 1

n n

i i i

i i

f f f 
 

    
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2پغ اٌش  ( , )f L a b ٚ  
1

n

i i
f


2 دس دػتٍبٜ ٔتؼبٔذ ٘شٔبَ  ( , )L a bٜثبؿذ آٍ٘ب

1

n

i i

i

f f



ثٝ ػجبست دیٍش اٌش  .حذالُ اػت 

1

( , )
n

i i

i

f f f f


  ٜآٍ٘ب

1

n

i i

i

f f



  ■. حذالُ اػت

 :٘شٔبَ ٘جبؿذ داسیٓ ، اٌش دػتٍبٜ ٔتؼبٔذ

2
1

( , )
.

n
i

i

i i

f f
f f

f

  

 

ساخغ ثٝ چٙذخّٕٝ ایٟبی ٔتؼبٔذ ِظا٘ذس ٚ تمشیت تٛاثغ        تٛهيح ٔختلشی دس ایٗ لؼٕت 

 .ٔٛسد ٘يبص ٔی ثبؿذ 3ٔی دٞيٓ وٝ دس فلُ 

 :شاندر انتقبل یبفته چندجوله ایهبی هتعبهد لصاندر و ل 1.2.1

چٙذخّٕٝ ایٟبی ِظا٘ذس  7.2.1تؼشیف 
0

( )n n
L x




سٚی ثبصٜ   1,1  یه ٔدٕٛػٝ ٔتؼبٔذ

وبُٔ ثشای فوبی  2 1,1L  دس ٚالغ خٛاة ٔؼأِٝ اؿتٛسْ ِيٛٚیُ. اػت 

2((1 ) '( )) ( 1) ( ) 0n n

d
x L x n n L x

dx
    

 : صیش ٔؼشفی ٔی ؿٛد ٔی ثبؿذ وٝ ثلٛست

0

1

1 1

( ) 1

( )

2 1
( ) ( ) , 1

1 1
n n n

L x

L x x

n n
L x x L x L n

n n
 


 



 
       
  

 

 : ٚ داسای خٛاف صیش اػت

1

1

0 ,

1)( , ) ( ) ( ) 2
,

2 1

2) ( ) 1

( 1)
3) '( )

2

4) ( 1) ( 1)

( 1)
5) '( 1) ( 1) .

2

n m n m

n

n

n

n

n

n

n m

L L L x L x dx
n m

n

L x

n n
L x

L

n n
L



 


   
 

 






  


   


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چٙذخّٕٝ ایٟبی ِظا٘ذس ا٘تمبَ یبفتٝ سٚی  8.2.1تؼشیف  0,1 ثلٛست صیش تؼشیف ٔی ؿٛ٘ذ

ٚ یه ٔدٕٛػٝ ٔتؼبٔذ وبُٔ ثشای  2 0,1L تاع. 

0

1

1 1

( ) 1

( ) 2 1 .

2 1
( ) (2 1) ( ) , 1

1 1
n n n

p x

p x x

n n
p x x p x p n

n n
 


 


 
 
      
  

 

 : دس ایٗ كٛست داسیٓ

1

0

0 ,

( , ) ( ) ( ) .1
,

2 1

n m n m

n m

p p p x p x dx
n m

n

 


   
 

 

 

 

f[0,1]2 فشم وٙيٓ L  پغ ٔی تٛاٖ ٘ٛؿت  :

0

( ) ( )n n

n

f x c p x




  

        وٝ 

( , )
1(2 1) ( ) ( )
02

f p
nc n f x p x dx

n n
p
n

   
 

 ٚnpّٕٝایٟبی ٔشتجٝ  ٞب چٙذخn د ثبؿٗس ا٘تمبَ یبفتٝ ٔی ِظا٘ذ. 

 :خّٕٝ اَٚ لٌغ وٙيٓ داسیٓ mاٌش ػشی سا تب 

1

0

( ) ( ) ( )
m

T

n n

n

f t c p x C P x




 

 وٝ 

   0 1 1 0 1 1, ,..., , ( ) ( ), ( ),..., ( )
T TT

m mC c c c P x p x p x p x     
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)فشم وٙيٓ  9.2.1تؼشیف  )t 2دس یه ثشداس ٔتؼبٔذ ( , )L a bاتشیغثٝ ْ .ثبؿذH  دس

: ساثٌٝ صیش ٔبتشیغ ػّٕيبتی ا٘تٍشاَ ٌٛیيٓ 

( ') ' ( )
t

a
t dt H t  .

)اٌش  )t یه ثشداسm ٝٔؤِفٝ ای ثبؿذ ٚاهح اػت وH  یه ٔبتشیغm mاػت .

:  اػتٔبتشیغ ػّٕيبتی ا٘تٍشاَ چٙذخّٕٝ ای ٔتؼبٔذ ِظا٘ذس ا٘تمبَ یبفتٝ ثٝ كٛست صیش  

 

 

)فشم وٙيٓ  ) ( )Tf t F t ٓدس ایٗ كٛست داسی : 

0 0 0
( ') ' ( ') ' ( ') '.

t t t
T Tf t dt F t dt F t dt       

 آٍ٘بٜ

0
( ') ' ( ).

t
Tf t dt F t 

 : ٕٞچٙيٗ ٔی تٛاٖ ٘ٛؿت

0 0 0

0 0 0

1

2

0 0

2

( )

( )

( ) ( ).

t t t

K ار ب

t t t
T

k ار ب

t t
T T k

k ار ب

f t dt dt dt

F H t dt dt dt

F H t dt dt F H t



 

 

 



 

  

  

  

 

 

)سم وٙيٓ ف )( ) ( )kf t g t ٓثب ا٘تٍشاٍِيشی اص ًشفيٗ داسی  :

( 1) ( 1)

0
( ') ' ( ) (0)

t
k kf t dt g t g   

1 1 0 0 ... 0

1 1
0 0 ... 0

3 3

1 1
0 0

5 5

1

2
H

    


    


   



0



   

    

   



.

1 1
0

2 3 2 3

1
0

2 1

m m

m

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     
  
 

   
   
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: ثبس ا٘تٍشاَ ٌيشی داسیٓ kثب

(0) (1) ( 1)

0 0 0 0 0

1

( ') ' ' ( ) (0) (0) ' (0) ' '
t t t t t

k

k ار kب ار ب

f t dt dt g t g g dt g dt dt



          

)اٌش  )( ) ( ) ( )k Tf t g t F t  ٜثذػت ٔی آیذفٛق اص ساثٌٝ  آٍ٘ب  :

(0) (1) ( 1)

0 0 0

1

( ) ( ) (0) (0) ' (0) ' '
t t t

T k k

k ار ب

g t F H t g g dt g dt dt 



        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

  

  

 

 

  

 


