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وردگارا...
از پس و است موجود آخرين و نبود هيچ او از پيش و است موجود نخستين كه را خداوند سپاس

درهاى و فرمود الهام را خويش شͺر و شناسانيد ما به را خود كه را خداوند سپاس نباشد. هيچ او

انكار از و كرد خالصرهبرى توحيد به را ما و شناختيم را خود پروردگار كه گشود ما بر را معرفت

داشت. دور شك

و كن، آن كفايت خود تو دارد مشغول مرا انديشه چه هر و فرست، او آل و محمد بر درود خدايا

مرا كه عملͭ انجام براى گردان فارغ مرا اوقات و كنͭ، پرسش آن از مرا فردا كه گمار كارم بدان

آفريدى. آن براى

ظاهرى عزت و گردانͭ، پست خودم پيش اندازه همان به مͽر مبر بالا مردم پيش مرا رتبه خدایا،

سازى. متواضع قدر همان به مرا خود پيش باطن در مͽر مͺن افزون مرا

بدانم و نیست بیش ندانستنͬ تو لایتناهͬ دانش مقابل در دانسته�هایم کنم، قبول تا کن ͷکم من به

تو، یاری به جز قطره ͷی اندازه�ی به حتͬ را همه آن و مͬ�دانم من که آنͬ از بیشتر تو دانایی که

نمͬ�توانم. دانستن

ඵزدارمو وਠमی೯ච໔دا৯دارم...ૡঙه
ඵزدارم...৯دارم. ૡঙه وਠमی೯ච໔دا



චاری... ণپاس໋�
تمام نکنم، فراموش و باشم شͺرگزار شادی لحظه�های در آموخت من به که را خداوندی سپاس

که باشم صبور اندوهم لحظه�های در که آموخت و اوست بی�منت لطف از دانسته�هایم و داشته�ها

باشد. الهͬ حͺمت و تقدیر مطیع که است کسͬ سربلند و است رفتنͬ غم�ها همه�ی

حمايت�های از واجبمͬ�دانم استبرخود شده آماده پایان�نامه�یحاضر، که پاسلطفالهͬ اينکبه

سپاس�گزاری رنجبر مجتبی دكتر آقای جناب راهنمایم استاد مساعدت�های و توجه بذل بی�دريغ،

نمايم.

داوری و فرموده زحمت قبول كه سپاسͽزارم نیز خانͬ علͬ دکتر آقای و فرضͬ جواد دكتر آقای از و

گرفتند. برعهده را تحقيق اين

در صبوری�هایشان و مهربانͬ سایه زیر توانستم که عزیزم پدر و مادر دستان بر مͬ�زنم بوسه و

پاس به عزیزم، خواهران و برادران از مͬ�کنم تشͺر هم�چنین بردارم. قدم دانش و علم کسب راه

بودند. من پشتیبان بهترین که بی�پایان�شان، دلͽرمͬ�های و بی�دریغ کم�ͷهای

میͺائیلͬ هادی

١٣٩١ مهرماه
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چͺیده

همͽرایی مرتبه با تصادفͬ دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش ترین ساده میلشتین روش

البته که مͬ�شود داده توسعه تأخیری تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای روش این است. قوی

است. پیچیده باقیمانده عبارات در موجود انتگرال�های خاطر به آن همͽرایی بررسͬ

بیان ساده مقدماتͬ های روش با همͽرایی قوی نرخ مرتبه اولین و میلشتین روش نامه پایان این در

است. شده

همͽرایی ، تأخیری معادلات تصادفͬ، دیفرانسیل معادلات تیلور، بسط�های کلیدی: کلمات

میلشتین. روش ، تأخیری تصادفͬ دیفرانسیل معادلات ، قوی

٨



پیشͽفتار

مرتبه تصادفͬ معمولͬ دیفرانسیل معادلات عددی حل برای روشعددی ساده�ترین میلشتین روش
میلشتین١ توسط بار اولین روش این مͬ�دهد، نتیجه اویلر-ماریاما روش از بالاتری همͽرایی قوی

اشاره مقدماتͬ تعریف�های به نامه پایان این اول فصل در روش این بیان برای است، شده ارائه

و تصادفͬ تأخیری دیفرانسیل معادلات ، تصادفͬ دیفرانسیل معادلات دوم فصل در است شده

طور به تصادفͬ دیفرانسیل معادلات برای میلشتین روش و اویلر روش آمدن بدست نحوه همچنین

کردیم. بیان مختصر

معادلات عددی برایحل روشمیلشتین توسعه که شده بیان سوم فصل در نامه پایان اصلͬ موضوع

انتگرال�های خاطر به همͽرایی تحلیل اما باشد مͬ همͽرایی تحلیل و تصادفͬ تأخیری دیفرانسیل

است. پیچیده مانده باقͬ عبارات در موجود

Milstein١

٩



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

احتمال فضای ١.١

Ω مجموعه�های زیر از F مجموعه باشد، مفروض مجموعه ͷی Ω کنید فرض .١.١.١ تعریف

هرگاه: مͬ�شود نامیده σ-جبر ͷی

∅ ∈ F (i)

باشد. F c ∈ F آن�گاه F ∈ F اگر (ii)

F :=
∪∞

i=١ Fi ∈ F آنگاه F١, F٢, ... ∈ F اگر (iii)

مͬ�گویند. اندازه�پذیر فضای را (Ω,F) زوج صورت این در

ͬͺتوپولوژی فضای از باز مجموعه�های تمام شامل σ-جبر ،کوچͺترین بورل σ-جبر تعریف٢.١.١.

مͬ�گویند. Rn

مͬ�باشد [٠,١] به F از تابع ͷی (Ω,F) اندازه��پذیر فضای روی P احتمال اندازه .٣.١.١ تعریف

که: طوری به

P (∅) = ٠ و P (Ω) = ١ (i)

آنگاه: باشند جداپذیر هم از {Fi}∞i=١ و F١, F٢, ... ∈ F اگر (ii)

P (

∞∪
i=١

Fi) =

∞∑
i=١

P (Fi).

١٠



١١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

گویند. احتمال یͷفضای را (Ω,F , P ) سه�تایی این�صورت در

داریم: A ⊆ B با A,B ∈ F هر برای ٣.١.١ تعریف طبق

٠ ≤ P (A) ≤ P (B) ≤ ١

A ∈ F هر برای و

P (Ac) = ١ − P (A)

برقرار زیر رابطه F١, F٢, · · · , Fn ∈ F که طوری به · · · ⊂ Fn ⊂ · · · ⊂ F٢ ⊂ F١ هر برای و

است

P

( ∞∩
n=١

Fn

)
= lim

n→∞
P (Fn)

مͬ�گویند. پذیر -اندازه F مجموعه�های را F به متعلق Ω از F زیرمجموعه�های که کنید توجه

داریم را زیر تعبیر و مͬ�گویند پیشامد ͷی را F عضو هر احتمال نظریه در

P (F ) = ” F پیشامد رخداد ”احتمال

است پذیر اندازه X : Ω −→ Rn آنگاه باشد، پذیر اندازه فضای (Ω,F) اگر .۴.١.١ تعریف

باشد. Rn در U باز مجموعه هر برای Ω در پذیر اندازه مجموعه X−١(U) هرگاه

-اندازه�پذیر F ، Y : Ω −→ Rn تابع باشد، احتمال فضای ͷی (Ω,F , P ) اگر .۵.١.١ تعریف

مجموعه�های تمام برای معادل طور به Uیا ⊂ Rn باز مجموعه�های تمام ازای به هرگاه مͬ�شود نامیده

باشیم: داشته U ⊂ Rnبورل

Y −١(U) := {w ∈ Ω;Y (w) ∈ U} ∈ F

لب فضای ٢.١

فرم به تابعͬ (Ω,F , P ) روی ساده تابع ساده). تابع لب (انتگرال ١.٢.١ تعریف

ϕ =

N∑
i=١

aiIFi



١٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

دو به دو F١, F٢, · · · , FN ∈ F مجموعه�های و a١, a٢, · · · , aN ∈ R که طوری به مͬ�باشد

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که مͬ�باشد Ω از F زیرمجموعه مشخصه تابع IF و هستند مجزا

IF (w) =

{
٠ w /∈ F
١ w ∈ F

صورت به F ∈ F پذیر اندازه مجموعه زیر روی ϕ ساده تابع لب انتگرال

∫
F
ϕdP =

N∑
i=١

aiP (F ∩ Fi)

مͬ�شود. تعریف

این فرض با Y : Ω −→ R پذیر F-اندازه تابع لب انتگرال .(١لب (انتگرال ٢.٢.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به ٠ ≤ Y (w) ≤ N باشیم داشته متناهͬ N و w ∈ F هر ازای به ∫که
F
Y dP = sup

ϕ≤Y

∫
F
ϕdP

در w ∈ F هر ازای به ϕ(w) ≤ Y (w) شرط با ϕ ساده توابع همه روی سوپریمم که طوری به

کراندار ساده توابع گونه این انتگرال�های چون است، متناهͬ سوپریمم حاصل و مͬ�شود گرفته نظر

هستند.

داریم: باشد کران بی اما نامنفͬ Y اگر که حالͬ ∫در
F
Y dP = sup

N

∫
F
YNdP

باشد. نامتناهͬ سوپریمم است ممͺن ولͬ است، YN (w) = min{Y (w), N} که طوری به

ای رابطه x ∈ S هر ازای به هرگاه گویند دار نرم خطͬ فضای را S برداری فضای .٣.٢.١ تعریف

یعنͬ باشد داشته وجود مͬ�نامند x نرم را آن که ،∥x∥ نامنفͬ حقیقͬ عدد بین

∥.∥ : S −→ R+ ∪ {٠}

است: زیر خواص دارای که طوری به

Lebesgue١



١٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشیم داشته x, y ∈ S هر برای (i)

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥,

آنگاه باشد، اسͺالر α و x ∈ S اگر (ii)

∥αx∥ = |α|∥x∥

∥x∥ = ٠ ⇐⇒ x = ٠ (iii)

آنگاه باشد، x = (x١, · · · , xn) ∈ Rn اگر .(Rn دار نرم (فضای ١.٢.١ مثال

∥x∥∞ = max
١≤i≤n

|xi|

و

∥x∥p =

(
n∑

i=١
|xi|p

)١/p

مͬ�کنند. صدق (i), (ii), (iii) شرایط در که هستند برداری نرم�های

ماتریس نرم Rباشد. روی n×mماتریس�های تمام M(n,m)مجموعه فرضکنید .٢.٢.١ مثال

یعنͬ ، است نامنفͬ حقیقͬ اعداد M(n,m)به فضای از تابع ͷی

∥.∥M :M(n,m) −→ R+ ∪ {٠}

و A ∈M(n, n) اگر خاص حالت در مͬ�کند. صدق ماتریس�ها برای ٣.٢.١ تعریف شرایط در و

آنگاه باشد، x = (x١, · · · , xn) ∈ Rn

∥A∥M = supx∈Rn,x̸=٠
∥Ax∥
∥x∥ ( وابسته(تبعͬ) نرم )

یا

∥A∥F =
(∑n

j=١
∑n

i=١ |aij |٢
)١/٢

( فربینیوس (نرم

هستند. ماتریسͬ نرم�های



١۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

که متری با است) همͽرا آن در کشͬ دنباله هر (یعنͬ کامل دار نرم خطͬ فضای .۴.٢.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده باناخ فضای شده، تعریف نرم توسط

و Lp(Ω.F , P ) یا Lp(Ω,Rn) توسط است) باناخ فضای ͷی (که لب فضای .۵.٢.١ تعریف

نرم با

∥X∥Lp :=

(∫
Ω
∥X(w)∥pRndP (w)

) ١
p

;

(
∥X∥Lp =

(
E
[
∥X∥pRn

]) ١
p

)
تعریفمͬ�شود. ، مͬ�کند) صدق تعریف١.١.۴ Xدر X(که ∈ Lp(Ω,Rn) و p ∈ برای(∞,٠)

داریم: β و α اسͺالر ثابت�های و X,Y ∈ Lp(Ω,Rn) هر ازای به سوپریمم، خطͬ خاصیت طبق

داشت: خواهیم لذا αX + βY ∈ Lp(Ω,Rn) (i)∫
F
(αX + βY )dP = α

∫
F
XdP + β

∫
F
Y dP

داشت: خواهیم آنگاه باشد، X(w) ≤ Y (w) ،w ∈ F هر برای اگر (ii)∫
F
XdP ≤

∫
F
Y dP

آورد: بدست راحتͬ به مͬ�توان A,B ∈ F مجزای زیرمجموعه�های هر برای و (ii)∫
A∪B

XdP =

∫
A
XdP +

∫
B
XdP

داریم: ∥∥∥∥همچنین ∫
F
Y dP

∥∥∥∥
Rn

≤
∫
F
∥Y ∥RndP

(Frechet) فرشه مشتق ٣.١

f : S −→ V تابع صورتمشتق این ر د باشند، باناخ فضاهای V و S فرضکنید تعریف١.٣.١.

تعریف زیر رابطه توسط و مͬ�دهند نشان f ′(x;h) نماد با h ∈ S جهت در و x ∈ U ⊆ S در

: مͬ�شود

f ′(x;h) = lim
t→٠

f(x+ th)− f(x)

t
, (١.١)

باشد. موجود حد که این به مشروط



١۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

تابع ، مͬ�باشد S باز زیرمجموعۀ U ⊆ S و باناخ فضاهای V و S کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

Tx : S −→ V کراندار خطͬ تبدیل اگر مͬ�شود، نامیده فرشه پذیر مشتق x ∈ U در f : U −→ V

که طوری به باشد داشته وجود

lim
k→٠

f(x+ k)− f(x)− Tx(k)

∥k∥S
= ٠ (٢.١)

دیͽر عبارت به

f(x+ k)− f(x)− Tx(k) = o(∥k∥S) (٣.١)

(kn → ٠) صفر بردار به که S در صفر غیر جملات با {kn}∞n=١ دنباله�های تمامͬ برای حد اگر

مͬ�نامند. x در f فرشه مشتق را آن و Df(x) = Tx مͬ�نویسیم باشد، داشته وجود هستند، همͽرا

داشت: خواهیم فرشه دوم مرتبه مشتق برای لذا و مͬ�باشد Df : U −→ L(S, V ) که کنید توجه

D٢f : U −→ L(S,L(S, V ))

داشت: خواهیم k = th دهیم قرار (٣.١) رابطه در اگر

f(x+ th)− f(x) = Tx(th) + o(∥th∥S)

داریم: لذا o(∥th∥S) = o(|t|∥h∥S) = o(∥h∥S) و Tx(th) = tTx(h) چون طرفͬ از

f(x+ th)− f(x) = tTx(h) + o(∥th∥S)

=⇒
f(x+ th)− f(x)

t
= Tx(h) +

o(∥h∥S)
t

(۴.١)

مͬ�شود: نتیجه (۴.١) رابطه از گرفتن حد با باشد، موجود f ′(x;h) که صورتͬ در

f ′(x;h) = Tx(h) (۵.١)



١۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

دلخواه بردار y = (y١, y٢, · · · , yn) و a ∈ S ، f : S ⊆ Rn −→ R کنید فرض .١.٣.١ مثال

نوشت: مͬ�توان ١.٣.١ تعریف طبق آنگاه باشد، Rn از

f ′(a; y) =

n∑
k=١

∂f

∂xk
(a)yk =

( ∂f
∂x١

(a), · · · , ∂f
∂xn

(a)
)
.y

داشت: خواهیم (۵.١) رابطه از لذا

Df(a)(y) = Ta(y) =
n∑

k=١

∂f

∂xk
(a)yk =

( ∂f
∂x١

(a), · · · , ∂f
∂xn

(a)
)
.y

دلخواه بردار y = (y١, y٢, · · · , yn) و a ∈ S ، f : S ⊆ Rn −→ Rm فرضکنید .٢.٣.١ مثال

نوشت: مͬ�توان ١.٣.١ تعریف طبق آنگاه باشد، Rn از

f ′(a; y) =
(
f ′١(a; y), · · · , f

′
m(a; y)

)
=

m∑
k=١

f ′k(a; y)ek

داشت: خواهیم (۵.١) رابطه از لذا است، مختصات برداریͺۀ kامین ek و f = (f١, · · · , fm) که

Df(a)(y) = Ta(y) =
(
f ′١(a; y), · · · , f

′
m(a; y)

)
=

m∑
k=١

f ′k(a; y)ek,

=

m∑
k=١

∇fk(a) · yek. (۶.١)

مͬ�باشد. ∇fk =

(
∂fk
∂x١

, · · · , ∂fk∂xn

)
،k = ١,٢, · · · ,m ازای به که کنید توجه

تصادفͬ فرآیند ۴.١

مͬ�نامند. تصادفͬ متغیر ͷی را X : Ω −→ Rn پذیر اندازه تابع .١.۴.١ تعریف

زیر رابطه توسط و مͬ�کند القاء Rn روی µX احتمال اندازه ، تصادفͬ متغیر هر .٢.۴.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف

µX(U) = P (X−١(U))

مͬ�باشد.) Rn در بورل مجموعه ͷی U و U ⊂ Rn ) مͬ�گویند. X توزیع را µX که



١٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

عدد آنگاه باشد،
∫
Ω |X(w)|dP (w) <∞ اگر .٣.۴.١ تعریف

E[X] :=

∫
Ω
X(w)dP (w) =

∫
Rn

xdµX(x)

مͬ�گویند. X ریاضͬ امید را

f−١(B) ∈ F یا Ω پیوسته نگاشت هر (یعنͬ پذیر اندازه بورل f : Ω −→ Rn اگر کلͬ طور به

: داریم آنگاه باشد،
∫
Ω |f(X(w))|dP (w) <∞ و ( Rn در باز مجموعه U هر برای

E[f(X)] :=

∫
Ω
f(X(w))dP (w) =

∫
Rn

f(x)dµX(x)

X,Y ∈ Lp(Ω,Rn) هر لببرای انتگرال�های طبقخصوصیات ، لبهستند انتگرال�ها این چون

داشت: خواهیم β و α اسͺالر ثابت�های و

لذا αX + βY ∈ Lp(Ω,Rn) (i)

E[αX + βY ] = αE[X] + βE[Y ]

آنگاه باشد، X ≤ Y اگر (ii)

E[X] ≤ E[Y ]

همچنین و (iii)∥∥∥∥E[Y ]

∥∥∥∥
Rn

≤ E

[
∥Y ∥Rn

]
P (Ω) = که طوری به باشد Ω مجموعه در F σ-جبر روی مثبت اندازه P فرضکنید .١.۴.١ لم

(a, b) بازه روی محدب تابع ͷی g و a < f(x) < b ، x ∈ Ω هر برای و f ∈ L١(P ) اگر ،١

آنگاه باشد،

g

(∫
Ω
fdP

)
≤
∫
Ω
(gof)dP (٧.١)

داریم: g پیوسته تابع و X تصادفͬ متغیر برای (٧.١) نامساوی طبق

g

(
E[X]

)
≤ E

[
g(X)

]



١٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

آنگاه باشد، g(x) = ∥x∥ اگر E[X]∥∥∥∥حال

∥∥∥∥ ≤ E

[
∥X∥

]
(٨.١)

فضای (Ω,F) و ١
p + ١

q = ١ که طوری به ١ < p < ∞ و q > ٠ بͽیرید نظر در .١.۴.١ قضیه

آنگاه باشند، (Ω,F) روی پذیر اندازه توابع Y و X و P اندازه با پذیر اندازه
∫
Ω
XY dP ≤

(∫
Ω
XpdP

)١/p(∫
Ω
Y qdP

)١/q
(Holder) (٩.١)

∫)و
Ω
(X + Y )pdP

)١/p
≤
(∫

Ω
XpdP

)١/p
+

(∫
Ω
Y pdP

)١/p
(minkowsky)

(١٠.١)

است. معروف شوارتز کشͬ نامساوی به هولدر نامساوی باشد، p = q = ٢ اگر

: داریم ١.۴.١ قضیه طبق لذا

E[XY ] ≤
(
E[Xp]

)١/p(
E[Y q]

)١/q

)و
E[(X + Y )p]

)١/p
≤
(
E[Xp]

)١/p
+

(
E[Y q]

)١/q

روی X = {Xt(w) : t ∈ T,w ∈ Ω} تصادفͬ متغیر�های از خانواده�ای .۴.۴.١ تعریف

تصادفͬ فرآیند مͬ�باشند، (Rn) اندازه�پذیر یͷفضای در مقادیری که را (Ω,F , P ) احتمال فضای

مͬ�گویند.

صحیح اعداد ، [a, b] بازه است ممͺن اما مͬ�باشد، [٠,∞) خط نیم معمولا˟ T پارامتر فضای

ثابت، t ∈ T هر برای که کنید توجه باشد. n ≥ ١ برای Rn از زیرمجموعه�های حتͬ و نامنفͬ

یعنͬ داشت خواهیم تصادفͬ متغیر ͷی

w −→ Xt(w) ; w ∈ Ω



١٩ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

داشت خواهیم را زیر تابع ثابت، w ∈ Ω برای طرفͬ از و

t −→ Xt(w) ; t ∈ T

مͬ�گویند. Xt مسیر را آن که

صورت به را فرآیند است ممͺن لذا مͬ�کنیم. استفاده X(t, w) از Xt(w) جای به اوقات گاهͬ

صورت: به متغیره دو تابع ͷی

(t, w) −→ X(t, w)

بͽیرید. نظر در است، Rn به T ×Ω از که

هرگاه ، است مستقل نموهای دارای {Xt(w) : t ≥ ٠, w ∈ Ω} تصادفͬ فرآیند .۵.۴.١ تعریف

تصادفͬ متغیر�های ٠ < t١ < t٢ < ... < tn هر به�ازای

X(٠) , X(t١)−X(٠) , X(t٢)−X(t١) , ... , X(tn)−X(tn−١)

باشند. مستقل

σ-جبرهای از ای خانواده باشد، اندازه�پذیر احتمال فضای (Ω,F , P ) فرضکنید تعریف١.۶.۴.

: باشیم ٠داشته ≤ s ≤ t <∞ هر ازای به هرگاه مͬ�گویند، فیلتر را {Ft}t≥٠

Fs ⊆ Ft ⊆ F

مͬ�گویند. تصادفͬ پایه را (Ω,F , P, {Ft}t≥٠) چهارتایی لذا

فرآیند ( T = [٠,∞) و Xt : Ω −→ Rn (که ، X = {Xt}t≥٠ کنید فرض .٧.۴.١ تعریف

بͽیرید: نظر در را زیر تعاریف باشد، فیلتر ͷی {Ft}t≥٠ و (Ω,F , P ) روی تصادفͬ

به T ×Ω از (t, w) −→ Xt(w) تابع هرگاه مͬ�شود، نامیده پذیر اندازه X تصادفͬ فرآیند •

باشد. پذیر اندازه B(T )×F به نسبت Rn

هر برای هرگاه مͬ�گویند، {Ft}t≥٠ فیلتر به نسبت تدریجͬ اندازه�پذیر را Xͬتصادف فرآیند •

B([٠, N ]) × FN به نسبت Rn به [٠, N ] × Ω از (t, w) −→ X(t, w) تابع ،N ≥ ٠

باشد. اندازه�پذیر



٢٠ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

متغیر t ≥ ٠ هر برای هرگاه مͬ�گویند سازگار {Ft}t≥٠ فیلتر به نسبت X تصادفͬ فرآیند •

باشد. Ft-اندازه�پذیر ، Xt تصادفͬ

هرگاه است پیوسته تصادفͬ بطور t٠ ∈ [٠, N) در X تصادفͬ فرآیند •

∀ε > ٠ , ∀δ > ٠ , ∃ρ > ٠ s.t

P{∥Xt −Xt٠∥S ≥ ε} ≤ δ, ∀t ∈ [t٠ − ρ, t٠ + ρ] ∩ [٠, N)

باشد) مͬ باناخ فضای S)

باشد. پیوسته یقین به قریب X(., w) مسیر هرگاه است پیوسته X تصادفͬ فرآیند •

یͺسان توزیع دارای h ≥ ٠ هر برای Xt+h و Xt هرگاه گویند ایستا را X تصادفͬ فرآیند •

باشند.

· · · , Xn, · · · , X٢, X١ تصادفͬ متغیرهای از نامتناهͬ دنباله مواقع بسیاری در .٨.۴.١ تعریف

از ͬͺی که کرده�اند تعریف همͽرایی بررسͬ برای روش چندین مͬ�کنند، میل X تصادفͬ متغیر به

است: میانگین مربع همͽرایی آن�ها

آنگاه E(X٢
n) <∞ باشیم داشته n = ١,٢,٣, · · · برای و E(X٢) <∞ اگر

lim
n→∞

E

[
∥Xn −X∥٢

]
= ٠

صورت به A,B ∈ F برای را شرطͬ احتمال .٩.۴.١ تعریف

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)

مͬ�باشد. P (B) > ٠ که این به مشروط مͬ�شود تعریف

X : Ω −→ Rn و U ⊆ F و σ-جبر ͷی U احتمال، فضای (Ω,F , P ) اگر .١٠.۴.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به E[X|B] شرطͬ امید باشد. پذیر انتگرال تصادفͬ متغیر

اگر لذا ، باشیم داشته P̃ = P
P (B) اندازه با B از جدید احتمال فضای مͬ�کنیم فرض •

باشد: P (B) > ٠


