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 دانشگاه آزاد اسلامي 
 واحد تهران مركزي 

 دانشكده علوم پايه، گروه رياضي

 (M.sc)پايان نامه براي دريافت درجه كارشناسي ارشد

آناليز عددي : گرايش  

: عنوان  

فردهلم در فضای دوبعدی با استفاده از-روش عددی برای حل معادلات انتگرال والترا  

بلوکی و ماتريس عملیاتی ایهضرب توابع   

:  استاد راهنما  

اديبی... حجت ادكتر   

:استاد مشاور   

 دكتر محمدعلی فريبرزی عراقی

:پژوهشگر   

 راضيه محمدحسينی
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 مادر مهربانم پدر و
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 همسر عزيزم
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 :قدردانی  تشکر و

 

 عطا کرد تا بتواند در....کران به درگاه خداوند که به انسان حکمت ،تفکر، تعقل و حمد وستايش بی

 .مل کندتاهای عالم هستی پديده 

 از  دانم کهی نهايی دوره کارشناسی ارشد را به اتمام رساندم، بر خودم لازم میاينک که با لطفش پروژه

 ياری  صدر اينجانب را در انجام اين پروژه که با سعه اديبی... دكتر حجت ااستاد عزيزم جناب آقای 

 . تقدير و تشکر نمايم ،اندرسانيده

 کهجناب آقای دکتر محمدعلی فريبرزی عراقی ترين تشکرات خود راصميمانه دانملازم می همچنين و 
 .اند، ابراز دارمام نمودهمشاوره

صميمانه             که در طول زندگی حامی اينجانب هستند،  و همچنين از پدر و مادر مهربانم و همسر عزيزم

   . نمايممیسپاسگزاری 

 د

 

 

 



 بسمه تعالی
 نامه کارشناسی ارشدتعهد نامه اصالت پايان

  دانشجوی کارشناسی ارشد رشته رياضی کاربردی با شمارهراضيه محمد حسينی اينجانب 

:کليه مطالب مندرج در اين پايان نامه با عنواننمايم که اعلام می  ٠١٨٧٧١٦٦٢٨٨دانشجويی   

  -توابعفردهلم در فضای دوبعدی با استفاده از -روش عددی برای حل معادلات انتگرال والترا 

، حاصل کار پژوهشی خود بوده و چنانچه دستاوردهایای بلوکی و ماتريس عملیاتی ضربه  
های جاری، آنرا ارجاع داده پژوهشی ديگران را مورد استفاده قرار داده باشم ، طبق ضوابط و رويه   

نمايد که پايان نامه قبلا برای احراز علاوه بر آن تاکيد می. امو در فهرست منابع و ماخذ ذکر نموده  

آن ثابت شود، تر يا بالاتر ارائه نشده و چنانچه در هر زمان خلاف مدرک هم سطح، پايين  هيچ 
ام توسط دانشگاه، بدون کوچکترينشوم، در صورت ابطال مدرک تحصيلیبدينوسيله متعهد می   

. اعتراض آنرا بپذيرم   

ءتاريخ و امضا  
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 بسمه تعالی
 

 : در تاريخ

 پايان نامه خود دفاع نموده                        از حسینیراضیه محمد ، دانشجوی کارشناسی ارشد خانم
                     با درجه و      هفده نيمبحروف                ٦/٩٦نمره                     با  و

 .مورد  تصويب قرار گرفت 

 

استاد راهنما  ء امضا                                   

 

 

  

 و



 

نظر استاد راهنما برای چاپ در پژوهش نامه دانشگاه     
مناسب است

مناسب نیست
 :         ءتاریخ وامضا             

 

 بسمه تعالی

  علوم پایه، گروه ریاضیدانشکده 

 ١٠١٢٠١٠١١٠٠٠٠١کد شناسایی پایان نامه:      ١٠١کد واحد:تهران مرکزی نام واحد دانشگاهی:

 توابعفردهلم در فضای دوبعدی با استفاده از -روش عددی برای حل معادلات انتگرال والترا :عنوان پایان نامه

  ای بلوکی و ماتریس عملیاتیضربه

 ١١  ٢ ٢١تاریخ شروع پایان نامه:     راضیه محمدحسینی نام ونام خانوادگی دانشجو: 

 ١١  ١١   ٢٠تاریخ اتمام پایان نامه:                       ٦١٠٨٨١٩٥٠٠٠شماره دانشجویی:

 ریاضی کاربردی رشته تحصیلی: 

حجت ا... ادیبیدکتر  دکتر استاد / استادان راهنما:   

 دکتر محمدعلی فریبرزی عراقیاستاد / استادان مشاور: 

 ٠١١٠٢١٨ ١٨٥٢- ٠واحد-١٦پلاک  -علامه جنوبی خیابان-سعادت آباد -تهرانآدرس وشماره تلفن: 

 چکیده پایان نامه )شامل خلاصه، اهداف، روش های اجرا ونتایج به دست آمده(: 

و ماتریس عملیاتی در فضای دوبعدی برای حل معادلات   (BPFsای بلوکی ) توابع ضربه پایان نامه در این

 والترا، را به -معادلات انتگرال فردهلماین روش شود. استفاده می  (F-VIE)  والترا، -انتگرال فردهلم

    منجر به حل معادلات انتگرال  اش ضریب بسط تابع بلوکی است وحلکندکه راهمعادلات خطی تبدیل می

  است.شود. در پایان مثال عددی وجود دارد که نشان دهنده کاربردی بودن این روش می والترا، -فردهلم   



 

 

 فهرست مطالب

 ١ .........................................................................................................................................................چکیده

 ٠........................................................................................................................................................مقدمه 

 ٥................................................................................................................... معادلات انتگرال. ١فصل

 ٥...............................................................................................................................................تاریخچه ١.١

 ٦ .............................................انتگرال............................................بندی معادلات و دستهتعاریف  ١.٠

 ٦........................................................................................تعریف معادله انتگرال....................... ١.٠.١   

 ١ ................................................................................................بندی معادلات انتگرالدسته ١.٠.٠   

 ١............................................................................................معادلات انتگرال فردهلم ١. ١.٠.٠       

 ١ ٠...........................................معادلات انتگرال والترا................................................. ٠. ١.٠.٠       

 ١ ٠.................................................................................. دیفرانسیلمعادلات انتگرال  ٢ .١.٠.٠      

 ١ ٢.......................................معادلات انتگرال منفرد ................................................... ١ .١.٠.٠      

 ١ ٥ ...........................................................................................................هسته معادلات انتگرال ٢. ١

 ١ ٨ .........................................................................................هسته تبهگن............................١ .١.٢   

 ح

 

 



 

 ١ ٨ ................................................................................................... هسته هرمیتی..........................٠ .١.٢

 ١ ٨ ............هسته متقارن..................................................................................................................٢ .١.٢

 ١ ٩ ..............هسته نرمال................................................................................................................... ١.٢.١

 ١٩ .....................................هسته الحاقی.......................................................................................... ١.٢.٥

 ١ ٩ ........................................................................................................................هستهترکیب دو   ١. ١

 ١ ٦ ..............................................................................................هستهترکیب دو  چند ویژگی١. ١. ١

 

 ٠٠ ...................................................ای بلوکیوتوابع ضربه یهای عملگر.ماتریس٠فصل  

 ٠٠ ...........................................دستگاه معادلات انتگرال............................................................. ١ .٠

 ٠١ .........................................نرمال ..................................................................متعامد و متعامد ٠.٠

 ٠٠ ........................................................................................................................٠ تابع و هسته  ٠.٢

 ٠٠ ..........................................هایی برای حل معادلات انتگرال.....................................روش ١ .٠

 ٠٠ ...............................................................................................روش محاسبه مستقیم ١ .٠.١   

 ٠٥....................................................................................................................گیریانتگرال بازه ٠.٥

 ٠٩ ........................................................................................................یعملگر هایماتریس .٠.٨

 ط

 

 



 

 ٠٩..........................................................ماتریس عملگری انتگرال................١ .٠.٨     

 ٠٦......................................................................... یماتریس عملگری ضرب  ٨.٠. ٠   

 ٢٠ ...........................................................................................ماتریسضرب کرونکر ٠.٩

 ٢٠ ........................................................................یک بعدی ای بلوکیتوابع ضربه ٠.٦

    ٢٠ ..........................................یک بعدی ای بلوکیتوابع ضربه خصوصیات ٠.٦.١   

 ٢١ ...................................................برازش منحنی........................تقریب توابع  و  ٠.١

 ٢١ ....................................................................تقریب......................................١ .١. ٠   

 ٢٨ .........................برازش بوسیله روش کمترین مربعات.............................١.٠. ٠  

 ٢٦ ............................ای بلوکی یک بعدی........تمامیت توابع ضربه  خاصیت ٠.١٠

 ١١.............................................................................................های برداری فرم ٠.١١ 

 

  های عددی برای حلروش های عملگری وهای ماتریس.حالت٢فصل

 ١١ .....................................................................................................انتگرال معادلات

 ١١............................................................ی انتگرالعملگر ماتریسهای حالت  ١ .٢

 ٥٠ ...........................................................ی ضربیعملگر ماتریس های حالت  ٢.٠

 

 ی

 



 

 

 ٥٠ .....................................................ای بلوکی دو بعدی.................................................توابع ضربه ٢.٢

 ٥٢ ..........................................................بعدی.....................ای بلوکی دو توابع ضربهخصوصیات  ١ .٢

 ٥٥ .............................................................................................................ای بلوکیتوابع ضربهبسط  ٢.٥

 ٥٨.................................................ای بلوکی دو بعدیتوابع ضربهی ضربی برای عملگر ماتریس ٢.٨
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                  چکیده

 و ماتريس عملياتی در فضای دوبعدی برای حل   (BPFs) ای بلوکی توابع ضربه پايان نامه در اين

 والترا، -معادلات انتگرال فردهلماين روش . شوداستفاده می  (F-VIE ) والترا، -معادلات انتگرال فردهلم

 منجر به حل  تابع بلوکی است واش ضريب بسط حلکه راهکندرا به معادلات خطی تبديل می

   در پايان مثال عددی وجود دارد که نشان دهنده کاربردی بودن. شودمی والترا،-معادلات انتگرال فردهلم

 .کندصحت اين روش را بيان میهمچنين  و  آن است

 

 

 

١ 

 

 



 مقدمه

 فراوان در  پايان نامه های در مقايسه با  بعدیهای محاسباتی برای معادلات انتگرال چندآناليز روش تحيل و

                              در حالت ، به تازگی آغاز شده و به خصوص [٦ ]رابطه با تحليل عددی معادلات انتگرال يک بعدی

 .غير خطی توسعه زيادی نيافته است

 آن  انجام شده است که شروعهای مهمی در اين زمينه  سال گذشته پيشرفت   ٢٨، در  اما در هر صورت

برونر با اثر معروف
٩
و کاوزن 

 حل بوده که در آن روش هم محلی و هم محلی تکراری را برای [٢] ٢

این بحث را برای معادلات انتگرال والترا  [٠ ]والترای خطی دوبعدی مطرح کردند. کاوزن همچنین در  معادلات

 را بیان کرد. غیرخطی معادلات انتگرال والترا شکل [٢ ]فردهلم خطی بسط داد و برونر نیز در 

 های های خطای مجانبی روششود. آنها بسطو دستیارانش، آثار فراوانی در این زمینه یافت می ٢هاندر کتاب 

1.Brunner 

2.Kauthen 

3.Guogiang Han 

٠ 

 



و از آنها به عنوان                                       آوردند، به دست روندقديمی را هنگامی که برای معادلات انتگرال دوبعدی به کار می

های برونيابی استفاده کردند، آنها از اين رويکرد برای تحليل جواب معادله        ای برای معرفی الگوريتمپايه

                                             .ای استفاده کردندانتگرال والترا فردهلم خطی با استفاده از روش نيستروم ذوزنقه

شود و مقالات زيادی در واقع روش معادلات انتگرالی برای حل بسياری از معادلات رياضی به کار برده می

  .های اين معادلات در ارتباط است، وجود داردها و تحليلحلدر مورد معادلات انتگرالی که با راه

 شود واين معادله توسط فردهلم مطرح می -انتگرال والترامعادلات انتگرال دوبعدی  نامهدر اين پايان

 توابع که اين  هايی شوند و ويژگیو همچنين توابع ضرب بلوکی مطرح می [٠ ] .شودچبيشف چند فرمولی می

 به آسانی قابل استفاده هستند واين سادگی به شخص استفاده کننده دارند اين است که بلوکی  ه ایضرب

، استفاده نمايد و کاربرد [٤ ] معادلاتها برای حل معادلات انتگرال و ديگر دهد که از اين فرمولاجازه می

 . نشان داده شده است،  [٩٨ -٩٩]شوند در مراجع  صورت حل میکه به اين معادلات انتگرالی

 به شرح ذيل پايه ريزی شده است.نامه ساختار پاياندر واقع 

٢ 

 



 تعريف معادلات انتگرال و معرفی انواع معادلات انتگرال و خصوصيات آنها پرداخته شده به در فصل اول

  .است

  های حل معادلات انتگرال و روش  های ازنمونهدستگاه معادلات انتگرال و در فصل دوم به طور مختصر 

 .ذکر شده استگونه توابع های اينويژگی بلوکی و ایهتوابع ضرب همچنين

   حل معادله انتگرال والترا نوع اول با پيدا کردن بلوکی دوبعدی  و همچنين به ایهتوابع ضرب در فصل سوم  

 دی برای حل معادلات انتگرالعدروش و در پايان  اين فصل  بلوکی ایهحداکثر ارزش ضريب بسط ضرب

 بیان شده است. (F-VIE)   فردهلم –والترا 

-روش ايم که صحت وکارائی اينهای عددی روش پيشنهادی را به کار بستهدر فصل چهارم در برخی مثال

 .را نمايان می کندها

 

 

١ 

 



 . معادلات انتگرال                                                                                                           ١فصل

                                                                                                                              تاریخچه ١.١

شود      که نام معادله انتگرال را به معادلاتی که در آنها تابع مجهول زیر علامت انتگرال ظاهر میاولین کسی 

اولین بار نظریه معادلات انتگرال                 ٠لاپلاس ١٦٩٠بود. در واقع در سال  ١٦٦٦در سال ١بویس ریموندنسبت داد 

( )    ( )   عادله انتگرالرا مطرح کرد. او م  ∫      

٠
را مورد بررسی قرار داد. در جریان تکامل و  

 ها رد و تئوری انتگرال فوریه در این سالبروی نظریه حرارت کار  ١٦١١در سال  ٢پیشرفت ریاضیات فوریه

گردد.         برمیشود که مبدا معادلات انتگرال به تئوری انتگرال فوریه شکل گرفت. به خاطر همین معمولا گفته می

             در مساله خود که به مسئله مکانیکی آبل معروف است کاربرد معادلات انتگرال را  ١آبل ١٦٠٨در سال 

 ٨لیوویل ١٦٢٠در نظریه مغناطیسی و در سال  ٥پواسن  ١٦٠٨در چنین مسائلی مطرح کرد. در سال 

1.Bois reymond 

2.Laplace 

3.fourier 

4.Able 

5.poisson 

6.Lioville 

٥ 



 

 معادلات انتگرال بطور مستقل دسته خاصی از معادلات انتگرال را حل کرد و یک قدم مهم در راه توسعه

 توسط وی برداشته شد وآن چگونگی حل بعضی از معادلات دیفرانسیل به کمک معادلات انتگرال بود و  

 با معادلات انتگرال برخورد کرد و از کسانی بود که نقش  ٦در تبدیل مسئله دیریلکه ٩نیومن٩٠٦٨در سال 

از ایتالیا نظریه عمومی  ١برای اولین بار والترا ١٦١٨نتگرال داشت. در سال  موثری در تکامل نظریه معادلات ا

 معادلات انتگرال را به شکل زیر معرفی کرد.

(١-١)                                                            ( )    ( )   ( )   ∫  (   )
 

 
 

 .تکمیل کردبا یک دسته بندی کلی از معادلات انتگرال کار والترا را  ١١٨٢تا  ٩١٨٨های در سال١٠ فردهلم

(٠-١)                                                       ( )    ( )   ( )   ∫  (   )
 

 
 

7.Neuman 

8.Dericlet 

9.Volterra 

10.Fredholm 

٨ 



 

را به تحقیق در          ١٠روی کارهای فردهلم علاقه هیلبرت ١١٨١درسال  ١١ارائه یک سخنرانی توسط هولمگرن

 .مورد معادلات انتگرال برانگیخت و او در بسیاری از مسائل ریاضی فیزیک از مسائل انتگرال بهره گرفت

های همچنن قضایای فردهلم  که از قضایای بنیادی معادلات انتگرال هستند، ابتدا توسط فردهلم برای هسته

 تر های کلیبرای هسته ١١ریسو  ١٢لیکن بعدها توسط افراد دیگری نظیر کارلمان [٥ ] پیوسته بیان شدند

 تعمیم یافت. در طی پنجاه سال گذشته پس از فردهلم و والترا بحث اصلی معادلات انتگرال در خصوص

 و از از اویل نیمه دوم اخیر تحقیقات زیادی روی جواب معادلات انتگرال به وسیله  پیشرفت آنالیز تابعی آن بود 

 معادله انتگرال جواب دارد صورت گرفت، لیکن از آنجا که   در ارتباط با این که به ازای چه مقادیری از  ١٥ویل

    شویم،  نیستیم لذا از همینمیکه در عمل با آنها مواجه در حالت کلی قادر به حل بسیاری از معادلات انتگرال 
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در واقع معادلات انتگرال کاربردهای و  های تقریبی و عددی جهت معادلات انتگرال آشکار شدها نیاز به روشسال

ساختمان و پل سازی و........دارد و این مسائل مکانیک ، ارتباطات، پتروشیمی،  -فراوانی در علوم مختلف فیزیک

   شوند.توسط معادلات انتگرال فرموله میتوسط 

                                                  [٥ ]بندی معادلات انتگرال تعاریف و دسته ١.٠

ای است که در آن تابع مجهول زیر یک یا چند علامت یک معادله انتگرال معادله  تعریف معادله انتگرال: ١.٠.١  

 زیرمجهول است و باید معلوم شود به صورت  ( ) انتگرال ظاهر شود. یک نمونه از معادله انتگرال که در آن 

( ) ( )    ( )                                    (٢-١)          است:    ( )   ∫  (   )
 ( )

 ( )
 

گیری هستند. باید توجه کرد که    حدود انتگرال ( ) و  ( ) هسته معادله انتگرال و  (   ) که در آن 

 عددی مختلط یا حقیقی است. ٠  از قبل معلوم هستند و همچنین  ( ) و تابع  (   ) هسته معادله 

 ی معادلات انتگرال و کاربردهای وسیع آن یک تقسیم بندی جامع بر آنها ضروری به نظر با توجه به توسعه

که از یک طرف در مسائل مختلف فیزیک و مهندسی انواع خاصی از معادلات انتگرال رسد . به خصوص این می

 هایی که جهت حل انواع مختلف این نوع معادلات ارائه شده است متفاوتند.  و از طرف دیگر راه  شوندمیظاهر 

٦ 


