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  چکیده

آن از نرخ بهره کنیم؛ تابعی اي که براي دارایی خاصی تعریف می که نرخ بهره متغیر است؛ هر مشتقه جااز آن

دگاه فعالان از دی. شودهره نیز مشتقاتی در نظر گرفته میهاي برو براي نرخ از این. دارایی نیز خواهد بود

تعیین شده است؛ اختیار معامله هاي بهرهترین مشتقاتی که تا به حال براي نرخاقتصادي یکی از جذاب

.توان از اختیارهاي سقف و کف نرخ بهره نام بردعنوان نمونه می ي بهره است که بههانرخ

ذاري مشتقات گاست که از آنها براي قیمت هاي گوناگونی معرفی شده هاي بهره، مدل براي مطالعه رفتار نرخ

ري مشتقات روي گذاقیمت. راس است -اینگرسل -کاکسدل ها مین مدلیکی از ا. شودنرخ بهره استفاده می

پایه به طور همزمان مشتقه تعریف خواهیم روي چند دارایی یک دارایی، مسئله رایجی است؛ اما زمانی که می

هایی که این مطلب را  یکی از مدل. ها به یکدیگر استهاي بهره این دارایی له مهم، وابستگی نرخکنیم؛ مسئ

هاي بهره در یک  در این مدل، نرخ. استراس -اینگرسل- کاکس دهد؛ مدل چندعاملی میمورد توجه قرار 

تابع چگالی احتمال انتقال این مدل، تابع . کند دستگاه معادلات دیفرانسیل تصادفی با شرایط اولیه صدق می

ارزش اختیار  تقال، فراهم آوردن امکان محاسبهمزیت اصلی تابع چگالی احتمال ان. هاي بهره است چگالی نرخ

. هاي قبل از سررسید استمعامله نرخ بهره در زمان

نویسیم راس می-اینگرسل-بعدي کاکسبااستفاده از فرمول ایتو یک معادله دیفرانسیل جزیی براي مدل چند

 در ادامه با استفاده از روش اختلال، تبدیل فوریه، روش. آوریممی دست پلانک مدل را به- فاکر و سپس معادله

کامل طورروش که بهاین . آوریم را به دست می تابع چگالی احتمال انتقالها و تبدیل فوریه معکوس،  خصهمش

هاي عددي، به مراتب از دقت بالاتري کند؛ نسبت به روش ا و قواعد آنالیز ریاضی تبعیت میاز روش ه

ه تنها آوریم؛ با وجود آن کمی ع چگالی احتمال انتقال به دستعبارتی که در نهایت براي تاب. برخوردار است

هاي بهره ها دارایی با نرخ ت روي دهگذاري مشتقاشود؛ می تواند براي قیمت توابع مقدماتی را شامل می

الی احتمال انتقال مورد مطالعه در این فرمول چگدلیل همین به. دیگر مورد استفاده قرار گیردیکوابسته به

  .یابدیجه در بازارهاي لایبر کاربرد میدر نتنامه، در محاسبات موازي و پایان

، هامشخصه ، روشتحلیلیادامهاختلال، پلانک، روش-ع چگالی احتمال انتقال، معادله فاکرتاب: واژگان کلیدي
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  پیشگفتار

مدت  بهره کوتاه به چند نرخ یکمالی جدیدي که هر هاي گسترش معاملات در بازار و تعریف داراییبا 

هاي چندعاملی اهمیت  مدلهاي مالی براي چندین دارایی به طورهمزمان، اند و یا تعریف مشتق وابسته

هاي بهره وابسته به یکدیگر لایبر همزمان چندصد دارایی با نرخ طور مثال، در بازارهاي به. اند اي یافته ویژه

گیریم که به دو نرخ بهره  اي را در نظر می ترین حالت، دارایی مالی نامه، در ساده در این پایان. شوند معامله می

ي تابع چگالی احتمال انتقال  روشی براي محاسبه"اي با عنوان  نامه، مقاله مرجع اصلی این پایان. وابسته است

  .است]) 16(["راس بدون رانش-سلاینگر- مدل چندعاملی کاکس

ها بر ارزش اختیارخرید  وابستگی این نرخ. کنیم هاي بهره تعریف می اول اختیار خریدي براي این نرخ در فصل

. شود تر می ها با یکدیگر متفاوت باشد؛ مسئله پیچیده که سررسیدهاي این نرخ گذارد و در صورتی اثر می

ها و  هاي ساختارزمانی، وابستگی قیمت دارایی مالی به این نرخ کارگیري مدل سررسیدهاي متغیر موجب به

  . شود هاي عاملی می کارگیري مدل ها به یکدیگر موجب به وابستگی نرخ

. کنیم میعاملی آفین را معرفی  هاي طورخاص مدل عاملی براي ساختارزمانی و به هاي دوم، انواع مدل در فصل

هاي عاملی آفین است؛ به عنوان  راس را که از انواع مدل- اینگرسل- در پایان فصل دوم،  مدل دوعاملی کاکس

فرایند تصادفی در این مدل، فرایند تصادفی ریشه دوم است؛ به همین دلیل . کنیم مدل تحقیق انتخاب می

  . شود ها، جواب هرگز منفی نمی در این مدل

کنیم؛ اما بازار نیازمند اطلاع از ارزش این اختیار  ختیار براي دو نرخ بهره را معرفی میسوم، ارزش ا در فصل

براي پیداکردن این ارزش، باید انتگرالی شامل تابع چگالی احتمال انتقال . هاي قبل از سررسید است در زمان

هاي  با استفاده از بعضی روش. کند پلانک صدق می-این تابع چگالی در معادله فاکر. بهره را حل کنیم هاي نرخ

کنیم  این معادله را حل می... ها و  فوریه، ادامه تحلیلی، روش مشخصه آنالیز حقیقی و مختلط از جمله تبدیل

.آوریم می دست هاي قبل از سررسید به و با قراردادن جواب در انتگرال موردنظر، ارزش اختیار را در زمان

 راس- اینگرسل- کردن تابع چگالی احتمال انتقال مدل چندعاملی کاکسهدف اصلی در این پایان نامه پیدا

  .شود هاي قبل از سررسید می بدون رانش است که موجب به دست آوردن ارزش اختیار در زمان

. کنیم هاي عددي مقایسه می چهارم، با ارائه یک مثال عددي، دقت این روش را با دقت روش در فصل

  

  



     

  فصل اول

کلیات تحقیق طرح و

  مقدمه : 1- 1                                                                              

  بیان مسئله      : 2- 1                                                                              

  موضوع       ضرورتواهمیت :1-3                                                                              

                                                                             1-4: مفاهیم و اصطلاحات



  

  مقدمه1- 1

رو  به استقبال زیادي روبا  1هاي بهرهنرخ و اختیارهاي فروشخریدهاي معاملات اختیار ،هاي اخیردر سال

. انداران بسیاري را به خود جلب نمودههواد 2و بازارهاي خارج از بورسهاي رسمیو اغلب در بورساند  بوده

 4اروپایی معاوضههاي بهره و اختیارنرخ 3هايها و سقف بورس، کفاز  بهره خارج  نرخترین اختیارات  رایج

  .هستند

، مدل6لی-، مدل هو5مدل وسیچک. استهاي گوناگونی معرفی شده، مدلهاي بهرهرفتار نرخبراي مطالعه 

زمانی  خاص ساختارها هستند که به طور لهایی از این مدنمونه 8وایت-هالو مدل  7راس- اینگرسل- کاکس

را نکولهاي اوراق بهادار بدونهاي بهره، ارتباط میان بهره زمانی نرخ ساختار. کنندهاي بهره را مطالعه می نرخ

بازارهاي پول  درك این ارتباط براي فعالان. کندبا یکدیگر تفاوت دارند، بررسی میکه تنها در تاریخ سررسید 

اثر تغییر متغیرهاي اصلی را روي منحنی  ندتوانت است، زیرا با استفاده از آن میاهمیو سرمایه بسیار با

  .]12[دبینی نماین پیش 9بازده

ها نرخ بهره را بعضی از این نظریه. رائه شده استنرخ هاي بهره، نظریه هاي بسیاري ا زمانیساختاردر زمینه 

انتظار در با نرخ نقدي مورد سلفیک بازار امن، نرخدر. اند دادهمورد بررسی قرار10در بازارهاي مطمئن

قیمت با یکدیگر  شود که این دومینان در بازارهاي واقعی موجب میاطوجود عدماما . سررسید برابر است

رجحان   فرض. هستندموسوم 11انتظاراتهاي ضفراند، به شدهکه در این زمینه ارائه  هایی فرض .برابر نباشند

. هستند هادو نمونه از این فرض) ]15[ونکولبرست(13بازارتقطیعو فرض]) 22[هیکس(12نقدشوندگی

  .گر ارائه دادنددینظریه  چندنیز نظریه خود را بر مبناي روش کولبرستون و ] 28[14مدیلیانی و سوچ

                                          
1 : interest rate option
2 : over the counter
3 : floors and caps
4 : European swap option
5 : Vasicek model
6 : Ho-Lee  mode
7 : Cox-Ingersoll-Ross model
8 : Hull-White model
9 : yield curve
10 : certainty market
11 : expectations hypothesis
12 : the liquidity preference hypothesis 
13 : the market segmentation hypothesis
14 : F. Modigliani and R.sutch



 سازيمدل16با توجه به نظریه تعادلهاي بهره را زمانی نرخ ، ساختار1985در 15کاکس، اینگرسل و راس

هاي پیشین و عناصر فرضاي غنی از مفاهیم تجربی خانوادهعروف است، مCIRمدل آنها که به مدل. کردند

این مدل، علاوه بر . یچک استیافته مدل وسدارد و در واقع تعمیمبر را در نرخ بهره زمانی ساختاردرباره 

اوراق قرضه، اوراق قرضه  گذاري اختیارهاي معاملهاوراق بهادار بدون نکول، در قیمتگذاري نرخ بهره قیمت

متغیرهايتواند تأثیر تغییر  خوبی میبه CIRمدل. رودمی کار لی بهماواع قراردادهايو دیگر اند قابل بازخری

فی تصادفرایندکاکس، اینگرسل و راس در مدل خود . دهدنشان نرخ بهره ساختارهاي زمانیدر را اساسی 

تصادفی ریشه دوم در سال هاي  هايفرایند.مدت معرفی کردندکوتاه هاي بهره را به عنوان مدل نرخ 17ریشه دوم

اختیار قیمت  دریافتند که در بازارهاي واقعی1996در18هاوزر و لوتر باخ. اخیر به شدت مورد توجه قرار گرفته اند

یعامل مدل تک. دشو بهتر برازش میشود؛ می سازي مدل تصادفی ریشه دوم فرایندمبناي روي مدلی که بر 

CIR که روي چند  بگیریدر نظردحالتی را . رودبه کار میروي یک دارایی  ها گذاري مشتققیمتبراي

اصلی،  صورت مسئله ؛ درایناستشدهتعریف -اختیار معامله مثلاً -مالیهمزمان یک مشتقطور پایه به دارایی

بهره چندعاملی  هاي نرخ لعه مدلاین مهم، ما را به مطا. ر استیکدیگهها باین داراییهاي بهره وابستگی نرخ

که جا آن از.دهیم می را مورد توجه قرار راس- اینگرسل- کاکس عاملیمدل چند نامهدر این پایانبنابراین  .دهدمی سوق

  .کنیم را بیان می ؛ مختصري از تاریخچه مدل بازار لایبراست 19ربرد عمده این مدل در بازارهاي لایبرکا

  20بازار لایبرپیدایش مدل   1- 1-1

قیمت  سهام موفق بوده است؛ اما در بیانمعامله قیمت اختیارهاي  در تبیین21شولز-اگرچه مدل بلک

شولز از -مدل بلک زیرا این ناتوانی دور از انتظار نیست؛. انعطاف لازم را نداشته است ارز، معامله هاياختیار

  .کند ؛ تبعیت میاستنرمال با میانگین و واریانس معلوم داراي توزیع  این فرض که دارایی پایه اختیار

بازده نقدي بستگی ندارد؛ نمی تواند تغییرات مقدار میانگین را در میانگین شولز به -از آن جا که فرمول بلک

این مدل را به مدل هایی که به میانگین 24و ویگینز 23، هال و وایت22اسکات. ش دهدلحظات مختلف نمای

که ادعا نمودند 1990در ملینو و ترن بول. اندتصادفی دارند؛ تعمیم دادهتلاطم گی داشته و بست بازده نقدي

اما .شولز هستند-تر از مدل بلکموفقاختیارهاي معامله ارز، گذاري  در قیمتتصادفی  داراي تلاطم هايمدل

هاي جواب این بود کهخورد؛ فی به چشم میتصاد لاطمدر اغلب مدل هاي داراي ت که ايویژگی آزاردهنده

هاي عددي حل معادلات دیفرانسیل بنابراین نیاز به توسعه تکنیکه و نها وجود نداشتٱاي براي فرم بسته

                                          
15 : J.C.Cox, J.E.Ingersoll and S.A.Ross
16 : equilibrium theory
17 : square-root stochastic process
18 : S.Hauser and B.Lauterbach
19 : London Inter Bank Offer Rate (LIBOR)
20 : Libor market model
21 : Black-Scholes(1972)
22 : Scott(1987)
23 : Hull and White(1987)
24 : Wiggins(1987)



 27و استین 26، ایسنبرگ25براي حل این معضل، جرو. شتوجود دابراي یافتن قیمت اختیار جزیی مراتب بالا 

  . وابسته نیستبازده نقدي ن تصادفی وجود دارد اما به میانگی رض کردند که تلاطمف

هاي  ، در ریاضیات مالی ظاهر شدند؛ نسخه28هاي بازار استانداردهایی که تحت عنوان مدلسایر مدلاز طرفی 

کالا استفاده هاي  آتی هاي معاملهارلب آنها براي قیمت گذاري اختیشولز بودند که از اغ-مختلف مدل بلک

این فرض که  براي مثال با. نیز در ریاضیات مالی پیدا کردندکاربردهاي دیگري  ،چند رفته رفتههر. شد

یک واحد از یک کف (29هاگذاري کپلتهاي بازار استاندارد براي قیمتلتوزیع لگ نرمال دارد؛ از مد بهره نرخ

ها توزیع لگ نرمال دارد؛ از این مدل،همچنین با این فرض که نرخ معاوضه دارایی. استفاده شد) بهرهنرخ

  .کردندگذاري معاوضات اروپایی استفاده قیمت براي

 34و سندرمن 33، ساندرمن32، میلترسن31، موزیلا30عده اي از محققان از جمله جمشیدیان 1997در سال 

نرخ   ،لایبر. ندارز معرفی کرد گذاري اختیارهاي معاملهرا براي قیمت لایبرمفهوم جدیدي به نام مدل بازار 

هاي معتبر براي بانک35بانکداران بریتانیایی اتحادیهکه از سوي  لندن است المللیهاي بینپیشنهادي بانک

اعطاي وام به ) الف هاي سراسر جهان برايبانک. گردد میاعلام  زبه صورت روزانه در سیستم رویتر

دریافت وام از ) ج ارزي و گذاريسرمایه هايسپردهسودمیزان محاسبه ) ب ،المللی بین هاي بزرگشرکت

  با فرمول  لایبرنرخ  .المللی از این نرخ استفاده می کنندک هاي بینبان

  1 p( t,T )
L t,T 1

p( t,T ) 
 

                                                                                               

0آن شود؛ که در محاسبه می  ماهه است؛3ثابت مثلاً یک دورهp( t ,T  Tقیمت اوراق قرضه با سررسید (

)pو tدر زمان  t ,T )قیمت اوراق قرضه با سررسیدT   در زمانt 0وقتی . است  برابر  نرخ لایبر

fبا نرخ سلف ( t ,T   .گرددمی(

لایبرنرخ  توزیع:1-1-1قضیه   
,t 0 ,T T 0

L t ,T  
  

  مداریاست و لگ نرمال  
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25 : Jarrow
26 : Eisenberg(1991)
27 : Stein(1991)
28 : Standard Market Models
29 : caplet
30 : Jamshidian
31 : Musiela
32 : Miltersen
33 : Sandmann
34 : Sondermann
35 : British Bankers Association



(ارزش سبدهاي لایبر در سادگی محاسبه هاي بهره امتیاز اصلی نرخ V t (عایديتابع. هاست شامل این نرخ

  g L T ,T  در این صورت. گیریم میدر نظر  لایبربراي نرخرا

      
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 
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  ).213، صفحه]10([یکدیگر است ها نسبت به ظن بانک  لایبر به معنی افزایش سوء گاهی، افزایش نرخ

مدل . معرفی شد1992ال است که در س )HJM(36مورتون-جرو-مدل هیسیافته  توسعه لایبرمدل بازار 

HJM هاي  ها و سقف رفتار آنی کف لایبرکه مدل بازار  نمود؛ درحالیهاي سلف را توصیف می رفتار آنی نرخ

  .کند را توصیف می لایبر

  بیان مسئله  2- 1

 اختیار معامله چند و سپسبهره نرخ یکمعامله اختیار ابتدا. کنیم هاي بهره را مطالعه می امه ساختارزمانی نرخن در این پایان

) اوراق قرضه و ج) سهام، ب) دسته الفهاي مالی به سه  دانیم دارایی می گونه که همان.کنیمتعریف میرا نرخ بهره

نامه اوراق  بنابراین در این پایان. یابد هاي با درآمد ثابت مصداق می شوند و نرخ بهره براي دارایی هاي مالی تقسیم می مشتق

tرا در زمان این اوراق  بهرهنرخ. گزینیم یقرضه را به عنوان دارایی مالی برم 0 با r tیک روي آنو دهیم مینشان

بهرهاگر در سررسید، نرخ. گیریمظر میدر نpو قیمت Kبهره توافقینرخ ،Tبا سررسیدخرید اختیار r tازK 

بزرگتر باشد؛ یعنی

 r t K  

معادلو سودي  شود میاختیار اجرا  r t K p  کند  گذار تصور که سرمایه هنگامی.شود میدارنده اختیار نصیب

خواهد pبه قیمت Kبهره توافقی نرخ با بهره      نرخفروش  اختیاربه خرید  اقدامیافت، مدت افزایش خواهدکوتاهبهره نرخ

  .نمود

سوال . نمودخواهدبهره نرخخرید اختیارم به خرید اقدا؛ کندارزیابی نزولی را بهرهروند تغییرات نرخ گذارسرمایهکه هنگامی

  دهد؟ی باید انجام مکند؛ چه اقدابینی پیشهمزمان به طوررا بهره تغییرات چندین نرخ روندگذار سرمایه اگرکه  این است

ساس روندي که بازار تا به گذار بر اسرمایه: دهدپاسخ به این سوال، مفهوم اختیار معامله چندین نرخ بهره را به دست می

یافت؛ در این حالت به جاي  کند در ماه هاي آینده نرخ بهره چندین دارایی مالی افزایش خواهدکرده، تصور می حال طی

فروش براي هر یک از آنها کند؛ فقط یک اختیار فروش براي چندین نرخ بهره با سررسید که اقدام به خرید اختیار آن

                                          
36 : Heath-Jarrow-Morton



ه در قرارداد از قیمت توافقی ید شدقشرط که اگر در سررسید، تنها یکی از نرخ هاي بهره با این. خرد می Tیکسان 

  :شده بیشتر شود؛ یعنیذکر

1 2 nMax( r ,r ,...,r ) K

1و سودي برابر باگذاردرا به اجرا  اختیار  2 nMax( r ,r ,...,r ) K p  هایی گذاري سرمایه چه دراما آن.خود کندنصیب

بایست مورد توجه گردد؛ می منعقد می بهره با سررسیدهاي مختلف روي چندین نرخهمزمان ،قرارداد کهمانند این 

هاي ساختارزمانی و  مدلکارگیري  ، موجب بهسررسیدهاي مختلف. به یکدیگر است هاي بهره این نرختگی گیرد؛ وابسقرار

بنابراین مدلی که براي . است)فصل دوم.ك.ر(37عاملیهاي لمدکارگیري موجب به،به یکدیگر هاي بهره نرخوابستگی 

  .استچندعاملی  گیریم؛ مدل ساختارزمانیمیات نرخ بهره در نظر تغییر

راس را  - اینگرسل- اند؛ مدل کاکستغییرات نرخ بهره معرفی شده مطالعه هایی که تا به حال براياز میان مدل

حالت کلی به صورت معادله این مدل در .کنیم مه بیان میگزینیم و دلایل انتخاب این مدل را در ادامیبر

  دیفرانسیل تصادفی با شرط اولیه  

      

0

dr t = a+br t dt+ r t dW ( t )
; a 0;b R

r(0)=r


  


                      (1-1)

که در آن؛است r t ;t 0،0و اوراق قرضهبهره نرخr 0 است آناولیه نرخ بهره.( )W t ازاي بهنیزt 0 

0rبه ازاي هر مقدار . وینر استاندارد استفرایندیک 0  این جواب قوي است؛ . واب یکتا داردج 1- 1معادله

Wیعنی نسبت به پالایه طبیعی ( t بازه را در خود سازوار است و مقادیر ( 0, 2فحهص، ]19[(گیردمی(.

aاگر 0 0وr 0 ازاستعبارت 1-1همعادل گاه جوابآن r t 0 38مقایسهو از قضیه
 )).IX(، قضیه]31[(

  یابیم که می بعدي در یک 39انتشارهاي فرایندبراي 

  0r t 0 ; a 0;r 0.                  

بهره را تنها  ت نرختغییرا1-1مدل.)2، صفحه]19[(دکرحذف 1-1معادله را از  مطلققدر توان میبنابراین 

ي هاتعداد دارایی واقعی، حاضر در بازارهاي مالیحال اما در. دهدمطالعه قرارمی براي یک دارایی مالی مورد

هايفرایندبه،نرخ بهرهnبراي مطالعه بنابراین . هاي بهره زیاد است و لذا تعداد نرخ با درآمد ثابت مالی

nنامه معادله دیفرانسیل تصادفی این پایاندردلیل همین به. داریم ي نیازبعد  

 i i i i

0

d r (t)= ( t ) r t dW ( t )
; i 1 ,2 , ..., n .

r (0 )= r


 


                                  (1-2)    

                                          
37 : factor models
38 : comparison theorm
39 : diffusion



 بهرههاي نرخدهنده تعدادنشان ،nدر این مدل، . استانتشارکه یک معادله ؛ دهیممیمطالعه قراررا مورد 

aدرواقع وقتی. است b 0 حالت، 1-2، مدلnسازي و براي سادهدلایل کاربردي  به. است 1-1بعدي مدل

aمان را به موردتوجه b 0 امیدکنیم در واقع فرض می.کنیممعطوف می
 
 

; 1,2,...,i

i

dr t
i n

r t
  با برابر

تصادفی  فرایند.رانش استراس چندعاملی بدون جمله-اینگرسل-، مدل کاکس1- 2مدلست و بنابراین صفر ا

مالی اخیردر ادبیات دومتصادفی ریشه هايفرایند. شود نامیده میدومتصادفی ریشه فرایند1-2مدلدرموجود 

و 41، مارش40هستون-نوتگدر تحقیقات این فرایندها، مثال  عنوان  اند؛ بهگرفته شده کار مختلف به اتاز جه

  .)را ببینید] 18[(اندگرفتهقرارتصادفی مورد استفاده تلاطم سازيبراي مدل 42بال

چگالی  اهمیت تابع. هستیم 1- 2فرایند)PDF(43نامه در پی یافتن تابع چگالی احتمال انتقالدر این پایان

براي .آنهاست 44تابع عایديم یرستهاي قبل از سررسید و در زمان ها مشتقاحتمال انتقال در محاسبه ارزش 

  :زیر توجه کنیدمثال ساده  درك بهتر به

عایديتابع  را با نرخ بهرهnروي Tاختیار اروپایی با سررسید -مثال  r T ,T  و  nr T R  در نظر

کهگیریم می  nr T R  در زمان هاي بهرهنرخبردارTدیفرانسیل در معادله هانرخاین کنیم  می فرض. است

  عبارت است از عایديتابع . کنند صدق 1-2مدل شرط اولیه باتصادفی 

         n
1 i n ir T ,T max max r T K ,0 ; r T R     

                      (1-3)

sارزش اختیار در زمان  T<0  را با تابعC( y ,s)با شرط اولیهC(y,0)= (y,T) دهیم، که در آن نشان می
ny R  در زمان  هاي بهرهنرخبردارsبراي محاسبه این تابع می بایست انتگرال . است  

n
+

n
+

R

C(s,y )= p(T,r ;s,y )C(0,r )d r            ;  y R   ; t>0                                       (1 -4)                               

p(T,r;s,yکهرا  . است؛ محاسبه کنیم (T,r)به نقطه(s,y)انتقال ارزش اختیار از نقطه تابع چگالی احتمال(

. چگالی احتمال انتقال نیاز داریمقبل از سررسید به تابع  هاي ارزش اختیار در زمانبنابراین براي محاسبه 

0p(t,rرا با 1-2تصادفی مدل  فرایندچگالی احتمال انتقال تابع  ;r 0p(t,r.مدهیمی نشان( ;r معادله در (

ایتو، با استفاده از فرمول.کندشود؛ صدق می نیز نامیده می46پلانک- که معادله فاکر45کلموگروفپیشرو

سپس با . آوریمبه دست می را 1-2معادله دیفرانسیل تصادفی مدل متناظر باجزییدیفرانسیل معادله

  :کنیممحاسبه می 1-2فرایندلموگروف را براي ک ه پیشروجزء، معادل بهگیري جزءو انتگرال شرطیامیدمحاسبه 

                                          
40 : Genotte-Heston
41 : Marsh
42 : Ball
43 : transition probability density function(transition PDF)
44 : payoff function
45 : Kolmogorov forward equation
46 : Fokker-Planck equation
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که  0r r  0در دلتاي دیریکلهr r تصادفی  فراینداز 1- 5در فصل سوم مراحل محاسبه معادله.است

تابع چگالی  اي براي روش محاسبه ایده، ])16([در مقاله اصلی .دهیم میکامل شرح را به طور1- 2مدل

نامه با تعریف اختیار  در این پایان. ارائه شده استراس بدون رانش -اینگرسل-احتمال انتقال مدل کاکس

از تابع چگالی احتمال هاي بهره،  راس براي تغییرات نرخ- اینگرسل-براي دو نرخ بهره و انتخاب مدل کاکس

براي محاسبه. کنیم هاي قبل از سررسید استفاده می انتقال براي محاسبه ارزش اختیار در زمان

0p ( t ,r ; r هاي تقریبی تلال روشی ریاضی براي یافتن جواباخقضیه. کنیم استفاده می47اختلالاز قضیه(

چگالی براي محاسبه استفاده از این روش، نیاز ما را . دهدرائه میه حل دقیق آنها نیستیم، امسائلی که قادر ب

در ریاضیات مالی  تلال پیش از این نیزهاي اخروش. کند برطرف میدر بعدهاي بالا 1-2احتمال انتقال معادله

  .)را ببینید]30[و] 24[، براي مثال(گرفته اندمورداستفاده قرار

و  48فوریهاز تبدیلبا شرایط اولیه  دوممعادلات دیفرانسیل جزیی مرتبهنامه براي حل در سراسر این پایان

  .کنیماستفاده می 49هاسیل جزیی مرتبه اول از روش مشخصهبراي حل معادلات دیفران

  اهمیت و ضرورت موضوع 3- 1

اند و دادهکارایی خوبی نشان ،ايدارایی، مدل هاي دوجملهسه یا  دوبراي  گذاري اختیاردر مورد قیمت - الف

یا روش 50هاي متناهیتفاضلهاي زیادي از جمله روش  روشآن، علاوه بر. شودلذا از آنها استفاده می

دارایی برايnمالی روي  مشتق هاياما بررسی . مطرح اند ها مشتقگذاري سایر براي قیمت51عناصرمتناهی

n معرفی براي حل آنو عملی  کارآمدهاي است و تا به حال روش يانگیز چالش ي هاي بزرگ، مسئله ،

هاي هاي عددي حل معادلات دیفرانسیل جزیی مثل روشبزرگ است؛ معمولاً روشnوقتی. استنشده

تحلیلی  هاي عادلات به روشدلیل براي حل این مهمین به. چندانی ندارندکارایی متناهی، تفاضل

ب از دقت مراتهاي عددي، بهها نسبت به روشروشدهیم این  فصل چهارم نشان میدر . آورندمیروي

  .بالاتري برخوردارند

تازگی به. ریاضیات مالی داردکاربردهاي فراوانی در 1-2دستگاه معادلات دیفرانسیل تصادفی مدل -ب

.استگرفتهکنند، قرار مطالعه می) را ببینید ]35[(52لبخندثر امحققینی که در زمینه  مورد توجه1- 2مدل

                                          
47 : perturbation theorem 
48 : Fourier transformation
49 : method of characteristics
50 : finite differences methods
51 : finite elements methods
52 : smile effect



 لایبربه عنوان مدل بازار  1-2گرفتن مدلاند که با در نظرنشان داده) را ببینید] 5([53آندریسنآندرسن و 

  .سلف وارد نمود رلایبهاينرخ سازي لرا نیز در مد54چولگی تلاطمتوان می

 روشوابسته به یکدیگر ناگزیر به استفاده از  هاي بهره ها دارایی با نرخ روي ده ها مشتقگذاري  براي قیمت-ج

را روي چندین  ها مشتقتوان قیمت  با استفاده از این روش می. )را ببینید] 16([هستیم 55محاسبه موازي

گردد؛ در محاسبات حاصل می فرمول چگالی احتمال انتقالی که در پایان.دارایی به دفعات محاسبه کرد

این دیدگاه، این فرمول براي از. است لایبراربرد محاسبات موازي در بازارهاي بیشترین ک. موازي کاربرد دارد

  .اهمیت زیادي داردها و همچنین معاملات سلف ارز کپلتروي به طور مثاللایبرگذاري در بازارهاي قیمت

  مفاهیم و اصطلاحات   1-4

  .کنیمنامه را معرفی می پایانرفته در  هیم و اصطلاحات به کارترین مفامدر این بخش برخی از مه

  اختیار معامله

نه الزام و (حق  ،اختیار معامله قراردادي دوطرفه بین خریدار و فروشنده است که براساس آن خریدار قرارداد

در زمانی مشخص بخرد یا  دارد که مقدار معینی از دارایی مندرج در قرارداد را با قیمت معین و) تعهد

در این معامله خریدار . اي انجام دهند کنند که در آینده معامله دو طرف توافق می، اساساین بر .بفروشد

زمانی را درش دارایی مندرج در قرارداداختیار معامله، در ازاي پرداخت مبلغ معینی، حق خرید یا فرو

مبلغی  ف،انصرادر صورت وي . آورد است، به دست میکه هنگام بستن قرارداد تعیین شدهمشخصی با قیمتی

خواست خریدار، دراز طرف دیگر فروشنده در صورت . دهد را که در ازاي این حق، پرداخته است از دست می

قرارداد اختیار -الف: شوند بندي می قراردادهاي اختیار معامله به دو دسته طبقه. به اجراي قرارداد استملزم 

  .قرارداد اختیار فروش - بخرید

.سیس شدأت1973به عنوان اولین بورس اختیار معامله در سال) CBOE(گو بورس اختیار معامله شیکا

مورد استفاده  ابزار سودآوري در بازار سهامو همچنین  گذاري اختیار معامله به منظور کنترل ریسک سرمایه

که دو نمونه  دداردر بازارهاي ارز، کالا و قرارداد آتی کارکردهاي فراوان و متنوع دیگري نیزاما . گیردمی قرار

 و همچنن بیمه نمودنمین تجهیزات از خارج از ایران أهاي ت در ایران، بیمه نمودن شرکتمشخص از آن 

  .باشد هاي ارزي در برابر نوسانات نرخ ارز می کنندگان وامدریافت

  

  

                                          
53 : L.Andersen and J.Andreasen
54 : volatility skew
55 : parallel computing



  تحلیلیادامه

Dبه دامنه Dاز دامنهfتحلیلی تابعادامه Dعبارت است از تابعی که برD تحلیلی و درD باf برابر

  .باشد

تقارن شوارتساصل
56

  

Dمجموعه ناتهی، پیوسته و باز   محل . نسبت به محور اعداد حقیقی متقارن است که گیریممیرا در نظر

Dتلاقی   0صفحهنیمباy  راD تلاقیو محلD   0صفحهنیمباy   راD کنیم تابع فرض می. نامیم می

( )f zدرDگیرد و در هر نقطه محور اعداد حقیقی میبر را  است و مقادیر حقیقیپیوستهD  هولومورفیک

Dیک تابع هولومورفیک در. است  تحلیلی وجود دارد که ادامهfادامه"ت و چنین تابعی طبق اصل اس 

)تابع .یکتاست "تحلیلی )g z را درD  به صورت  

 ( )g z f z

غیر از محور اعداد حقیقی  Dمتعلق به پیوسته است و درهر نقطه Dاین تابع در. گیریم میدر نظر 

)حال تابع . هولومورفیک است )h z درD  با( )f z و درD  با( )g z برابر است؛ یعنی  

 

( )
( )

( )

f z
h z

g z f z


 

Dاین تابع در  متعلق به پیوسته است و در هر نقطهD  غیر از محور اعداد حقیقی هولومورفیک است.

)اگر:1-4-1قضیه )f z بازدر مجموعهD  پیوسته باشد و در هر نقطه ازD            غیر از محور اعداد حقیقی

Dهولومورفیک باشد؛ آن گاه در همه نقاط   هولومورفیک است.  

  .75، صفحه]11[:برهان

)،1-4-1قضیهطبق  )h z نقاطدر همهD شودمینامیده"شوارتس تقارن اصل"ر ساختااین. استهولومورفیک.  

  اندازه احتمال مارتینگل

  به صورت Pاندازه احتمال کنیم  میفرض 

   u d u dP Z u P ; P Z d P ; P P 1     

را مارتینگل می نامیم  Pاندازه احتمال . به ترتیب احتمال افزایش و کاهش قیمت هستند dPوuPباشد که 

  هرگاه

                                          
56: Schwarz principle of symmetry



1 1 0

1
S E S S

1 r
   

  .به ترتیب قیمت سهام در لحظه صفر و یک هستند1Sو 0Sکه 

  اوراق بهادار بدون نکول

  .اوراق بهاداري که احتمال عدم بازپرداخت توسط صادرکننده آن، صفر است 

  پالایه

اگر ,   0فضاي اندازه پذیر باشد؛ گردآیه صعودي 1 n... ...       از زیرهايمیدان را

یک پالایه روي  ,  نامیممی.  

  پالایه طبیعی

دنبالهکنیم  فرض می nXاز متغیرهاي تصادفی براي دنباله ,   باشد وn 0 1 nX ,X ,...,X 

 0میدان تولیدشده به وسیله 1 nX ,X ,...,X0در این صورت. باشد 1 n...    ولذا n n 0




 یک

پالایه در , این پالایه را پالایه طبیعی . است nX می نامیم.  

موضعیپذیرتابع انتگرال
57

  

:تابع اگر nf   باز بر مجموعه اندازه پذیر لبگ باشد و
K

f d ) کهK فشرده( 

  .نامیمپذیر موضعی می را انتگرالfگاهآن

تابع بسل
58

  

  معادله دیفرانسیل

 
2

2 2 2
2

0
d y dy

x x x y
dx dx

   
                                                                               

(1-6)

واه تواند هر مقدار حقیقی یا مختلط دلخمرتبه معادله بسل است و می.معادله دیفرانسیل بسل نام دارد

جواب  دوم است؛از مرتبه  1-6از آن جا که معادله دیفرانسیل . نظر است موردباشد؛ اما اغلب مراتب صحیح 

  آن به صورت

1 2( ) ( ) ( ).y x C J x C Y x   

                                          
57 :locally integrable function
58 : Bessel function


