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سپاس�گزاري

نఴذرد ୀ ا৯دীه ୃୀ ଌච໊ن ඟ໕د و جان ೯داو৯د ฬم ଘ
رঘ࣒مای ده روزی ೯داو৯د جای ೯داو৯د و ฬم ೯داو৯د
ෙय़ و ঘฬید و ماه ່وز৯ده ෙකণدونඟ໋ ਯ࣪وانو ೯داو৯د
گاه جا৾ از اوୀୃازฬمو راه ا৯دীه ඵز دو ষیاد
او জ࣊د ਕی ൏।ه ا৯دীه భ ඟ໕دراوجانراਖঙیণ࣊داوی
ॴوی یࢁو کار ਟی ൈঠتار ز ॴوی ࣺࣥو  باید ൻീࣂش ଘ
گاه ৽دنඟ໊شিما່ ଘیژر ଘ راه ओوশنده و بای ංඋنده
রود ฬୀ ඵීر دل داিش ز রود ฬدا  ଽ রود ฬوا

به و شد رهنمونمان علم طریق به و بخشید هستی�مان که را یکتا پروردگار بیکران سپاس
نمود. مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینی

راهنماي استاد از را خود تشکر و امتنان مراتب است شایسته بزرگ پروردگار حمد از پس
دارم. ابراز ایشان ارزنده راهنمایی�هاي جهت به لقمانی برید قاسم دکتر آقاي جناب گرامی

صمیمانه حسینی مهدي محمد سید دکتر آقاي جناب محترم مشاور استاد از همچنین
می�کنم. سپاسگزاري

مالک فرید(محمد) دکتر آقاي جناب و کرباسی مهدي سید دکتر آقاي جناب گرامی اساتید از
سپاسگزارم. صمیمانه پذیرفتند، را پایان�نامه این داوري و کردند زحمت قبول که قائینی

طول در که کاربردي ریاضی دکتراي دانشجوي حیدري محمد آقاي از می�دانم لازم برخود نیز
نمایم. قدردانی و تشکر بوده�اند اینجانب مشاور و راهنما پایان�نامه این نگارش

حضور مدیون را زندگیم همه�ي که چرا می�کنم، قدردانی و تشکر عزیزم خانواده از پایان در
هستم. گرمشان



چکیده
می�شوند. مطرح بی�کران بازه�هاي روي که دارند وجود مسائلی مهندسی و علوم زمینه�هاي در
استفاده زمینه، این در رایج روش که شده�اند پیشنهاد مسائل این�گونه حل براي متفاوتی روش�هاي
از استفاده مسائل، این�گونه حل براي کارا روش�هاي از یکی می�باشد. هرمیت و لاگر متعامد توابع از
می�باشد. کسري متعامد پایه�اي توابع از استفاده با شبه�طیفی روش خصوص به و طیفی روش�هاي
کسري متعامد توابع از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل چگونگی که برآنیم پایان�نامه این در
این از استفاده چرایی هم�چنین می�پردازیم. متعامد توابع معرفی به کار این براي کنیم. ارائه را
روش خصوص به و طیفی روش�هاي معرفی به سپس می�کنیم. مطرح را طیفی روش�هاي در توابع
بررسی مورد توابع این از استفاده با تقریب و کسري متعامد توابع ادامه، در می�پردازیم. شبه�طیفی،
نیمه بازه در که کاماسا-هلم، و ناگامو لین-امدن، مهم مسأله سه نیز، پایان در گرفت. خواهد قرار
بررسی مورد را حاصل نتایج و کرده حل کسري متعامد توابع از استفاده با را می�دهند روي متناهی

می�دهیم. قرار
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مقدمات



مقدمه 1.1
کرد. خواهیم ارائه را جزئی مشتقات با و معمولی دیفرانسیل معادلات از تعریفی ابتدا فصل این در
روش نیز ادامه در می�پردازیم. چندجمله�اي�ها از استفاده با تقریب اجمالی بررسی به هم�چنین

می�کنیم. معرفی را است، خطی غیر معادلات ریشه�هاي یافتن براي روشی که نیوتن،

دیفرانسیل معادلات 2.1
یا یک از مجهول تابع یک بیانگر که است ریاضی معادله�هاي انواع از یکی دیفرانسیل معادلات
بسیاري است. مستقل متغیرهاي به نسبت آن مختلف مرتبه�هاي مشتقات و مستقل متغیر چند
می�یابند. دیفرانسیل معادلات زبان در را خود ریاضی بیان طبیعی�ترین طبیعت، عمومی قوانین از
چند بین رابطه یک که زمان هر می�دهند. رخ علوم پدیده�هاي از بسیاري در دیفرانسیل معادلات
زمان�هاي در متغیرها تغییرات نرخ و دارد وجود مختلف حالت�هاي در مختلف مقادیر با متغیر
کرد. بیان دیفرانسیل معادلات با را پدیده آن می�توان است، شده شناخته مختلف حالات یا مختلف

می�شوند: تقسیم دسته دو به کلی طور به دیفرانسیل معادلات
1 معمولی دیفرانسیل معادلات (1

2 جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات (2

تابع که، می�شود اطلاق معادلات از دسته آن به معمولی) دیفرانسیل (معادلات 1.2.1 تعریف
صورت به ام n مرتبه معادله یک کلی شکل باشد. مستقل متغیر یک حسب بر تنها درآن��ها مجهول

می�باشد: زیر
F (x, y, y′, ..., y(n)) = ٠. (1-1)

می�نامند. معادله آن مرتبه را می�شود ظاهر دیفرانسیل معادله در که مشتقی مرتبه بالاترین

گفته دیفرانسیل معادلات از دسته�اي به جزئی) مشتقات با دیفرانسیل (معادلات 2.2.1 تعریف
1Ordinary Differential Equations

2Partial Differential Equations
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نسبت تابع جزئی مشتق همراه به مستقل متغیر چند حسب بر مجهول تابع آن�ها در که می�شود
باشند. شده داده شرکت متغیرها آن به

به نقطه یک در تنها آن مشتقات یا تابع مقدار چنانچه دیفرانسیل معادله یک در 3.2.1 تعریف
کلی شکل می�نامند. اولیه1 مقدار مسأله یک را مسأله آن باشند، شده داده جانبی شرایط عنوان

است: زیر صورت به مسائل این�گونه nام مرتبه
y(n) = F (x, y, y′, ..., y(n−١)),

y(a) = a٠, y′(a) = a١, ... , y(n−١)(a) = an−١,

(2-1)

هستند. معلومی ثابت�هاي {ai, ٠ ≤ i ≤ n− ١} و a آن در که

وجود k ثابت هرگاه است صادق 2 لیپ�شیتز شرط در g : Rn → Rn تابع گوییم 4.2.1 تعریف
طوري�که به باشد داشته

∥g(x)− g(y)∥ < k ∥x− y∥ , ∀x, y ∈ R. (3-1)

کند، صدق لیپ�شیتز شرط در F تابع 2-1 اولیه شرایط با اولیه مقدار مسأله در اگر 5.2.1 قضیه
یکتاست. جواب داراي اولیه مقدار مسأله آنگاه

� کنید. مراجعه [11] مرجع به اثبات براي اثبات.

از بیشتر یا نقطه دو در آن مشتقات یا تابع مقدار دیفرانسیل معادله یک در چنانچه 6.2.1 تعریف
شکل می�گویند. مرزي3 مقدار مسأله یک را مسأله باشند، شده داده مرزي شرایط عنوان به دامنه

نوشت زیر صورت به می�توان را n مرتبه مرزي مقدار مسأله یک کلی
F (x, y, y′, ..., y(n)) = ٠, (4-1)

n−١∑
j=٠

(cijy
(j)(a) + dijy

(j)(b)) = ei, i = ٠, ١, · · · , n− ١. (5-1)

1Intial Value Problem

2Lipschitz condition

3Boundary Value Problem
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بگیرید نظر در را زیر مرزي مقدار مسأله 7.2.1 قضیه
y′′ = f(x, y, y′), a ≤ x ≤ b,

y(a) = α, y(b) = β.

(6-1)

مجموعه بر ∂f
∂y′

و f ، ∂f
∂y

توابع اگر

D = {(x, y, y′) | a ≤ x ≤ b, −∞ ≤ y ≤ ∞, −∞ ≤ y′ ≤ ∞} ,

و باشند پیوسته
.∂f
∂y

(x, y, y′) > ٠ ، (x, y, y′) ∈ D هر براي -1
(x, y, y′) ∈ D هر براي که طوري به باشد داشته وجود M ثابت -2∣∣∣∣∂f∂y (x, y, y′)

∣∣∣∣ ≤M, (7-1)

یکتاست. جواب داراي مرزي مقدار مسأله آنگاه

� کنید. مراجعه [21] مرجع به اثبات براي اثبات.

مرزي مقدار مسأله 8.2.1 قضیه
y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = r(x), a < x < b,

y(a) = α, y(b) = β,

(8-1)

یکتاست. جواب داراي مرزي مقدار مسأله آنگاه باشند، برقرار زیر شرایط اگر بگیرید. نظر در را
باشند. پیوسته D بر r(x) و q(x) ، p(x) توابع -1

.q(x) > ٠, ∀x ∈ [a, b] -2

� کنید. مراجعه [8] مرجع به اثبات براي اثبات.

داخلی ضرب باشد. حقیقی برداري فضاي یک X کنید فرض 1 داخلی) (ضرب 9.2.1 تعریف
و x, y, z ∈ X هر براي به�طوري�که (., .) : X ×X → R صورت به است نگاشتی فضا این روي

1Inner Product
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باشد: برقرار زیر خواص c حقیقی ثابت هر ازاي به
(x+ y, z) = (x, z) + (y, z),

(cx, y) = c(x, y),

(x, y) = (y, x),

(x, x) ≥ ٠, (x, x) = ٠ ⇔ x = ٠,

(9-1)

می�شود. نامیده داخلی ضرب فضاي یک آن روي شده معرفی داخلی ضرب با X برداري فضاي

این روي نرم باشد. حقیقی برداري فضاي یک X کنید فرض 1 نرم�دار) (فضاي 10.2.1 تعریف
حقیقی c هر و x, y ∈ X هر براي به�طوري�که است، ∥.∥ : X → R نامنفی و حقیقی تابع فضا

داریم:

∥cx∥ = |c| ∥x∥ ,

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ,

∥x∥ = ٠ ⇔ x = ٠, (10-1)

است. شده تعریف آن روي نرم یک که است برداري فضاي واقع در نرم�دار فضاي

به آن روي متر که است نرم�داري برداري فضاي X کنید فرض 2 باناخ) (فضاي 11.2.1 تعریف
صورت

d(x, y) = ∥x− y∥ , ∀x, y ∈ X,

گوییم. باناخ را فضا آنگاه باشد، تام فضا این اگر است. شده تعریف

نرم با همراه Rn فضاي 12.2.1 مثال

∥u∥ =

(
n∑

i=٠

|ui|p
) ١

p

, (11-1)

1Normed space

2Banach space
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تحت Lp [a, b] فضاي ١ ≤ p ≤ ∞ و [a, b] ⊂ R اگر هم�چنین می�باشد. بعدي n باناخ فضاي یک
نرم

∥u∥ =

 b∫
a

|u(x)|p dx


١
p

,

است. نامتناهی بعد با باناخ فضاي یک

این گویند. هیلبرت فضاي یک را تام داخلی ضرب فضاي 1 هیلبرت) (فضاي 13.2.1 تعریف
صورت به فضا این روي نرم دارد. فراوانی کاربرد عددي تقریب�هاي در فضا

∥x∥ = (x, x)
١
٢ ,

صورت به نیز شده تعریف متر هم�چنین می�شود. گرفته نظر در

d(x, y) = ∥x− y∥ , ∀x, y ∈ X,

بود. خواهد

است. متناهی بعد با هیلبرت فضاي یک (u, v) = n∑
i=٠

uivi اقلیدسی ضرب با Rn 14.2.1 مثال
داخلی ضرب تحت L٢ [a, b] آنگاه [a, b] ⊂ R اگر هم�چنین

(u, v) =

b∫
a

u(x)v(x)dx,

است. هیلبرت فضاي یک

گوییم صورت این در باشد، x, y ∈ X و داخلی ضرب فضاي فضاي یک X اگر 15.2.1 تعریف
می�دهند. نمایش x⊥y نماد با را مطلب این گاهی که ،(x, y) = ٠ هرگاه، متعامدند x, y

هرگاه گویند متعامد را Y ⊂ X مجموعه

∀x, y ∈ Y, x ̸= y ⇒ x⊥y.

x ∈ Y هر ازاي به و بوده متعامد Y هرگاه گوییم، یکه متعامد را Y مجموعه 16.2.1 تعریف
.∥x∥ = ١ باشیم: داشته

1Hilbert space
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هرگاه: x⊥M گوییم ،x ∈ X Mو ⊆ X اگر است. هیلبرت Xفضاي کنید فرض 17.2.1 تعریف

∀y ∈M : x⊥y

و x ∈M⊥ اگر فقط و اگر x⊥M حالت این در که ،

M⊥ = {y ∈ X : x⊥y ∀x ∈M} ,

این�صورت: در باشد. X از بسته فضاي زیر یک M کنید فرض 18.2.1 تعریف
∀x ∈ X ∃! y ∈M, Z ∈M⊥,

.x = y + z به�طوري�که
یا طبیعی تصویر را Pm به آنگاه، Pm(x) = y به�طوري�که PM : X → M اگر هم�چنین

گوییم. M به X از متعامد تصویر

باشد. H هیلبرت فضاي از بسته�اي فضاي زیر M کنید فرض 19.2.1 قضیه
به�طوري�که دارد وجود y ∈M یگانه نقطه ، x ∈ H هر براي (1

∥x− y∥ = min ∥x− z∥
z∈M

.

که خاصیت این با یکتاست x به عنصر نزدیکترین y ∈M عنصر (2

(x− y)⊥M.

� کنید. مراجعه [28] مرجع به اثبات براي اثبات.

براي باشد. X داخلی ضرب فضاي از متناهی بعد با فضا زیر یک M کنید فرض 20.2.1 قضیه
y − x بردار اگر تنها و اگر است M فضاي زیر بر x متعامد تصویر y ∈M بردار x ∈ X بردار هر

باشد. عمود M در بردار هر بر

� کنید. مراجعه [28] مرجع به اثبات براي اثبات.

7



صورت این در باشد. ∥.∥ نرم و (.) داخلی ضرب با هیلبرت فضاي X کنید فرض 21.2.1 لم
داشت. خواهیم را است معروف 1 کوشی-شوارتز نامساوي به که زیر نامساوي

|(x, y)| ≤ ∥x∥ ∥y∥ . (12-1)

Rd, d = از لبگ اندازه�پذیر ناتهی مجموعه زیر یک Ω کنید فرض (Lp (فضاي 22.2.1 تعریف
باشد. Ω روي لبگ اندازه�پذیر تابعی u کنید فرض باشد. ١, ٢, ٣

می�کنیم: تعریف ١ ≤ p ≤ ∞ هر براي
Lp(Ω) =

{
u
∣∣∣u ،اندازه�پذیر ∥u∥Lp(Ω) <∞

}
,

و

∥u∥Lp(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|pdx

 ١
p

,

∥u∥L∞(Ω) = ess sup |u(x)|
x∈Ω

,

L٢(Ω) فضاي که زمانی خاص حالت در و می�باشد باناخ فضاي یک ∥.∥Lp(Ω) نرم با Lp(Ω) فضاي
داخلی ضرب به

(u, v)L٢(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀u, v ∈L٢(Ω),

بود. خواهد هیلبرت فضاي شود، مجهز

تمام فضاي ،L٢
w(−١, ١) فضاي و است (−١, ١) بازه روي وزن تابع یک w(x) کنید فرض

ضرب با فضا این آنگاه ،
١∫

−١
|u(x)|٢ w(x)dx < +∞ که باشد u : (−١, ١) → R اندازه�پذیر توابع

داخلی

(u, v)w =

١∫
−١

u(x)v(x)w(x)dx,

وزن�دار نرم و

∥u∥L٢
w(−١,١) = (

١∫
−١

|u(x)|w(x)dx)
١
٢ ,

است. هیلبرت فضاي یک
1Cauchy-Schwarz inequality
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اول مشتق m که انتگرال�پذیر مربع توابع از متشکل فضایی 1 سوبولف) (فضاي 23.2.1 تعریف
دیگر: عبارت به می�شود. نامیده Hm سوبولف فضاي باشند، انتگرال�پذیر مربع توابعی نیز آنها

Hm(Ω) =

{
u ∈ L٢(Ω)

∣∣∣∣∂ku∂xk
∈ L٢(Ω), ١ ≤ k ≤ m

}
.

می�شوند. تعریف زیر صورت�هاي به نرم شبه و نرم فضا این در

∥u∥m =

 m∑
|k|=٠

∥∥∂ku∥∥٢
L٢

 ١
٢

,

|u| =

 m∑
|k|=٠

|∂u|٢
L٢

 ١
٢

.

باشیم: داشته فضا این روي را زیر داخلی ضرب اگر است هیلبرت Hm(Ω) فضاي
(u, v)m =

m∑
|k|=٠

(
∂kxu, ∂

k
xv
)
L٢(Ω)

.

می�شود، تعریف زیر صورت به گاما تابع 24.2.1 تعریف
Γ(x) =

∞∫
٠

tx−١e−tdt. (13-1)

گاما تابع براي نیز را زیر بازگشتی فرمول�هاي می�باشد. Γ(١) = ١, Γ(١
٢) =

√
π خاص حالت در
داشت. خواهیم

Γ(x+ ١) = xΓ(x), Γ(n+ ١) = n!, (14-1)

Γ(٢x) = (٢π)−
١
٢ ٢٢x− ١

٢Γ(x)Γ(
x+ ١

٢
). (15-1)

روي f (n+١)(x) یعنی تابع مشتق n ∈ N امین، n + ١ اگر 2 تیلور) (قضیه 25.2.1 قضیه
هر براي آنگاه باشد، موجود (a, b) روي f (n)(x) یعنی ام، n مشتق و پیوسته [a, b] بسته بازه

داریم: x, x٠ ∈ [a, b]

f(x) = f(x٠) +
(x− x٠)

١!
f ′(x٠) + ...+

(x− x٠)
n

n!
f (n)(x٠) +

(x− x٠)
n+١

(n+ ١)!
f (n+١)(ξ),

(16-1)
است. x و x٠ بین مقداري ξ آن در که

1Sobolove space

2Taylor theorem
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� کنید. مراجعه [32] مرجع به اثبات براي اثبات.

چندجمله�اي�ها توسط تقریب 3.1
براي عموماً که هستند توابعی دسته از نمایی توابع و مثلثاتی توابع چندجمله�اي�ها، کلی به�طور
روي کار اینکه علت به چندجمله�اي�ها توابع این بین از می�گیرند. قرار استفاده مورد توابع تقریب
که p(x) چندجمله�اي یک وجود می�گیرند. قرار استفاده مورد بقیه از بیشتر است، ساده�تر آن�ها
آن ادامه در که وایرشتراس قضیه از می�زند، تقریب [a, b] متناهی بازه یک در را f(x) پیوسته تابع
چندجمله�اي یک می�کنیم. ارائه را چندجمله�اي از تعریفی ابتدا می�گردد. تضمین می�کنیم بیان را
شکل به تابعی است، شده تعریف [a, b] کراندار و بسته بازه یک روي که p : [a, b] → R حقیقی

هستند. مقدار حقیقی ck ضرایب که است p(x) = n∑
k=٠

ckx
k

[a, b] بازه روي پیوسته و مقدار حقیقی تابعی f کنید فرض 1 وایرشتراس) (قضیه 1.3.1 قضیه
f به یکنواخت طور به که دارد وجود {pn} چندجمله�اي�هاي از دنباله�اي صورت این در باشد.

است. همگرا

� کنید. مراجعه [27] مرجع به اثبات براي اثبات.
می�باشد: اساسی جزء سه شامل تقریب مسائل ساختار

می�شود استفاده آنها از تقریب براي که توابع از مجموعه�اي -1

تقریب تابع شکل -2

می�شود استفاده آن از تقریب خطاي بیان براي که مناسب نرم یافتن -3

کرد: معرفی می�توان را می�شوند، معرفی زیر صورت به که تقریب نوع سه

هرگاه گوییم خوب تقریب یک را f تابع از f ∗ تقریب شده، داده ε > ٠ براي -1

∥f − f ∗∥ ≤ ε. (17-1)
1Weierstrass theorem
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داشته موردنظر فضاي در f ∗ تابع هر براي هرگاه گویند f تابع تقریب بهترین را f ∗
B تقریب -2

باشیم:

∥f − f ∗
B∥ ≤ ∥f − f ∗∥ . (18-1)

هرگاه: گویند بهترین به نزدیک را f ∗
N تقریب -3

∥f − f ∗
N∥ ≤ (١ − ρ) ∥f − f ∗

B∥ . (19-1)

می�باشد. تقریب بهترین f ∗
B و مثبت اسکالر یک ρ که

می�کند. معرفی L٢
w فضاي در را f(x) تابع تقریب بهترین زیر قضیه

نمایشمی�دهیم pBN با را آن که L٢
w فضاي در f(x) تابع چندجمله�اي تقریب بهترین 2.3.1 قضیه

می�باشد، زیر کافی و لازم شرط داراي و )یکتاست
f − pBN , pN

)
w
= ٠, (20-1)

. N حداکثر درجه از pN چندجمله�اي هر براي

� کنید. مراجعه [23] مرجع به اثبات براي اثبات.

مجموع صورت به می�شود، نمایشداده pBN با که L٢
w فضاي در f تابع تقریب بهترین 3.3.1 نتیجه

می�شود. داده نمایش pBN(x) =
N∑
i=٠

ciΦi(x) صورت به {Φi} متعامد چندجمله�اي�هاي از متناهی
می�شوند. محاسبه ci = (f,ϕi)w

(ϕi,ϕi)w
, i = ٠, ١, · · · , N از استفاده با نیز ها ci

است. متعامد چندجمله�اي�هاي براي سازنده وجودي قضیه یک زیر قضیه

این� به توجه با {pn(x) |n ≥ چندجمله�اي�هاي{٠ از دنباله یک 1 (گرام-اشمیت) 4.3.1 قضیه
m مقادیر همه ازاي به که طوري به دارد وجود ، n مقادیر همه ازاي به ،degree pn(x) = n که

m ̸= n و صفر از ناکوچکتر n و

(pn, pm) = ٠, (21-1)
1Gram-Schmidt
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بسازیم: زیر ویژگی�هاي با را دنباله می�توانیم علاوه به و
(pn, pn) = ١. ،n هر ازاي به (1

باشد. مثبت pn(x) در xn ضریب (2
توسط منحصربفرد طور به چندجمله�اي�ها این یکتاست. {pn} دنباله اضافی، ویژگی�هاي این با

می�گردند، تعیین زیر بازگشتی رابطه
p٠(x) = ١, p−١(x) = ٠,

pi+١(x) = (x− δi+١)pi(x)− γ٢
i+١pi−١(x), i ≥ ٠,

(22-1)

طوري�که به
δi+١ =

(xpi, pi)w
(pi, pi)w

, i ≥ ٠,

γ٢
i+١ =


١, i = ٠,

(pi,pi)w
(pi−١,pi−١)w

, i ̸= ٠.

� کنید. مراجعه [32 ،8] مرجع به اثبات براي اثبات.

معادلات ریشه تعیین براي نیوتن روش 4.1
خطی تقریب بر روش این است. نیوتن روش معادلات، ریشه یافتن براي متداول روش�هاي از یکی
معمولاً نیوتن روش می�دهد. انجام منحنی بر مماس از استفاده با را کار این و است، استوار تابع
شروع با روش این در است. دوم مرتبه از آن همگرایی زیرا می�باشد، خطی روش�هاي از سریع�تر
آن برخورد نقطه با مماس امتداد در نیست، دور ریشه از خیلی که x٠ مانند اولیه تخمین یک از
مقادیر تا می�دهیم ادامه آنقدر را امر این می�گیریم. بعدي تقریب را آن و کرده حرکت x محور با
این انجام با گردد. صفر نزدیک کافی قدر به تابع مقدار یا شده، هم نزدیک کافی قدر به x متوالی

است، زیر صورت به نیوتن روش بازگشتی فرمول می�آید. دست به xiها از دنباله�اي کار
xn+١ = xn −

f(xn)

f ′(xn)
, n = ٠, ١, ٢, · · · . (23-1)

می�کنیم: عمل زیر صورت به (23-1) بازگشتی رابطه یافتن براي

12


