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چکیده
به�عنوان R حلقه�ي اعضاي که باشد گرافی Γ(R) و همانی عنصر با جابجایی حلقه�ي R کنیم فرض
در .Ra + Rb = R اگروتنهااگر مجاورند b و a متمایز رأس دو و هستند گراف� رئوس مجموعه��ي
است. غیریکه عناصر شامل که می�گیریم نظر در را Γ(R) گراف از Γ۲(R) زیرگراف یک پایان�نامه این
دسته�بندي را Γ۲(R) \ J(R) گراف قطر کامل به�طور و کرده مطالعه را گراف این قطر و همبندي
کاهشی R حلقه�ي اگر S و R متناهی نیم�موضعی حلقه�ي دو براي که می�دهیم نشان به�علاوه می�کنیم.
حلقه�ي به را Γ+(R) گراف یک ادامه در .R ∼= S اگروتنهااگر Γ(R) ∼= Γ(S) صورت این در باشد
و I رأس دو و هستند R حلقه�ي غیرصفر سره ایده�آل�هاي آن رئوس به�طوري�که می�کنیم نظیر R
به را گراف این ویژگی�هاي می�کنیم سعی این�پایان�نامه، در .I + J = R اگروتنهااگر مجاورند J

کنیم. ترجمه بالعکس و R حلقه�ي جبري ویژگی�هاي

کلیدي: واژگان
ایده�آل�ها. به وابسته گراف حلقه، به وابسته گراف گراف�ها، یکریختی کامل، گراف دوبخشی، گراف
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پیش�گفتار
به�طور که می�دانند متعددي عوامل مرهون را آن کاربردهاي به�ویژه ریاضیات در اخیر پیشرفت�هاي
شاخه�هاي سایر براي مناسبی بسیار ابزار گراف نظریه هم�اکنون است. آن�ها از یکی گراف نظریه قطع
اجتماعی، شبکه�هاي شبکه�ها، تحلیل آمار، عملیات، در تحقیق کدگذاري، نظریه مانند مهندسی و علوم

است. گردیده غیره و علوم�اجتماعی زیست�شناسی، شیمی، کامپیوتر، علوم ترافیک، مهندسی
است. شده انجام جبري ساختارهاي به مختلف گراف�هاي دادن نسبت جهت گسترده�اي تحقیقات
در است. جبر حوزه در جدید و مطرح موضوعات از جبري ساختارهاي به گراف انتساب بین این در

است. شده داده نسبت بیشتري گراف�هاي حلقه�ها به جبري ساختارهاي میان
ویژگی�هاي است. آن�ها بررسی و گوناگون پدیده�هاي مدل�سازي گراف کاربردهاي مهمترین از یکی
کاملاً قبلاً که است گوناگون مسائل از وسیعی طیف درآوردن شهود به براي مهمی ابزار گراف هندسی
ساختارهاي سایر به می�توان می�شود نظیر ماتریس�هایی گراف هر به همچنانکه می�نمودند. غیرشهودي
نمود. استفاده برعکس یا جبري مسائل حل براي گرافی ابزارهاي از و کرده نظیر گراف�هایی نیز جبري

است. گرفته قرار جبر علم متخصصین از بسیاري توجه مورد اخیر دهه دو در به�ویژه موضوع این
است: ذیل شرح به می�کنیم دنبال پایان�نامه این در که اهدافی

گراف�ها، هندسی خواص به حلقه یک جبري خواص از برخی ترجمه .1

�گراف�ها، کمک به حلقه یک ویژگی�هاي استخراج .2

گراف�ها، یکریختی از استفاده با حلقه�ها بودن یکریخت بررسی .3

گراف). و (جبر ریاضیات از شاخه دو بین ارتباط .4

1973 سال به حداقل و است ریاضی�دانان براي جالب موضوع یک جبري گراف نظریه مطالعه�ي
«ترجمه که را هدفش خود کتاب مقدمه در و کرد منتشر را کارش بیگز1 زمان آن برمی�گردد، میلادي

1Biggs
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2 پیش�گفتار

مورد در قضایایی آوردن به�دست و جبر روش�هاي و نتایج از استفاده سپس و جبري ویژگی�هاي کردن
کرد صحبت عمومی به�طور جبر و جبري روش�هاي مورد در بیگز اگرچه [9] نوشت بود، گراف�ها»
این در بود. چندجمله�اي�ها ویژگی�هاي برخی و جبرخطی کرد استفاده واقعاً او که جبري از نوعی ولی
حلقه�ي به وابسته که کرد خواهیم مطالعه را دیگري گراف و داریم بیگز کار شبیه هدفی پایان�نامه

باشد. شرکت�پذیر
به علاقه�مند بیشتر و کرد بررسی را جابجایی حلقه�ي یک صفر مقسوم�علیه�هاي گراف بک2 بعداً
R حلقه�ي عناصر آن رئوس که گرفت نظر در گرافی به�عنوان را Γ(R) او بود. گراف آن رنگ�آمیزي
گراف این ساختار با حلقه�ها رنگ�آمیزي او .ab = ۰ اگروتنهااگر مجاورند b و a متمایز رأس دو و بودند
برقرار χ(Γ(R)) = ω(Γ(R)) رابطه�ي حلقه�ها کلاس�هاي برخی براي که داد نشان و کرد بررسی را
صفر مقسوم�علیه�هاي گراف مطالعه�ي روي بر گراف نظریه�پردازان و جبردانان پستوجه آن از .[8] است
اندرسن3 توسط �جابجایی حلقه�ي �صفر مقسوم�علیه گرافِ رنگ�آمیزي مطالعه�ي سپس شد. متمرکز
دادند قرار بیشتري بررسی مورد را رنگ�آمیزي�پذیر متناهی حلقه�هاي آن�ها کرد. پیدا ادامه نصیر4 و
.[5] ω(Γ(R)) = ۵ < χ(Γ(R)) = ۶ که دادند ارائه متناهی موضعی حلقه�ي یک از مثال یک و
آن رئوس که کردند تعریف Γ(R) گراف مانند R حلقه�ي روي را دیگري گراف باتوادکار6 و شرما5
آن�ها [12] Ra + Rb = R اگروتنهااگر مجاورند b و a مجزاي رأس دو و هستند R حلقه�ي عناصر

این�حالت در باشد. متناهی حلقه�ي یک R اگروتنهااگر χ(Γ(R) < ∞ که دادند نشان

χ(Γ(R)) = ω(Γ(R)) = t+ l

در می�دهند. نشان را R حلقه�ي یکه عناصر و ماکسیمال ایده�آل�هاي تعداد به�ترتیب l و t که
می�دهیم. قرار بیشتر بررسی مورد را باتوادکار و شرما توسط �شده تعریف گراف ساختار این�پایان�نامه

است: شرح بدین پایان�نامه ساختار ادامه در
می�پردازیم. گراف و جبر زمینه�ي در مقدماتی قضایاي و تعاریف بیان به اول فصل در

و باشد همانی عنصر با جابجایی حلقه�ي یک R می�کنیم فرض [11] مقاله مطابق دوم فصل در
غیریکه عناصر از Γ(R) گراف القایی زیرگراف Γ۲(R) و یکه�ها از Γ(R) گراف القایی زیرگراف Γ۱(R)

2Beck
3Anderson
4Naseer
5Sharma
6Bhatwadekar



3 پیش�گفتار

دوبخشی گراف یک Γ۲(R) \ J(R) گراف که می�شود داده نشان فصل این در باشد. R حلقه�ي
Γ۲(R) \ J(R) گراف (رئوس باشد. ماکسیمال ایده�آل دو شامل R حلقه�ي اگروتنهااگر است کامل
حاصل�ضرب R حلقه�ي که می�دهیم نشان همچنین است.) J(R) منهاي R حلقه�ي غیریکه عناصر
باشد. متناهی ω(Γ۲(R) \ J(R)) با تمیز حلقه�اي R اگروتنهااگر است موضعی حلقه�هاي از متناهی
به�طور به�علاوه است ۳ حداکثر قطر با همبند گرافی Γ۲(R) \ J(R) که می�شود داده نشان همچنین
R اگر که می�شود داده نشان کامل به�طور سپس می�شود. مشخص Γ۲(R) \ J(R) گراف قطر کامل
Γ(R) ∼= Γ(S) صورت این در باشد، کاهشی حلقه�ي R و باشند متناهی نیم�موضعی حلقه�ي دو S و

. R ∼= S اگروتنهااگر
نظیر Γ+(R) گراف یک R حلقه�ي هر براي می�کنیم فرض [4] مقاله مطابق سوم فصل سراسر در
مجاورند گراف این در ایده�آل دو و هستند R حلقه�ي غیرصفر سره ایده�آل�هاي آن رئوس که می�کنیم
تعداد با گراف این رنگی عدد و خوشه�اي عدد که می�دهیم نشان فصل ادامه�ي در باشند. هم�بیشین اگر
شده متمرکز Γ+(R) گراف بودن مسطح روي سپس هستند. برابر R حلقه�ي ماکسیمال ایده�آل�هاي
همچنین باشد. درخت یک یا جنگل یک Γ+(R) گراف آن تحت که می�یابیم کافی و لازم شرایط و
بودن مستقیم مجموع و Γ+(R) گراف رئوس بودن متعامد آن تحت که می�یابیم را شرایطی نهایت در

. باشد هم�ارز آن�ها
رادیکال J(R) و است شرکت�پذیر یکدار حلقه�اي حلقه، یک از منظور پایان�نامه این سراسر در

می�دهد. نمایش را R حلقه�ي جیکوبسن



1 فصل

مقدماتی قضایاي و تعاریف
است. شده گرفته [10 ،7 ،2 ،1] مراجع از فصل این مطالب بیشتر

مقدماتی قضایاي و تعاریف 1.1
ناصفرش عضو هر هرگاه گویند تقسیم حلقه�ي را R یکدار حلقه�ي تقسیم). (حلقه�ي 1.1.1 تعریف

باشد. وارون�پذیر

ایده�آل متناهی تعداد اگر می�شود نامیده نیم�موضعی R حلقه�ي� نیم�موضعی). (حلقه�ي 2.1.1 تعریف
باشد. داشته ماکسیمال

اگر می�شود، نامیده �صفر مقسوم�علیه ،R حلقه�ي از x عنصر یک �صفر). (مقسوم�علیه 3.1.1 تعریف
.xy = ۰ به�طوري�که باشد داشته وجود R حلقه�ي در ۰ ̸= y عنصر

مقسوم�علیه هرگاه نامند صحیح حوزه�ي Rرا یکدار و جابجایی حلقه�ي صحیح). (حوزه�ي تعریف4.1.1
باشد. نداشته غیربدیهی �صفر

x۲ = x اگر است x خودتوان عضو داراي R حلقه�ي (عضوخودتوان). 5.1.1 تعریف

موجود nمثبت و صحیح عدد اگر است پوچ�توان عضو داراي R حلقه�ي پوچ�توان). (عضو 6.1.1 تعریف
.xn = ۰ که باشد

باشد. نداشته غیرصفر پوچ�توان عناصر R اگر است کاهشی R حلقه�ي کاهشی). (حلقه�ي 7.1.1 تعریف

4



5 مقدماتی قضایاي و تعاریف .1 فصل

هرگاه می�نامند نیم�ساده Mرا باشد، MیکR-مدول کنید فرض نیم�ساده). (R-مدول 8.1.1 تعریف
که باشد موجود P مثل M از زیرمدولی K مثل M از زیرمدول هر به�ازاي

M = K ⊕ P.

Rبه�عنوان هرگاه گویند نیم�ساده Rرا باشد، Rیکحلقه فرضکنیم نیم�ساده). (حلقه�ي تعریف9.1.1
باشد. نیم�ساده R-مدول

.J(R) = ۰ اگر گویند جیکوبسن نیم�ساده را R حلقه�ي جیکوبسن). نیم�ساده� حلقه�ي ) 10.1.1 تعریف

همچنین می�دهیم. نشان char(F ) نماد با را F میدان مشخصه میدان). (مشخصه 11.1.1 نمادگذاري
می�کنیم. مشخص Fn نماد با را عضوي n متناهی میدان

Mk(F ) با را F متناهی میدان به متعلق درایه�هاي با k×k ماتریس�هاي حلقه�ي .12.1.1 نمادگذاري
می�دهیم. نمایش

m۲ = ۰ یا صورت دراین باشد. R حلقه�ي مینیمال ایده�آل m کنیم فرض برائر). (لم 13.1.1 تعریف
است. m به متعلق و عنصرخودتوان e که m = Re یا

که باشد R حلقه�ي ایده�آل I و متناهی�مولد R-مدول یک M کنیم فرض ناکامایا). (لم 14.1.1 لم
.M = ۰ می�دهد نتیجه (MI = M)IM = M این�صورت در .I ⊆ J(R)

حلقه�ي از اول ایده�آل�هایی P۱, . . . , Pn فرضکنیم اول). ایده�آل�هاي از اجتناب (قضیه�ي 15.1.1 قضیه
مانند اندیسی صورت این در ،I ⊆

n∪
i=۱

Pi به�طوري�که باشد R از دلخواه ایده�آلی I و بوده R جابجایی
.I ⊆ Pi که به�قسمی است موجود ۱ 6 i 6 n ،i

جابجایی حلقه�ي از ایده�آل�هایی I۱, I۲, . . . , In کنیم فرض چینی). باقیمانده (قضیه�ي 16.1.1 قضیه
�صورت این در ،Is + It = R باشیم داشته s ̸= t (۱ ≤ s, t ≤ n) هر به�ازاي به�طوري�که باشند R

داشت: خواهیم
R
n∩

i=۱
Ii

∼=
R

I۱
⊕ ...⊕ R

In
.

حلقه�هاي �صورت این در باشد، نیم�ساده Rحلقه�ي فرضکنیم ودربرن-آرتین). قضیه�ي ) 17.1.1 قضیه
که به�قسمی موجودند n۱, n۲, ..., nk, k مانند مثبت صحیح اعداد و D۱, D۲, ..., Dk مانند تقسیم

R ∼= Mn۱(D۱)× ...×Mnk
(Dk).

است. میدان یک متناهی تقسیم حلقه�ي هر ودربرن). کوچک (قضیه�ي 18.1.1 قضیه



6 مقدماتی قضایاي و تعاریف .1 فصل

رئوس از مجموعه�اي شامل که می�شود نامیده سه�تایی یک G گراف یک (گراف). 19.1.1 تعریف
نسبت یال یک مجزا) لزوماً (نه رأس دو هر به که است رابطه یک و E(G) یال�هاي مجموعه�ي ،V (G)

می�دهند. نمایش G = (V,E) با و می�دهد

ایده�آل�هاي به وابسته یاگراف R حلقه�ي عناصر به وابسته گراف هم�بیشین). (گراف 20.1.1 تعریف
شود. R حلقه�ي برابر حلقه ایده�آل�هاي جمع که مجاورند درصورتی گراف رأس دو که R حلقه�ي

که گویند زیرگراف را G = (V,E) گراف از G′ = (V ′, E ′) گراف (زیرگراف). 21.1.1 تعریف
می�دهند. نمایش ⟨G′⟩ با و است E ′ ⊆ E و V ′ ⊆ V

از نسبت�دهی یک G گراف یک از رأسی رنگ�آمیزي یک گراف). رأسی (رنگ�آمیزي 22.1.1 تعریف
شود نظرگرفته در رأسی براي رنگی اگر که طوري به است Gرئوس براي مجموعه) هر (عناصر رنگ�ها

شوند. داده تخصیص مجزا رنگ�هاي مجاور رئوس به�

شود، استفاده مجزا رنگ n از G گراف رنگ�آمیزي براي اگر .(G گراف (n-رنگ�آمیزي 23.1.1 تعریف
می�شود. تلقی n-رنگ�آمیزي یک به�عنوان رنگ�آمیزي

گراف باشد داشته وجود G گراف از n-رنگ�آمیزي یک اگر .(G گراف (n-رنگ�پذیري 24.1.1 تعریف
گویند. n-رنگ�پذیر را G

گراف یک G گراف آن به�ازاي که n طبیعی عدد کمترین به .(G گراف رنگی (عدد 25.1.1 تعریف
را χ(G)-رنگ�آمیزي می�دهند. نمایش χ(G) با و گویند G گراف رنگی عدد باشد، n-رنگ�پذیر

گویند. سره رنگ�آمیزي

با که است v بر واقع یال�هاي تعداد v رأس درجه G گراف براي گراف). رأس (درجه 26.1.1 تعریف
می�شود. داده نمایش degG v نماد

گفته مسیر گراف یک مجاور و متمایز رئوس از متناهی دنباله�ي به گراف). (مسیر 27.1.1 تعریف
می�دهند. نمایش (u, v) با را G گراف از v و u رأس دو بین مسیر می�شود.

v و u متمایز رئوس از جفت هر براي هرگاه گویند همبند را G گراف همبند). (گراف 28.1.1 تعریف
جفت هر به�طوري�که باشد داشته وجود {u۱ = u, u۲, ..., un = v} متمایز رئوس از متناهی دنباله�ي

باشند. مجاور {ui, ui+۱} (۱ ≤ i ≤ n− ۱)

G در (u, v) مسیر هرگاه نامند همبند را G گراف در u, v رئوس رئوس). (همبندي 29.1.1 تعریف
گویند. همبند را G گراف صورت این در باشند همبند G گراف رئوس تمام اگر باشد. موجود
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گویند. مسیر آن طول را (u, v) مسیر یال�هاي تعداد مسیر). (طول 30.1.1 تعریف

مسیري طول کوتاهترین {u, v} همبند رئوس بین فاصله�ي گراف). رئوس (فاصله�ي 31.1.1 تعریف
می�شود. داده نمایش d(u, v) با و می�کند وصل به�هم را رئوس که است

قطر گویند. گراف قطر را همبند گراف یک رئوس بین فاصله�ي بیشترین گراف). (قطر 32.1.1 تعریف
باشد. رأس یک شامل تنها اگر دارد صفر قطر گراف یک می�دهند. نمایش diam(G) با G گراف

گفته دور باشد یکی آن انتهاي و ابتدا رأس که 3 طول حداقل با مسیري به (دور). 33.1.1 تعریف
می�شود.

گویند. جنگل را دور فاقد گراف (جنگل). 34.1.1 تعریف

گویند. درخت را دور فاقد همبند گراف (درخت). 35.1.1 تعریف

gr(G) با و می�شود نامیده G گراف کمر G گراف دور کوتاه�ترین طول گراف). (کمر 36.1.1 تعریف
صورت: دراین باشد جنگل G که درصورتی می�دهند. نشان
gr(G) := ∞.

را حاصل گراف باشند، مجاور گراف یک متمایز رئوس از جفت هر اگر کامل). (گراف 37.1.1 تعریف
می�دهند. نشان Kn نماد با باشد رأس n از متشکل کامل گراف اگر گویند. کامل گراف

بتوان را آن رئوس مجموعه که است گرافی r-بخشی گراف یک .(G r-بخشی (گراف 38.1.1 تعریف
نباشد. زیر�مجموعه یک در یالی انتهاي دو هیچ که کرد افراز زیر�مجموعه r به

در که است r-بخشی گرافی کامل r-بخشی گراف یک .(G کامل r-بخشی گراف ) 39.1.1 تعریف
می�شود. وصل گراف دیگر بخش�هاي از رأس هر به دلخواه بخش از رأس هر آن

با را گراف باشد بخش هر اعضاي تعداد n و m اگر کامل دوبخشی گراف در .40.1.1 نمادگذاري
می�دهیم. نشان Km,n

است گراف رئوس از زیرمجموعه�اي که V ′ مجموعه�ي از گرافی گراف). (خوشه�ي 41.1.1 تعریف
می�شود. نامیده گراف خوشه�ي باشند، مجاور V ′ رئوس جفت همه�ي که به�طوري

گراف آن خوشه�اي عدد G گراف خوشه�ي بزرگ�ترین در رئوس تعداد خوشه�اي). (عدد 42.1.1 تعریف
می�دهند. نشان ω(G) با و می�شود گفته
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زیرمجموعه�ي غالب مجموعه�ي Γ+(R) گراف در .(Γ+(R) گراف غالب (مجموعه�ي 43.1.1 تعریف
حداقل با مجاور A مجموعه�ي از خارج رأس هر به�طوري�که است Γ+(R) گراف رئوس مجموعه�ي از A

باشد. A مجموعه�ي در رأس یک

گراف در غالب مجموعه�ي کوچک�ترین اندازه�ي Γ+(R) گراف غالب عدد غالب). (عدد 44.1.1 تعریف
می�شود. داده نمایش γ(Γ+(R)) با که است Γ+(R)

مجموعه�ي با گراف دو G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱) اگر گراف). دو (پیوند 45.1.1 تعریف
و V = V۱ ∪ V۲ رئوس مجموعه�ي با گراف باشند، Ei یال�هاي مجموعه�ي و Vi مجزاي رئوس
می�دهد تشکیل را G۲ و G۱ گراف دو پیوند E۱ ∪E۲ ∪ {xy|x ∈ V۱, y ∈ V۲} یال�هاي مجموعه�ي

می�دهند. نمایش G۱
∨
G۲ با که

K۳,۳ و K۵ گراف�هاي تنهااگر و اگر است مسطح گراف یک کراتسفکی). (قضیه�ي 46.1.1 قضیه
نباشند. زیرگراف�هایش



2 فصل

یک عناصر به وابسته هم�بیشین گراف
جابجایی حلقه�ي

بخشی دو گراف�هاي 1.2
رادیکال J(R) ،R حلقه�ي یکه�هاي گروه U(R) و بوده یکدار جابجایی حلقه�ي R فصل این سراسر در

هستند. R حلقه�ي خودتوان�هاي مجموعه I(R) و R حلقه�ي جیکوبسن

منحصربفرد ماکسیمال ایده�آل یک اگر می�شود گفته Rموضعی حلقه�ي� موضعی). (حلقه�ي تعریف1.1.2
با را R موضعی حلقه�ي اغلب باشد، R حلقه�ي منحصربفرد ماکسیمال ایده�آل m اگر باشد. داشته

نوشت. خواهیم (R,m)

آن به و است شده تعریف باتوادکار و شرما توسط که باشد گرافی Γ(R) می�کنیم فرض ادامه در
[12] گوییم. نیز هم�بیشین گراف

زیرگراف�هایی Γ۲(R) = ⟨R\U(R)⟩ و Γ۱(R) = ⟨U(R)⟩ فرضکنیم .(Γ(R)گراف) تعریف2.1.2
به می�شود. تعریف Γ۲(R) و Γ۱(R) زیرگراف دو بین پیوند Γ(R) صورت این در باشند، Γ(R) از

دیگر: عبارت
Γ(R) = Γ۱(R) ∨ Γ۲(R).

برقرارند: ذیل موارد .3.1.2 لم

است. کامل گرافی Γ۱(R) (i)
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