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عزيزم همسر و مادر پدر، به تقدیم

ت



قدردانͬ

و خواسته هر كننده زيبا دشواری، هر كننده آسان اوست. آغازها همه آغاز سر كه مͬ�كنم آغاز خداوندی نام به

و داشت نͽه زنده دلم در را اميد نور همواره كه بͬ�همتا و لايزال ايزد درگاه به سپاس با است. خوبͬ هر سرچشمه

اين تدوين و تنظيم به موفق او عنايت و فضل با كه حال رسد. انجام به مهم اين تا داشت ارزانͬ من به را قدرت اين

معرفتشان و بذل سرچشمه از آن رسانيدن فرجام به در كه بزرگوارانͬ تمامͬ از مͬ�دانم واجب خود بر شدم، نامه پايان

امتنان مراتب اميدوارم ولͬ است من بيان توان از فراتر مͬ�دانم كه اين با نمايم. را قدردانͬ و تشͺر كمال برده�ام، بهره

برساند. مرا احترام و

های راهنمایͬ با که جمال عارفͬ اكبر علͬ دكتر آقای جناب ارجمندم استاد از مͬ�دانم خود وظيفه جا اين در

نمايم. را قدردانͬ و تشͺر کمال گشودند، مشͺلاتم از گره فراوان حوصله و صبر با و بوده اینجانب راهͽشای خود

ارجمند استاد از سپاسͽذارم. كردند، تقبل را نامه پايان اين مشاوره زحمت كه صادقͬ قدیر دكتر آقای از چنين هم

مͬ�كنم. قدردانͬ صميمانه گرفتند عهده بر را نامه پايان اين داوری كه جانفدا محمد دكتر آقای جناب

ث



ج
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پيشͽفتار

قاب مورد در کامل ٣کتابͬ یان ها بعد شد. ارائه شافر٢ و ١ دافین توسط ١٩۵٢ سال در بار اولین برای قاب مفهوم

روند. مͬ کار به ها داده آنالیز و سیͽنال پردازش نظیر علوم های شاخه از بسیاری در ها قاب نظریه کرد. منتشر ها

میلادی ١٩۴۶ سال در ها قاب این اند. گرفته قرار توجه مورد پیش از بیش ͷموج و گابور های قاب میان، این در

زیاد کاربرد دلیل به امروزه و شدند مͬ شناخته هایزنبرگ۵ - ویل عنوان با آن، از پیش ولͬ شد معرفͬ ۴ گابور توسط

سازی باز جهت هیلبرت، فضای در ها قاب بردن کار به ایده است. گرفته قرار محققان توجه مورد مختلف علوم در

ارائه ٨ میر و گراسمن و دبیش٧ͬ توسط نیز بخش این نتایج اغلب و شد مطرح ۶ گراسمن توسط L۲(R) عناصر

محدودیت L۲(R) فضای خارج کارایͬ، لحاظ از بیابیم. [١۴] و [١۵] مراجع در را ها آن توانیم مͬ که اند شده

١Duffin

٢Schaeffer

٣Young

۴D. Gabor

۵Weyl-Heisenberg

۶A. Grossmann

٧Daubechies

٨Meyer



٢ پيشͽفتار

و L۲(R) روی شده برده کار به های روش تلفیق از که جدیدی نتایج و بخشیدن عمومیت دارد. وجود هایͬ

اساسͬ، مشͺلات از ͬͺی است. آمده [٣٩] مرجع در که است والنت به منسوب شد، ١٠حاصل ر٩-گروچنیͽفچین

تحت که کرد معرفͬ را هایͬ سری وی گرفت. قرار بررسͬ مورد والنت١١ توسط که بود گابور قاب عملͽر محاسبه

محاسبات اوقات اغلب قاب عملͽر برای والنت نمایش شود. همͽرا قاب مولد تابع به سرعت به خاص، شرایطͬ

قاب مولد تابع برای تری ضعیف شرایط کریستنسن١٣ و کاسازا١٢ اخیرا بود. تر آسان آن با کار و کرد مͬ ساده را

به را موسیقͬ قطعه ͷی اگر باشد. دار کران بالا از متناظر هایزنبرگ ویل- سیستم کند مͬ ایجاب که اند نموده ارائه

ما تصور دارد. جریان زمان طول در که است مختلفͬ های فرکانس شامل طیف این کنیم، تصور سیͽنال ͷی عنوان

را سیͽنال ͷی توان مͬ تئوری نظر از شنود. مͬ را مختلف های فرکانس از ترکیبͬ لحظه هر در گوش که است چنین

ͷموج و گابور تبدیل توسط زمان به نسبت فرکانس تحلیل و تجزیه کرد. سازی باز نظیرش، ١۴ فوریه تبدیل توسط

هر ی فوریه ضرایب توان مͬ تر کوتاه و متوالͬ قطعات به فرکانس ͷی تقسیم با که ترتیب این به شود مͬ انجام

مانند مناسب دوگان ͷی انتخاب با توان مͬ باشد گابور قاب ͷی�{EmbTnag}m,n∈Z اگر کرد. محاسبه را قطعه

نوشت زیر صورت به f ∈ L۲(R) برای را بازسازی فرمول {EmbTnah}m,n∈Z

f =
∑

m,n∈Z

⟨f, EmbTnah⟩EmbTnag, ∀f ∈ L۲(R).

گابور های قاب های دوگان معرفͬ به تنها و شویم گابور و ͷموج تبدیل بحث وارد خواهیم نمͬ نامه پایان این در

در و کنیم مͬ معرفͬ عام طور به رو ها قاب اول بخش در که باشد مͬ بخش هفت شامل اول فصل پردازیم. مͬ

مͬ معرفͬ هیلبرت فضای رو را قاب پایداری و ͬͽآشفت ویژگͬ و قاب انواع قاب، دوگان و عملͽر بعدی های بخش

قاب عملͽر دوم بخش در و معرفͬ را گابور قاب اول بخش در که باشد مͬ بخش چهار بر مشتمل دوم فصل کنیم.

٩Feichtinger

١٠Grochenig

١١Walnut

١٢Casazza

١٣Christensen

١۴Fourier Transform



٣ پيشͽفتار

هم فصل آخرین ایم. داده اختصاص گابور قاب دوگان و زاک تبدیل به نیز را آخر بخش دو شود. مͬ معرفͬ گابور

معرفͬ را هایͬ دوگان قاب اول دربخش است. بخش چهار شامل و پردازد مͬ گابور های قاب دوگان شناسایͬ به

در و دارند صریح مولد که است هایͬ دوگان قاب مورد در دوم بخش دارند. فشرده گاه تͺیه ها آن مولد کنیم مͬ

تحقیق البته باشد. اسپلاین -B یا ای جمله چند ͷی ها آن مولد که شوند مͬ معرفͬ هایͬ دوگان پایانͬ، بخش دو

بر نامه پایان این هستیم. ͷهارمونی آنالیز از حیطه این در ای تازه کارهای ارائه شاهد هم هنوز و دارد ادامه هم هنوز

است: زیر مقالات از گرفته
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١ فصل

مقدمه

پایه از تری عمومͬ حالت توان مͬ را ها قاب پردازیم. مͬ هیلبرت فضای در قاب مفهوم بررسͬ به فصل این در

عملͽر اول بخش در است. قاب ͷی یͺه متعامد پایه و ریس پایه هر ویژه به گرفت. نظر در یͺه متعامد پایه و ریس

خواص و قاب شرایط ادامه در و کرده بررسͬ کانونͬ دوگان طریق از را قاب تجزیه سپس کنیم مͬ معرفͬ را قاب

برای کنیم. مͬ مطرح هیلبرت فضای در ١را شودر پایه و قاب بین ارتباط انتها در کنیم. مͬ بررسͬ را دوگان قاب

کنید. [١٨]رجوع [٩]یا مراجع از ͬͺی به قضایا اکثر اثبات و تͺمیلͬ مباحث

ها قاب معرفͬ ١.١

این سر تا سر در پردازیم. مͬ را ها آن های ویژگͬ از برخͬ Hو هیلبرت درفضاهای ها قاب معرفͬ به بخش این در

است. پذیر جدایͬ هیلبرت فضای ͷی معرف H فصل

تحت يͺه متعامد پايه هر تصوير باشد، دوسويͬ و دار كران عملͽر يك U : H −→ H كنيد فرض .١.١ تعریف

١Schauder basis



۵ مقدمه .١ فصل

نامیم. مͬ H هیلبرت فضای ٢برای ریس پایه يك را U

بͽيريد: نظر در را X باناخ فضای در ها بردار از {ei}∞i=۱ دنباله .٢.١ تعریف

{ci(f)}∞i=۱ فرد به منحصر ضرايبعددی f ∈ X هر برای Xاستهرگاه برای (شودر) پايه يك {ei}∞i=۱ دنباله (١

كه طوری به باشد موجود

f =
∞∑
i=۱

ci(f)ei.

∑∞
i=۱ αiei صورت به سری هر هرگاه گوييم ٣ نامشروط يا شرطͬ غير پايه يك Xرا باناخ فضای از {ei}∞i=۱ پايه (٢

باشد. همͽرا فوق سری از
∑∞

k=۱ αi(k)ei(k) آرايش تجديد هر عبارتͬ به باشد. همͽرا شرطͬ غير طور به

دارد. ۴نام کامل H هیلبرت فضای در {fk}∞k=۱ دنباله گاه آن span{fk}∞k=۱ = H اگر .٣.١ تعریف

اند: معادل زیر عبارات باشد �H هیلبرت فضای در دنباله ͷی �{fk}∞k=۱ اگر [٩] .۴.١ لم

است. کامل H در {fk}∞k=۱ الف)

.f = ۰ گاه آن ⟨f, fk⟩ = ۰ ،k ∈ N هر برای اگر ب)

موجود A و B مثبت و ثابت مقادیر اگر Hاست، برای قاب ͷیHهیلبرت k=۱∞{fk}درفضای دنباله .۵.١ تعریف

که طوری به باشند

A∥f∥۲ ≤
∞∑

k=۱
|⟨f, fk⟩|۲ ≤ B∥f∥۲, ∀f ∈ H. (١.١)

مثلا نيستند. يͺتا B و A های ثابت دارند. نام قاب بالای و پایین های کران ترتیب به B و A تعریف این در

باشد. قاب بالای كران يك تواند مͯ B از بزرگتر حقيقͯ عدد هر باشد قاب بالای كران يك B اگر

٢Riesz basis

٣Unconditional basis

۴Complete



۶ مقدمه .١ فصل

های كران تمام اينفيمم دارد. نام بهينه پايين كران و است پايين كران يك نيز قاب پايين های كران ی همه سوپريمم

مͯ چسبان را قاب آنͽاه ،A = B بالا تعريف در اگر دارد. نام بهينه بالاي كران كه است بالا كران يك هم بالا

ناميم. مͬ نرمال چسبان را قاب A = B = ۱ كه حالتͬ در ناميم.

برای بسل كران را B و باشد برقرار قاب دوم نامساوی حداقل هرگاه گوییم ۵ بسل دنباله را {fk}∞k=۱ ∈ H دنباله

۶ قاب دنباله ͷی را {fk}∞k=۱،باشد H هیلبرت فضای در دنباله ͷی {fk}∞k=۱ کنید فرض مͬ�گوییم. {fk}∞k=۱

٧ متعامد هم را �{gk}∞k=۱ و {fk}∞k=۱ ی دنباله دو باشد. span{fk}∞k=۱ برای قاب ͷی {fk}∞k=۱ هرگاه نامیم

باشیم داشته i, j ∈ N هر برای گاه هر شوند مͬ نامیده

⟨fk, gj⟩ = δkj.

چنان هم حاصل ی دنباله آن، از دلخواه عضو ͷی حذف با و باشد H برای قاب ͷی {fk}∞k=۱ اگر .۶.١ تعریف

ی دنباله قاب، ͷی از دلخواه عضو ͷی حذف با اگر و نامیم اضاف�٨ͬمͬ قاب را قابͬ چنین باشد، H در قاب ͷی

نامیم. مͬ دقیق٩ قاب ͷی را قابͬ چنین نباشد، قاب مانده باقͬ

كنيم. مͯ معرفͬ را ها قاب مفيد هاي ويژگͬ از برخͯ ادامه در

اگر تنها و اگر است قاب ͷی H k=۱∞{fk}در دنباله .٧.١ قضیه

{ck} −→
∑
k

ckfk , ℓ۲ −→ H

Hباشد. بروي ℓ۲ از خوشتعريف نͽاشتͯ

۵Bessel sequence

۶Frame sequence

٧Biorthonormal

٨Overcomplete

٩Exact



٧ مقدمه .١ فصل

راببينيد. مرجع[٩] از ۵.۴.١ قضيه اثبات براي اثبات.

عملͽر اگر تنها و اگر هستند معادل K Hو هیلبرت فضاهای روی {gk}∞k=۱ و {fk}∞k=۱ های قاب .٨.١ تعریف

.Tfk = gk ،k ∈ N هر برای که طوری به باشند Tموجود : H −→ K چون داری کران و پذیر وارون

مثال، عنوان به نباشند. چنین قاب دو است ممͺن ولͬ یͺدیͽرند معادل ریس پایه دو هر کلͬ حالت در

نرمال چسبان های قاب بͽیرید. نظر در {e۱, e۲} = {(۱,۰), (۰,۱)} صورت به را R۲استاندارد نرمال پایه

که است واضح نیستند. معادل اما دارند یͺسانͬ خواص تعریف لحاظ از {e۱, e۲,۰,۰} و {۰,۰, e۱, e۲}

است. محدود بسیار ها قاب بودن معادل شرایط که دهد مͬ نشان و بوده ͬͽساخت صفرها افزودن

U : H → H و باشد B و A های کران با H هیلبرت فضای برای قاب ͷی {fk}∞k=۱ کنیم فرض .٩.١ قضیه

باشد مͬ B∥U †∥−۲ و A∥U∥۲ های کران Hبا برای قاب ͷی {Ufk}∞k=۱ آنͽاه باشد، پوشا و دار کران عملͽری

و است U نظیر ١٠ وارون شبه نͽاشت U † : H → H که

UU †x = x, ∀x ∈ RU

است. U عملͽر ١١ برد RU آن در که

ببینید. را [٧] مرجع از ۵.٣.٢ نتیجه اثبات.

کانونͬ قاب دوگان و قاب عملͽر ٢.١

آن ͷکم به سپس کنیم مͬ معرفͬ را آن های ویژگͬ و تعریف هیلبرت فضای روی را قاب عملͽر بخش این در

کنیم. مͬ تعریف را قاب کانونͬ دوگان

١٠Pseudo inverse

١١Range



٨ مقدمه .١ فصل

ضابطه �Tبا عملͽر باشد H هیلبرت فضای در بسل دنباله ͷی {fk}∞k=۱ اگر .١٠.١ تعریف

T : ℓ۲ → H, T{ck}∞k=۱ =
∞∑

k=۰
ckfk

صورت به را T الحاقͬ عملͽر نامیم. مͬ قاب١٢ پیش عملͽر را

T ∗ : H → ℓ۲, T ∗(f) = {⟨f, fk⟩}∞k=۰

عملͽر چنین هم نامیم. مͬ ١٣ تجزیه عملͽر و دهیم مͬ نمایش

S : H −→ H, Sf = TT ∗f =
∞∑

k=۱
⟨f, fk⟩fk

نامیم. مͬ قاب١۴ عملͽر را

صورت به را (١.١ ) شرط چنین هم هست. نیز بسل دنباله ͷی{fk}∞k=۱ زیرا است، خوشتعریف S عملͽر

A∥f∥۲ ≤ ⟨Sf, f⟩ ≤ B∥f∥۲

زیرا شود مͬ نوشته

⟨Sf, f⟩ = ⟨
∞∑

k=۱
⟨f, fk⟩fk, f⟩ =

∞∑
k=۱

⟨f, fk⟩⟨fk, f⟩ =
∞∑

k=۱
⟨f, fk⟩⟨f, fk⟩ =

∞∑
k=۱

|⟨f, fk⟩|۲.

پس است،� الحاق خود و دار کران قاب عملͽر که است واضح

AI ≤ S ≤ BI

طور به و است دار کران پایین از و مثبت S پس است. خودالحاق عملͽرهای روی جز��ئͬ ترتیب ͷی ≤ آن در که

است. پذیر معͺوس چنین هم S که دید خواهیم بعدی لم در است. بسته بردش و ͷی به ͷی معادل

دنباله ( ٩.١) گزاره به بنا باشد. H روی پذیر وارون و دار کران عملͽری T و قاب ͷی {fk}∞k=۱ کنید فرض

١٢Pre-frame operator

١٣Analysis operator

١۴Frame operator



٩ مقدمه .١ فصل

با {fk}∞k=۱ قاب هر چنین هم است. معادل {fk}∞k=۱ قاب با ٨.١ تعریف به بنا و است قاب ͷی {Tfk}∞k=۱

با است S−۱ مثبت دوم ریشه S−۱/۲ آن در که را {S−۱/۲fk}∞k=۱ قاب پس است، معادل نرمال چسبان قاب ͷی

است. ١ کران با نرمال چسبان قاب ͷی قاب این [٧] مرجع از ۵.٣.۴ قضیه به بنا و است معادل {fk}∞k=۱

آن به وابسته قاب عملͽر S نیز و B Aو بهینه های کران با H روی قاب ͷی {fk}∞k=۱ فرض [١١] .١١.١ لم

برقرارند: زیر های گزاره گاه آن باشد،

. B−۱I ≤ S−۱ ≤ A−۱I و است خودالحاق و دار کران پذیر، وارون مثبت، S عملͽر (١)

است. {S−۱fk}∞k=۱ نظیر قاب عملͽر S−۱ و است B−۱ و A−۱ بهینه های کران با قاب ͷی {S−۱fk}∞k=۱(٢)

ببینید. را [٢٢] مرجع از ٢.١.۴ نتیجه اثبات برای اثبات.

ͷی {fk}∞k=۱ کنیم فرض ١۵است. بازسازی خاصیت به موسوم خاصیتͬ ها قاب خواص ترین مهم از ͬͺی

آنͽاه باشد، S قاب عملͽر با قاب

f =
∞∑

k=۱
⟨f, S−۱fk⟩fk, ∀f ∈ H. (٢.١)

معادل {fk}∞k=۱ با و است قاب ͷی{S−۱fk}∞k=۱ که دیدیم قبل لم در همͽراست. نامشروط صورت به اخیر سری

نامیم. مͬ {fk}∞k=۱ ١۶قاب کانونͬ دوگان را {S−۱fk}∞k=۱ دنباله است.

١۵Reconstruction

١۶Canonical dual



١٠ مقدمه .١ فصل

قاب دوگان ٣.١

ی رابطه در {⟨f, S−۱fk⟩}∞k=۱ ضرایب جای به مناسبͬ ضرایب یافتن ها قاب نظریه اصلͬ اهداف از ͬͺی

است. قاب ͷی برای هایͬ دوگان یافتن مبحث این به کاملͬ چندان نه پاسخ است. f =
∑∞

k=۱⟨f, S−۱fk⟩fk

کنیم. مͬ بررسͬ نیز را ها آن وجود شرایط هایͬ مثال همراه به قاب ͷی دوگان معرفͬ ضمن مبحث این در

برای که طوری به باشند H هیلبرت فضای برای بسل دنباله دو {fk}∞k=۱ و {gk}∞k=۱ کنید فرض .١٢.١ تعریف

باشیم داشته ،f ∈ H هر

f =
∑
k

⟨f, gk⟩fk, (٣.١)

نامیم. مͬ {fk}∞k=۱ دوگان را �{gk}∞k=۱ گاه آن

{fk}∞k=۱ دوگان نیز {gk}∞k=۱ باشد، {gk}∞k=۱ دوگان {fk}∞k=۱اگر یعنͬ است تقارنͬ خاصیت دارای دوگان

بیش تواند مͬ کلͬ حالت در اما دارد {S−۱fk}∞k=۱ صورت به کانونͬ دوگان ͷی حداقل {fk}∞k=۱ قاب است.

فرمول که (٣.١) فرمول نامند. مͬ (جایͽزین١٧) کانونͬ غیر دوگان را هایͬ دوگان چنین باشد. داشته دوگان ͷی از

کانونͬ دوگان حالت در متاسفانه است. ها قاب کاربرد در ابزارها ترین مهم از ͬͺی شود، مͬ خوانده نیز سازی باز

به آسانͬ به معͺوس این که هستیم مواجه نامتناهͬ عموما هیلبرت فضای ͷی روی دار کران عملͽر ͷی معͺوس با

کانونͬ دوگان به {fk}∞k=۱ قاب از خاصͬ های ویژگͬ که ندارد وجود تضمینͬ هیچ دیͽر، طرف از آید. نمͬ دست

است. کانونͬ دوگان جز به دوگانͬ دارای اضافͬ قاب هر که دهد مͬ نشان بعد لم گردد. منتقل نیز {S−۱fk}∞k=۱

است موجود {gk} ̸= {S−۱fk}∞k=۱ قاب گاه آن باشد، H در اضافͬ قاب ͷی {fk}∞k=۱ کنید فرض .١٣.١ لم

١٧Alternate
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که طوری به

x =
∑
k

⟨x, gk⟩fk x ∈ H

ببینید. را [٧] مرجع از ۵.۶.١ لم اثبات برای اثبات.

آن باشند، یͺدیͽر دوگان و بوده H هیلبرت فضای در بسل دنباله دو {gk}∞k=۱و {fk}∞k=۱ کنید فرض .١۴.١ لم

است. قاب نیز دیͽری باشند، قاب ها دنباله از ͬͺی اگر گاه

است. واضح دوگان تعریف به توجه با اثبات.

و بوده بسته T و S برد گاه آن ،S∗T = I و �ℓ۲ به H از دار کران و خطͬ عملͽرهای S و T اگر .١۵.١ لم

هستند. پوشا ها آن نظیر الحاقͬ عملͽرهای

گاه آن �Txn → y و y ∈ RT کنیم فرض پوشاست. S∗ که دید توان مͬ سادگͬ به گاه آن ،S∗T = I اگر اثبات.

داریم S∗ دادن اثر با

xn = S∗Txn → S∗y,

مͬ ملاحظه حال است. بسته T برد نتیجه در است، RT از عضوی y = TS∗y پس Txn → TS∗y نتیجه در

است. �Sبسته برد و پوشا T ∗ که دید توان مͬ بنابراین ،�T ∗S = (S∗T )∗ = I که کنیم

زیر شرط سه اگر فقط و اگر S∗T = I باشند. ℓ۲ به H از دار کران و خطͬ عملͽرهای S و T اگر .١۶.١ لم

باشند: برقرار

پوشاست. S∗ (١)

است. ͷی به ͷی T (٢)

است. توان خود TS∗ (٣)
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مͬ طرفͬ از هستند. پوشا T ∗ و S∗،دیدیم قبل لم اثبات در که چنان .S∗T = I کنیم مͬ فرض نخست اثبات.

شود. مͬ نتیجه نیز (٣) ساده، محاسبه ͷی با است. ͷی به ͷی�T این بر بنا kerT = (RT ∗)⊥ = {۰} که دانیم

مͬ نتیجه (١) از .Q := TS∗ و P := S∗T دهیم مͬ قرار باشند. برقرار شرط سه هر کنیم مͬ فرض بالعͺس

بنا و T (I − P ) = پس۰ ،QT = TS∗T = TP طرفͬ از .T = QT ،(٣) به بنا ویژه به .RQ = RT شود

.S∗T = I یعنͬ P = I نتیجه در I − P = ۰ (٢) به

گزاره گاه آن باشند، U و T قاب پیش های عملͽر با ترتیب به قاب دو {gk}∞k=۱ k=۱∞{fk}و فرضکنید .١٧.١ لم

اند: معادل زیر های

است، {gk}∞k=۱ برای دوگان ͷی {fk}∞k=۱ الف)

،TU∗ = I ب)

،UT ∗ = I ج)

.(T ∗U)۲ = T ∗U د)

ب) ⇐= الف) اثبات.

داریم f ∈ H هر برای صورت دراین باشد {gk}∞k=۱دوگان{fk}∞k=۱ اگر

f =
∑

⟨f, gi⟩fi

= T{⟨f, gi⟩}∞i=۱ = TU∗f.

.TU∗ = I یعنͬ

است. بدیهͬ د) ⇐= ج) و ج) ⇐= ب) های اثبات

ج) ⇐= د)

عملͽر چون هستند. برقرار (٢) و (١) شرایط کنیم ثابت است کافͬ ١۶.١ لم به بنا .(T ∗U)۲ = T ∗U فرضکنیم


