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شمردن عهدهی از شمارهگران نمͬرسند، او ستایش عرصهی به گویندگان که سپاس را خدای
نیابند. دست حقیقتش به ژرف هوشهای و برنیایند نعمتهایش

به در مرا که بهروش هوشن دکتر آقای جناب ارزشمندم استاد زحمات از قدردانͬ و سپاس
جانفدا سرباز علͬ دکتر آقای جناب داخلͬ داور از همچنین رساندند. یاری پایاننامه این ثمربخشیدن
مͬباشد ایشان عهدهی بر پایاننامه این داوری زحمت که سزیده رضا دکتر آقای جناب خارجͬ داور و
بنده برای که تلاشͬ و زحمات خاطر به نیز قاسمͬ دکتر آقای جناب از مͬنمایم. قدردانͬ و تشͺر
مرا همیشه که نیز گلم هماتاقͬهای و عزیزم همکلاسͬهای از همچنین دارم. را تشͺر کمال کشیدند

مͬنمایم. تشͺر نمودهاند یاری

پور مصطفͬ کمال سید دانشجو: نام
١٣٩٢ تیر تاریخ:

پ



چͺیده

باشیم، داشته x ∈ G هر ازای به هرگاه مͬنامیم TI-زیرگروه را G متناهͬ گروه از H زیرگروه
هستند، TI-زیرگروه آن غیرآبلͬ زیرگروههای تمام که متناهͬ گروه .H ∩Hx = H یا H ∩Hx = ١
و پوچتوان حالت دو در را متناهͬ NATI-گروههای پایاننامه این در دارد. نام متناهͬ NATI-گروه

مͬکنیم. ردهبندی غیرپوچتوان

کلیدی واژگان
متناهͬ. NATI-گروههای فروبنیوس، گروههای TI-زیرگروهها،

ت
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پیشͽفتار

گروهها نظریهی توسعهی و بسط مͬکنند، کار آن روی جبر شاخهی در ریاضیدانان که مباحثمهم از ͬͺی

متناهͬ گروههای ردهبندی میان این در مͬباشد. زیرگروههایشان اساس بر متناهͬ گروههای شناخت و

است. برخوردار خاصͬ اهمیت از دارند نام TI-زیرگروه که خاصͬ زیرگروههای با

Gباشد از Hزیرگروهͬ اگر است. فرضشده متناهͬ گروه ͷی عنوان Gبه پایاننامه این سراسر در

مͬنامند(اشترک G TI-زیرگروه را H آنͽاه ،H ∩Hx = H یا H ∩Hx = ١ ،x ∈ G هر ازای به که

متناهͬ NATI-گروه هستند، TI-زیرگروه آن غیرآبلͬ زیرگروههای تمام که را G متناهͬ گروه بدیهͬ).

توصیف را هستند TI-زیرگروه زیرگروههایشان، همه که گروههای [٧] والز١در نمونه برای دارد. نام

اخیراً کردهاند. بررسͬ را آبلͬ یTIͷ−٢-زیرگروه با گروههای [٢] تیمسفلد٢در و هوشیم است. کرده

ردهبندی را هستند TI-زیرگروه آنها آبلͬ زیرگروههای همه که گروههای [١] در همͺارانش و گئو٣

است. متناهͬ NATI-گروههای مطالعه پایاننامه این هدف بالا، یافتههای از گرفتن ͷکم با کردهاند.

مͬآوریم. بدست غیرپوچتوان و پوچتوان حالت در متناهͬ NATI-گروههای از ردهبندی ͷی ما

پوچتوان گروههای بررسͬ به دوم فصل است. شده آورده مقدماتͬ قضایایͬ تعاریفو اول فصل در

و پوچتوان حالت در را متناهͬ NATI-گروههای سوم فصل در است. شده پرداخته فروبنیوس و

مͬکنیم. ردهبندی غیرپوچتوان

است: گردیده تدوین زیر مقاله اساس بر نامه پایان این

• Lu, J. and Pang, L. A note on TI-subgroups of finite groups. Proc. Indian Academy of
Sciences, Vol. 122, No. 1, pp. 75-77. ( 2012 )

١Walls
٢Hochheim and Timmesfeld

٣Guo

١



١ فصل

مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف

٢



٣ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

مقدمه ١.١

مفاهیم با حدی تا باید خواننده است. شده آورده مقدماتͬ وقضایایͬ لمها تعاریف، فصل این در

است. فرضشده متناهͬ گروه G فصل این سراسر در باشد. داشته آشنایͬ گروه نظریهی مقدماتͬ

بنیادی مفاهیم ٢.١

عوض را X اعضای ترتیب G یا ) مͬکند عمل X ناتهͬ مجموعهی بر G مͬگوییم .١.٢.١ تعریف

هر ازای به که شود متناظر طوری ، xg ∈ X یͺتای عضو ؛ x ∈ X هر و g ∈ G هر به اگر ( مͬکند

باشیم داشته ,g١؛ g٢ ∈ G و x ∈ X

(xg١)g٢ = x(g١g٢)

و

x١ = x.

مͬکند. عمل راست از X بر G شرطها این تحت مͬگوییم کنیم، بیان روشنتر بخواهیم

X بر Gصورت این در .G ⩽ SX و باشد دلخواهͬ ناتهͬ مجموعهی X مͬکنیم فرض .٢.٢.١ مثال

x نͽاره xg ،x ∈ X ازای به و است X −→ X نͽاشت ͷی g ∈ G هر حالت این در مͬکند. عمل

،x١ = x شرط و نͽاشتها ترکیب تعریف موجب به (xg١)g٢ = x(g١g٢) شرط است. g نͽاشت تحت

مͬنامند. X بر G طبیعͬ عمل را عمل این است. برقرار SX از ١ همانͬ عضو تعریف بنابر

نͽاشت g ∈ G هر به صورت این در کند. عمل X مجموعهی بر G مͬکنیم فرض .٣.٢.١ قضیه

جایͽشتͬ نͽاشت این و مͬشود متناظر شده، تعریف ρg : x 7−→ xg ضابطهی با که ، ρg : X −→ X

ͷی شده تعریف ρ : g 7−→ ρg ضابطهی با که ρ : G −→ SX نͽاشت علاوهبراین، است. X از

مͬنامند. گروهͬ عمل این با متناظر G جایͽشتͬ نمایش را همریختͬ این است. همریختͬ

از استفاده با خودش. توی به X از است نͽاشتͬ ρg تعریف، بنابر ،g ∈ G مͬکنیم فرض برهان.

داریم x ∈ X و g١, g٢ ∈ G ازای به ،١.٢.١ تعریف موضوع اصول

xρg١g٢ = x(g١g٢) = (xg١)g٢ = (xρg١)ρg٢ = x(ρg١ρg٢),



۴ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

بنابراین

ρg١g٢ = ρg١ρg٢ . (الف)

داریم ١.٢.١ تعریف موضوع اصول از استفاده با علاوهبراین،

xρ١ = x١ = x,

بنابراین

ρ١ = ١ ∈ SX . (ب)

(ب)؛ و (الف) بنابر

ρgρg−١ = ١ = ρg−١ρg.

(الف) سپس .X از جایͽشت ͷی یعنͬ، است، خودش توی به X از وارونپذیر نͽاشت ͷی ρg لذا

است. SX توی به G از همریختͬ ͷی ρ که مͬدهد نشان

اگر صادق١گوییم، عمل را عمل این کند. عمل X مجموعهی بر G مͬکنیم فرض .۴.٢.١ تعریف

باشد. ͷی به ͷی G متناظر جایͽشتͬ نمایش

مͬدهیم: قرار .x ∈ X باشیم داشته و کند عمل X مجموعهی بر G مͬکنیم فرض .۵.٢.١ قضیه

x پایدارساز که است؛ G از زیرگروهͬ StabG(x) صورت این در .StabG(x) = {g ∈ G : xg = x}

مͬشود. نامیده G در

مͬکنیم فرض . StabG(x) ̸= ∅ بنابراین ،١ ∈ StabG(x) ،١.٢.١ تعریف موجب به برهان.

اینرو از ،xg١ = x = xg٢ صورت این در .g١, g٢ ∈ StabG(x)

x(g١g
−١
٢ ) = (xg١)g

−١
٢ = (xg٢)g

−١
٢ = x١ = x,

.StabG(x) ⩽ G رو این از .g١g−١
٢ ∈ StabG(x) نتیجه در و

صورت این در باشد. G متناظر جایͽشتͬ نمایش ρ و کند، عمل X بر G مͬکنیم فرض .۶.٢.١ لم

Ker ρ =
∩

x∈X StabG(x).

شود. رجوع [ ٩.۴ لم ،[١٠]] به برهان.

صورت این در .x ∈ X همچنین و کند، عمل X مجموعهی بر G مͬکنیم فرض .٧.٢.١ لم

١faithful



۵ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

| G : StabG(x) | = | x مدار |.

Y مͬکنیم فرض و H = StabG(x) مͬدهیم قرار باشد، x مدار معرف X١ مͬکنیم فرض برهان.

صورت این در باشد. G در H راست همدستههای همهی مجموعهی معرف

X١ = {xg : g ∈ G}.

نͽاشت

µ : X١ −→ Y

ضابطهی با را

µ : xg 7−→ Hg (g ∈ G هر ازای (به

.g١, g٢ ∈ G مͬکنیم فرض است. خوشتعریف نͽاشت این که کنیم تحقیق باید مͬکنیم. تعریف

اصول از استفاده با مͬشود. Hg٢ مساوی نیز Hg١ ،xg١ = xg٢ هرگاه که شویم مطمئن است لازم

آنͽاه xg١ = xg٢ هرگاه مͬکنیم مشاهده ١.٢.١؛ تعریف موضوع

x(g١g
−١
٢ ) = (xg١)g

−١
٢ = (xg٢)g

−١
٢ = x١ = x,

بنابراین

g١g
−١
٢ ∈ StabG(x) = H,

بود. مطلوب آنچه ،Hg١ = Hg٢ نتیجه در

رو این از ،g١g−١
٢ ∈ H آنͽاه Hg١ = Hg٢ هرگاه که مͬکنیم ملاحظه عͺس به بهعلاوه؛

x(g١g
−١
٢ ) = x,

بنابراین

xg١ = x((g١g
−١
٢ )g٢) = xg٢

پوشاست، µ که است واضح تعریف موجب به است. ͷی به ͷی نͽاشتͬ µ که مͬدهد نشان این

اینرو از است. دوسویͬ نͽاشتͬ µ واقع در بنابراین

| X١ |=| Y |,

بود. شده ادعا آنچه



۶ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

دارای اگر مͬشود خوانده ترایا١ عمل این کند. Xعمل مجموعهی بر G فرضمͬکنیم تعریف٨.٢.١.

مͬنامند. ناترایا نباشد ترایا(انتقالͬ) که را عملͬ باشد. مدار ͷی تنها

مͬکنیم: تعریف ،x ∈ G هر ازای به باشد. دلخواه گروهͬ G مͬکنیم فرض .٩.٢.١ تعریف

CG(x) = {g ∈ G : gx = xg}.

مͬشود. نامیده G در x مرکزساز زیرگروه این است؛ G زیرگروه ͷی CG(x) که مͬشود تحقیق آسانͬ به

زیرگروهͬ H اگر باشد. | G | اول مقسومعلیه کوچͺترین p و متناهͬ G فرضمͬکنیم .١٠.٢.١ لم

.H ⊴G باشد، G در p شاخص از

شود. رجوع [ ١٨.۴ لم ،[١٠]] به برهان.

مͬکنیم تعریف باشد، گروه ͷی G کنید فرض .١١.٢.١ تعریف

Z(G) =
∩
x∈G

CG(x) = {g ∈ G : gx = xg, ∀ x ∈ G},

x ∈ G اگر داریم نتیجه در مͬدهیم. نمایش Z(G) با و مͬنامیم G مرکز را آن است، G زیرگروه ͷی که

که ،x ∈ Z(H) آنͽاه H = CG(x) و

Z(H) = {h ∈ H : hx = xh,∀ x ∈ H}.

مͬکنیم تعریف و H ≤ G مͬکنیم فرض .١٢.٢.١ تعریف

HG =
∩

x∈G(g
−١Hg).

بزرگترین HG لذا .K ≤ HG آنͽاه ،K ⊴ G که K ≤ H ≤ G هرگاه و HG ⊴ G صورت این در

مͬشود. نامیده G در H درونͬ) (نرمال مغز٢ HG دارد: قرار H در که است G یͺتای نرمال زیرگروه

مجموعهی {Hi : i ∈ I} اگر کلͬ طور به .H ∩K⊴G H⊴G,K⊴Gآنͽاه هرگاه .١٣.٢.١ قضیه

.
∩

i∈I Hi ⊴G آنͽاه باشد G نرمال زیرگروههای از دلخواهͬ

شود. رجوع [ ٨.٣ قضیه ،[١٠]] به برهان.
١transitive
٢core



٧ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

.H ⊴G آنͽاه | G : H |= ٢ و H ≤ G هرگاه .١۴.٢.١ لم

اگر .g−١Hg = H آنͽاه ،g ∈ H اگر .g ∈ G و باشد ٢ برابر G Hدر اندیس فرضمͬکنیم برهان.

همدستهی دو gH Hو همچنین هستند. G Hدر راست همدستهی Hgدو Hو آنͽاه ،g ∈ G−H

.H ⊴G اینرو از .g−١Hg = H هم باز لذا .Hg = gH بنابراین هستند. G در H چپ

اگر گوییم G در مشخصه را G گروه از H زیرگروه باشد. گروه ͷی G فرضمͬکنیم تعریف٢.١.١۵.

H اگر .Hα = {hα : h ∈ H} داریم: آن در که .Hα ≤ H باشیم داشته α ∈ Aut G هر ازای به

مشخصه Hزیرگروه گاه هر .Hα = H ،α مانند خودریختͬ هر ازای به آنͽاه Gباشد، مشخصه زیرگروه

.H char G مͬنویسیم باشد، G

تنها ١, G و G ̸= ١ اگر مͬگوییم ساده را G گروه باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .١۶.٢.١ تعریف

باشند. G نرمال زیرگروههای

.| G/K |=| G | / | K | آنͽاه باشد متناهͬ گروه ͷی G و K ⊴G گاه هر .١٧.٢.١ قضیه

شود. رجوع [ ٢٢.٣ لم ،[١٠]] به برهان.

زیر شͺل به را G در H مرکزساز ، H ≤ G ازای به باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١٨.٢.١ تعریف

مͬکنیم تعریف

CG(H) = {g ∈ G : gh = hg, ∀ h ∈ H}.

.Z(H) ≤ CG(H) ≤ G صورت این در

ماکسیمال زیرگروه Gرا Mاز حقیقͬ زیرگروه باشد. نابدیهͬ Gگروهͬ فرضمͬکنیم تعریف١٩.٢.١.

.M ≨ L ≨ G که باشد نداشته وجود L مانند زیرگروهͬ اگر مͬنامیم، G

.HK ≤ G آنͽاه ،K ⊴G و H ≤ G گاه هر .٢٠.٢.١ قضیه

شود. رجوع [ ٣٨.٣ لم ،[١٠]] به برهان.

زیرگروه M/K صورت این در .K ⊴ G که طوری به ،K ⩽ M < G مͬکنیم فرض .٢١.٢.١ لم

باشد. G از ماکسیمالͬ Mزیرگروه اگر تنها و اگر است G/K از ماکسیمالͬ



٨ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

آنͽاه ،M < L ⩽ G اگر باشد. G/K از ماکسیمال M/Kزیرگروهͬ مͬکنیم فرض برهان.

زیرگروهͬ M اگر حال .L = G لذا ،L/K = G/K فرض بنابر که .M/K < L/K < G/K

.L = G لذا .M < L ⩽ G آنͽاه ،M/K < L/K < G/K و باشد G از ماکسیمال

.HK ⊴G آنͽاه K ⊴G و H ⊴G گاه هر .٢٢.٢.١ قضیه

شود. رجوع [ ٣٩.٣ لم ،[١٠]] به برهان.

G/K زیرگروه هر صورت این در .K ⊴ G مͬکنیم فرض یͺریختͬ). سوم (قضیهی ٢٣.٢.١ قضیه

این در و H ⊴G اگر تنها و اگر H/K ⊴G/K علاوهبراین .K ⩽ H ⩽ G که است H/K شͺل به

صورت،

(G/K)/(H/K) ≃ G/H.

شود. رجوع [ ٣٠.٣ قضیه ،[١٠]] به برهان.

عضو از است عبارت ،G اعضای از g٢ و g١ مرتب زوج ͷی جابهجاگر .٢۴.٢.١ تعریف

.[g١, g٢] = g١
−١g٢

−١g١g٢ ∈ G

صورت این در .g١, g٢ ∈ G مͬکنیم فرض .٢۵.٢.١ قضیه

و ،[g١, g٢] = [g١, g٢]
−١ (الف)

باشند. جابهجایͬپذیر g٢ و g١ اگر وتنها اگر [g١, g٢] = ١ (ب)

شود. رجوع [ ۴٧.٣ قضیه ،[١٠]] به برهان.

است Kعبارت و H با متناظر جابهجاگر صورت این در .H,K ⩽ G فرضمͬکنیم تعریف٢.١.٢۶.

از

[H,K] = ⟨[h, k] : h ∈ H, k ∈ K⟩ ⩽ G.

که است، شده تولید [h, k] جابهجاگرهای وسیلهی به که است زیرگروهͬ [H,K] که مͬکنیم تأکید

.k ∈ K و h ∈ H

معمولا˟ مͬشود، تولید G جابهجاگرهای تمام وسیلهی به که را [G,G]خاص زیرگروه تعریف٢٧.٢.١.

دارد. نام G مشتق گروه و مͬدهند نمایش G′ با



٩ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

.[H,K] = [K,H] صورت این در .H,K ⩽ G مͬکنیم فرض .٢٨.٢.١ قضیه

شود. رجوع [ ۴٩.٣ قضیه ،[١٠]] به برهان.

G یͺتای نرمال زیرگروه کوچͺترین K که باشد داشته K مانند زیرگروه ͷی G اگر .٢٩.٢.١ تعریف

دارد. نام G ماندهی١ͬ G/K صورت این در باشد،

به است، G از K یͺتای نرمال زیرگروه کوچͺترین G′ مشتق گروه ،G گروه هر برای .٣٠.٢.١ قضیه

است. G آبلͬ ماندهیͬ G/G′ لذا است. آبلͬ G/K که طوری

شود. رجوع [ ۵٢.٣ قضیه ،[١٠]] به برهان.

اگر بهویژه، .[H,K] ⩽ H ∩K صورت این در .K ⊴ G و H ⊴ G مͬکنیم فرض .٣١.٢.١ قضیه

است. جابهجایͬپذیر K عضو هر با H عضو هر آنͽاه H ∩K = ١

شود. رجوع [ ۵٣.٣ لم ،[١٠]] به برهان.

در .NG(H) = {g ∈ G : g−١Hg = H} مͬکنیم تعریف و H ⩽ G مͬکنیم فرض .٣٢.٢.١ قضیه

H نرمالساز را NG(H) .J ⩽ NG(H) آنͽاه ،H ⊴ J ⩽ G هرگاه و ،H ⊴NG(H) ⩽ Gصورت این

است. نرمال آن در H که است G یͺتای زیرگروه بزرگترین NG(H) رو این از مͬنامیم. G در

شود. رجوع [ ۵۵.٣ قضیه ،[١٠]] به برهان.

H∩K⊴H صورت این در .K⊴G Hو ⩽ G فرضمͬکنیم یͺریختͬ). دوم (قضیه ٣٣.٢.١ قضیه

و

H/H ∩K ≃ HK/K.

شود. رجوع [ ۴٠.٣ قضیه ،[١٠]] به برهان.

.NG(H) = G اگر تنها و اگر H ⊴G صورت این در .H ⩽ G مͬکنیم فرض .٣۴.٢.١ قضیه

شود. رجوع [ ۵۶.٣ قضیه ،[١٠]] به برهان.

گوییم خودنرمالساز را H زیرگروه .H ⩽ G و باشد گروه ͷی G مͬکنیم فرض .٣۵.٢.١ تعریف

.NG(H) = H هرگاه
١residual



١٠ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

K ⩽ H اگر تنها و اگر H ∪ K ⩽ G صورت این در .H,K ⩽ G مͬکنیم فرض .٣۶.٢.١ نͺته

زیرگروه دو از اجتماعͬ تواند نمͬ G ویژه به .( K یا است H یا H ∪K حالت هر (در H ⩽ K یا

باشد. خود حقیقͬ

صورت به معمولا˟ ⟨H ∪ K⟩ صورت این در .H,K ⩽ G مͬکنیم فرض (الف) .٣٧.٢.١ تعریف

. شود مͬ نامیده K و H الحاق و شده داده نمایش ⟨H,K⟩

است نمایش قابل h١k١h٢k٢ . . . hrkr شͺل به مختلف) راههای به (غالباً ⟨H,K⟩ عضو هر (ب)

.k١, . . . , kr ∈ K و h١, . . . , hr ∈ H و است مثبت صحیح عدد ͷی r آن در که

که است بدیهͬ صورت این در و HK ⩽ G آنͽاه ،K ⊴G و H ⩽ G هرگاه .٣٨.٢.١ لم

.HK = ⟨H,K⟩

شود. رجوع [ ٣٨.٣ لم ،[١٠]] به برهان.

f : G 7−→ G مانند یͺریختͬ هر صورت این در باشد. گروه ͷی G کنید فرض .٣٩.٢.١ تعریف

گروه ͷی تشͺیل توابع ترکیب عمل با G خودریختͬهای همه مجموعهی مͬنامند. خودریختͬ ͷی را

مͬنامند. G خودریختͬهای گروه و مͬدهند نمایش Aut G با را گروه این مͬدهند:

و α ∈ Aut G کنید فرض .۴٠.٢.١ تعریف

H = {g ∈ G : gα = g}.

مͬنامند. α تحت Gثابت نقطه زیرگروه را H صورت این در

.H⊴G,KcharH طوریکه به باشند آن از زیرگروه K,Hدو Gیͷگروه، فرضکنیم .۴١.٢.١ قضیه

.K ⊴G صورت این در

شود. رجوع [ ١۵.٣ لم ،[١٠]] به برهان.

اگر مͬشود ثابت١خوانده نقطه از آزاد α صورت این در .α ∈ Aut G کنید فرض .۴٢.٢.١ تعریف

از «آزاد اصطلاح .gα ̸= g آنͽاه ١ ̸= g ∈ G هرگاه یعنͬ باشد. بدیهͬ α تحت G ثابت نقطه زیرگروه

است طبیعͬ زیرا باشد، زبان از نادرست استفادهی حدی تا شاید است. رایج اصطلاحͬ ثابت» نقطه

از آزاد خودریختͬ ͷی مͬگوییم وقتͬ مͬدارد. نͽه ثابت را همانͬ عضو گروه، ͷی خودریختͬ هر که

ثابت همانͬ، عضو جز به را گروه از نقطهی هیچ خودریختͬ آن که است این منظور است، ثابت نقطه

نمͬدارد. نͽه
١fixed-point-free



١١ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

ͷی ساختار H ×K مجموعهی باشند، دلخواهͬ گروههای K و H کنیم مͬ فرض .۴٣.٢.١ تعریف

کنیم تعریف k, k′ ∈ K و h, h′ ∈ H هر ازای به آنͺه بر مشروط مͬگیرد خود به را گروه

(h, k)(h′, k′) = (hh′, kk′).

و است (١, ١) ، H ×K همانͬ عضو

(h, k)−١ = (h−١, k−١).

مͬنامیم. H,K مستقیم حاصلضرب را گروه این است: گروهͬ چنین این معرف H ×K پس

باشد همریختͬ ͷی φ : H 7−→ AutK و دلخواه گروه دو K و H مͬکنیم فرض .۴۴.٢.١ تعریف

بصورت H ×K دکارتͬ حاصلضرب مͬدهیم.) نشان φh با را φتحت h تصویر ،H از h هر ازای به )

مͬکنیم: تعریف زیر

(h١, k١)(h٢, k٢) = (h١h٢, k١φh٢
k٢).

H مستقیم نیم حاصلضرب را گروه این مͬدهد. گروه ͷی تشͺیل فوق عمل با H × K مجموعهی

H گروه مͬگوییم اصطلاحاً و مͬدهیم نشان K ⋊ H علامت با را آن و مͬنامیم φ عمل تحت K و

مͬکند. عمل φتحت K برگروه

در .G = Hφ ×K مͬدهیم قرار کند؛ عمل K بر φ عمل با مثلا́ H مͬکنیم فرض .۴۵.٢.١ قضیه

صورت این

H ∩K = ١ و G = HK ,G/K ≃ H ,K ⊴G ,H ⩽ G .

است. H به ، K بر G تزویج عمل تحدید K بر H عمل این، بر علاوه

شود. رجوع [ ٩.٩ قضیه ،[١٠]] به برهان.

مͬباشد تعمیمیافته١ کواترنیون گروه دارند وجود که ٢-گروههای مهمترین از ͬͺی .۴۶.٢.١ تعریف

مͬباشد: زیر شͺل به آن نمایش که

Q٢n =< x, y : x٢
n−١

= ١, y٢ = x٢
n−٢
, xy = x−١ >.

١generalized quaternion



١٢ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

زیرگروه هر .که Q٨ یعنͬ مͬباشد ٨ آن مرتبه که مͬباشد، n = ٣ ازای به کواترنیون گروه شناختهترین

مͬباشد. نرمال آن در آن

Q٨ =< a, b : a۴ = ١, b٢ = a٢, b−١ab = a−١ >.

و x ∈ X مͬکنیم فرض کند. عمل X مجموعهی بر ترایا طور به G مͬکنیم فرض .۴٧.٢.١ قضیه

مجموعهی در Gراست از ضرب عمل با X بر G عمل صورت این در .H = StabG(x) مͬدهیم قرار

است. همارز G در H راست همدستههای

شود. رجوع [ ٢٠.۴ قضیه ،[١٠]] به برهان.

صورت این در . g ∈ G و H ⩽ G مͬکنیم فرض .۴٨.٢.١ تعریف

Hg = {g−١hg : h ∈ H}

مͬشود. نامیده G در H مزدوج که است G از زیرگروهͬ

هر ازای به و باشد ترایا عمل این اگر مͬخوانیم منظم را X مجموعهی بر G عمل .۴٩.٢.١ تعریف

.StabG(x) = ١, x ∈ X

است. صادق منظم، عمل ͷی که مͬشود نتیجه تعریف این از

مͬنامیم یpͷ-گروه را G گروه باشد. اول عدد ͷی p و گروه ͷی G فرضمͬکنیم .۵٠.٢.١ تعریف

در گوییم یpͷ-زیرگروه را G از H زیرگروه باشد. p از مثبتͬ توان G عضو هر مرتبهی که صورتͬ در

باشد. یpͷ-گروه خود H که صورتͬ

. Z(G) ̸= ١ آنͽاه است، مثبتͬ صحیح عدد n که ، | G |= pn هرگاه .۵١.٢.١ قضیه

شود. رجوع [ ٢٨.۴ قضیه ،[١٠]] به برهان.

است. آبلͬ p٢ مرتبهی هرگروه .۵٢.٢.١ قضیه

شود. رجوع [ ٣٠.۴ لم ،[١٠]] به برهان.

دارد، p مرتبهی Z(G) آنͽاه باشد. p٣ مرتبهی ناآبلͬ گروه ͷی G مͬکنیم فرض .۵٣.٢.١ قضیه

است. Z(G) = G′ و مقدماتͬ آبلͬ G/Z(G)



١٣ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

خواهد p٣ یا p٢ ،p برابر Z(G) مرتبهی لذا .| Z(G) |≠ ١ پس است، p-گروه ͷی G چون برهان.

است. تناقض ͷی که بود خواهد آبلͬ Gگروهͬ لذا .G = Z(G) آنͽاه ،| Z(G) |= p٣ اگر بود.

مͬباشد آبلͬ G پس است. دوری G/Z(G) نتیجه در ،| G/Z(G) |= p آنͽاه ،| Z(G) |= p٢ اگر

.| G/Z(G) |= p٢ صورت این در .| Z(G) |= p باشیم داشته باید لذا مͬباشد. تناقض نیز این و

،Z(G) زیرگروههای تنها و | Z(G) |= p چون .G′ ⩽ Z(G) نتیجه در و است آبلͬ G/Z(G) لذا

بنابراین است. تناقض این و است آبلͬ G آنͽاه ،G′ = ١ اگر صورت این در مͬباشند، Z(G) و ١

شد. ثابت حͺم و G′ = Z(G)

صورت این در . H ⩽ G و باشد گروه ͷی G مͬکنیم فرض (نرمالساز-مرکزساز). ۵۴.٢.١ قضیه

CG(H)⊴NG(H) (الف)
نشاند.١ AutH در مͬتوان را NG(H)/CG(H) خارجقسمتͬ گروه (ب)

.hg ∈ H داریم g ∈ NG(H) ،h ∈ H هر ازای به ،H⊴NG(H) (٣٢.٢.١ قضیه (بنابر چون برهان.

جایͽشتͬ نمایش σ مͬکنیم فرض مͬکند. عمل تزویج راه از H بر NG(H) که است واضح پس

،g ∈ NG(H) هر ازای به بنابراین باشد، NG(H) متناظر

gσ : h 7−→ hg h ∈ H هر ازای به

اینرو از

Ker σ = {g ∈ NG(H) : hg = h, ∀ h ∈ H}

= {g ∈ NG(H) : hg = gh, ∀ h ∈ H}

= CG(H) , CG(H) ⩽ NG(H) زیرا

همریختیها، بنیادی قضیهی بنابر اینرو از

CG(H)⊴NG(H) و Im σ ∼= NG(H)/CG(H).

است، H از خودریختͬ ͷی gσ واقع در .H از است جایͽشتͬ gσ ،g ∈ NG(H) هر ازای به

آنͽاه h١, h٢ ∈ H اگر زیرا

(h١h٢)
g = g−١h١h٢g = g−١h١gg

−١h٢g = hg١h
g
٢.

Aut H در مͬتوان را NG(H)/CG(H) نتیجه در و AutH از است زیرگروهͬ Im σ اینرو از

نشاند.
١embedded



١۴ مقدماتͬ وقضایایͬ تعاریف .١ فصل

است. آبلͬ Aut G ,G دوری هرگروه ازای به (الف) .۵۵.٢.١ لم

.| AutG |= p− ١ آنͽاه | G |= p هرگاه (ب)

مشخص g بر اثرش Gبهوسیلهی از α هرخودریختͬ صورت این در .G =< g > مͬدهیم قرار برهان.

این در .r, s ∈ Z آن در که gβ = gs و gα = gr مثلا́، با، α, β ∈ Aut G مͬکنیم فرض مͬشود.

صورت

gαβ = (gr)β = grs = gsr = (gs)α = gβα.

لذا .αβ = βα که مͬشود نتیجه دارند، g بر واحدی اثر G از βα و αβ خودریختͬهای چون

رسید. اثبات به (الف) و است. آبلͬ Aut G

ͷی ،r خاص صحیح عدد هر ازای به صورت این در باشد. متناهͬ G که مͬکنیم فرض ͷاین

باشیم داشته آنͺه بر مشروط فقط ، gα = gr بهقسمͬکه داشت خواهد وجود G از α خودریختͬ

بنابراین داشت، خواهد وجود gr برای انتخاب p− ١ آنͽاه o(g) = p هرگاه .o(gr) = o(g)

.| AutG |= p− ١

ͷی K و تام)، باشد(گروه منطبق خود مشتق گروه بر که باشد گروهͬ G هرگاه (الف) .۵۶.٢.١ لم

.K ⩽ Z(G) آنͽاه باشد G دوری نرمال زیرگروه

G نرمال زیرگروه ͷی K و | G | اول مقسومعلیه کوچͺترین p متناهͬ، گروه ͷی G هرگاه (ب)

.K ⩽ Z(G) آنͽاه باشد، p مرتبهی از

شود. رجوع [ ٣٩.۴ لم ،[١٠]] به برهان.

ثابت زیرمجموعهی صورت این در کند. عمل X مجموعهی بر G مͬکنیم فرض .۵٧.٢.١ تعریف

صورت به Xنقطهی١

FixX(G) = {x ∈ X : xg = x, ∀ g ∈ G} = {x ∈ X : StabG(x) = G},

مͬشود. تعریف

در کند. عمل X متناهͬ مجموعهی بر که باشد متناهͬ p-گروه ͷی G مͬکنیم فرض .۵٨.٢.١ لم

صورت این

| FixX(G) |≡ | X | ( p .(پیمانه
١fixed point subset


