




رياضی علوم دانشکده
کاربردی رياضی گروه

ارشد کارشناسی پايان�نامه
عددی آناليز گرايش کاربردی، رياضی رشته

نوع غيرخطی و خطی انتگرال معادلات دستگاههای عددی حل

دلتا پايه توابع از استفاده با دوم

راهنما: استاد

قاسمی مهدی دکتر

مشاور: استاد

وحدتی سعيد دکتر

پژوهشگر:

باصيری احمدی الهه

۱۳۹۱ مهر



ابتکارات مطالعات، نتايج و مرتبط مادي حقوق کليه
نامه پايان اين موضوع تحقيق از ناشی نوآوري�هاي و

است. شهرکرد دانشگاه به متعلق



عاॴقඓࣂࡣت،او࠙࡭قا॥ت. ඼ෙय़بانඓࣂࡣت،او඼ෙय़با਩یا॥ت.೯دا ੻࣓ࠝمඓࣂࡣت،اوഎࠝ࢟تا॥ت.೯دا ೯دا
.௤زیඵ෇و৔॒مالච໔مඟینࢂਗ଒هایమଽభ଒مলیا঻یਘرموراඵවکارଘଡنداঃدඟ໕࡫مراিع࢙موداଡچࢉو଒شاৣمدهিࣨونਯدایا!ا೯-

���-୏وردگارا!ଘૼنا৷مانوඟ໔اਦیده଒آنଦراऑ଒قਗیداৣمଘخاජໍآن঴ଦدਗیداষند،঍࣎ماننൊ࣒م.
ТЗواز৔هஔభଡازا඼່راໆ଒مफ़راهآندଘندموࣼ࡫مণඟ໕یارീয࣒م঍شد༙عীوऒشিگاهدا ازاଌن৔଒وا਩یدادیหازپا৾ -୏وردگارا!

آدज़ࢹتد༙ع঍࣒م.
.ଘآن଒اآندهජ໑!دایا೯-

ৎقد৤مग़ଘقدسশୃ࣒مభز৯دਛی:ධෂஉرمතअرت೺ख़مد(ص)
ৎقد৤مଘآ඼່یدگاراৣم:৮دروماభم

ඟ໊دمୀا৤م پا৤مر৆ࡈتوଦଽآرزو ଘت८داଦଽ یاলم. ત඼່หت୏واز ঝ࡭ود ඼ෙय़باৣم:او଒آࠪوشज़ඟ໋شرا ৮در ଘم৤قدৎ
اوॻ଒ࣄ൏ند୓یاජ໑وزمرا঳ଘھایণیاਘیड़و୓وජໍاوت او଒৳ماماජ໑وز୓یૼنূࡐࡪمدୌوز୓یازد॥تر૛भهاشا॥ت. ऒوا॥ت.

ز৯د౷ࣂشୀا৤مଘارग़غانآوردها॥ت.
ऒوا॥ت.اوথ଒ذ८ت، اජ໑وزජ໑ااز೯دا ৎقد৤مଘماସభ୍م:آرامجاৣمو඼ෙय़بانୃازૼنଘૼن.اوষభ଒یاীش୓یدୌوزش،�
را॥تদو،� ا৔ඟ໋و ام. اඟ໋اජ໑وزච໔را॥تਖ৶یদو৤م඼ෙ঳آنا॥تච໔را॥تاز৔وఖه ،భما ازଽآنਖ৶ଦی৔وانথذ८ت.

را॥ت৖و،را॥تஃورا॥تدଌنಪࣤودیૼنازراਠণیୀاਠণیඵ෇଒زیਖ৶یداീি࣎م.
ঃند ख़࡛ࢴت୓یਟی৒భࡂش඼ෙ঳ه از৔୏و ایاز౼ࣁسঙ଒඼ෙय़ࢤواره ૛ত඼່ه ऒواସଽ୍مੀ७ناز، ৎقد৤مଘزশباশୃ࣒مభز৯دਛی:

রودهام.اوষ଒یൊࣄਠ൏یوॣعاد়شБЗرනවرଌنآرزویقਞൎیૼنا॥ت.

ইسا਩ی଒دوඋࢾشاندارم. وৎقد৤مૡঙଘه

آ



ا৯د૙ীهام ୏وردگارБЗرگراड़଒وඞඁࢌا৯دীുیدنوঁذتآड़و౻ಶنرا঻ଘندگاিشࠝطاड़඼່ود،شاඟ໊وণپاسࢂචارم.কماو଒دণتاৣمرا৔وان،�
یدหکاریرا଒باฬمویاداوآغازඟ໊دهরودمభساଢاॸطاف೯داو৯دیاشଘپایانୀم. راঝشاীشودॿمراධ්رو೺ূملমࡑു

باॵم. ازراهرণیدهاملازمਗیداৣمازସ୍ا਩یభ଒اଌنراهیار৤م৶ࢤودها৯د،෼لพ়ࢁඟوदدردا਩یرادا૛তه اਯࣨونଘ଒اଌنජ໑ح૤ه

ଘૼنارزا਩ی ड़وඞඁࢌرا شاඟ໊م଒اଌندو ീ঒࣎مو୏وردگارمرا ৮درБЗرদوارم ॠد৘ونماభدॼ࡬وزو ূࡗજیلاৠم଒৳مامز৯دজ࣓مرا ඛ঺ھا ଡ
دا८تభหدامان඼ෙय़୏شان୏ورشیاলم.ड़وनࡺࢹت৤୓مراభ৳مامජ໑اउلز৯دਛیওජ໑ونزॐماتوतداکاریخاৗوادهامਗیداৣم.

ज़شاورارേ॒ندم ৎقد৤ماণتادراঘ࣒مایඟ໋اঃ࣓مপنابآ༚یدන඿رय़ھدیਖॶ༚یواণتاد بالاଌୃنජ໑ا঺ࢋदدردا਩یوণپاسرا

পنابآ༚یدන඿رൌॣیدو೮دਦی،ਗی৶ما৤مభ଒دورانূࡗજی࢙م،�او༚تارزേॷندشانراਟیॡ஑ضا૓৒هایభا౻ංیارم৩ھاد৯دو
ਟیୃدیددا૛ീিه୓یऒودراॠد৘ونزॐماتਟی৒భࡂشانਗیداৣم.

اॐمدیباඵ්ری ا૥ঀه
۱۳۹۱඼ෙय़

ب



چͺيده

عددی روش ͷی ،(DFs) دلتا پایهای توابع از استفاده با و شدهاست تدوین فصل پنج در پایاننامه این

مͬدهد. ارایه خطͬ غیر و خطͬ انتͽرال معادلات دستͽاههای حل برای

بررسͬ و معرفͬ به سپس آورد. خواهیم تابعͬ و حقیقͬ آنالیز از اولیهای قضایای و تعاریف ابتدا، در

و فردهلم ولترا، انتͽرال معادلات دستͽاه جواب DFs از استفاده با و پرداخته دلتا توابع مهم ویژگͬهای

دستͽاه ماتریسها، ضرب و جمع توابع، از نمونهگیری با تنها روش این مͬزنیم. تقریب را ولترا-فردهلم

به همچنین، ما مͬکند. تبدیل معادل، غیرخطͬ یا خطͬ جبری معادلات دستͽاه ͷی به را انتͽرال معادلات

در است. O(h۲) روش همͽرایͬ مرتبه که مͬدهیم نشان و پرداخته خطا تحلیل و همͽرایͬ سرعت بحث

دیͽر، روش چند عددی نتایج با را آنها برای آمده بهدست عددی نتایج و آورده عددی مثال چند نهایت،

مͬکنیم. مقایسه

معادلات دستͽاه ولترا، انتͽرال معادلات دستͽاه فردهلم، انتͽرال معادلات دستͽاه : کلیدی کلمات

. غیرخطͬ و خطͬ جبری معادلات دستͽاه همͽرایͬ، و خطا تحلیل دلتا، توابع ولترا-فردهلم، انتͽرال

ج



تصاویر لیست

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ۳ برای دلتا مولفهای توابع ١.٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . n = ۴ برای دلتا مولفهای توابع ٢.٢

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٣.٣ مثال تقریبͬ و دقیق جوابهای نمودار ١.٣

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.٣ مثال برای خطا نمودار ٢.٣

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.٣ مثال تقریبͬ و دقیق جوابهای نمودار ٣.٣

٧٢ . . . . . . . . (n = ۱۰) دلتا توابع روش از حاصل تقریبͬ و دقیق جوابهای نمودار ١.۴

٧٢ . . . . . . . . . . . آدومین تجزیه روش از حاصل تقریبͬ و دقیق جوابهای نمودار ٢.۴

٧٢ . . . . . . . . یافته اصلاح آدومین روش از حاصل تقریبͬ و دقیق جوابهای نمودار ٣.۴

٧٣ . . . . . . . . (n = ۱۰) دلتا توابع روش از حاصل تقریبͬ و دقیق جوابهای نمودار ۴.۴

٧٣ . . . . . . . . . . . آدومین تجزیه روش از حاصل تقریبͬ و دقیق جوابهای نمودار ۵.۴

٧٣ . . . . . . . . یافته اصلاح آدومین روش از حاصل تقریبͬ و دقیق جوابهای نمودار ۶.۴

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.۴ مثال تقریبͬ و دقیق جوابهای نمودار ٧.۴

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.۴ مثال تقریبͬ و دقیق جوابهای نمودار ٨.۴

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴.٣.۴ مثال تقریبͬ جوابهای نمودار ٩.۴

٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٢.۵ مثال برای خطا نمودار ١.۵



جداول لیست

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٣.٣ مثال برای عددی نتایج ١.٣

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . ١.٣.٣ مثال برای خطا قدرمطلق بالای کران ترین ͷکوچ ٢.٣

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.٣ مثال برای عددی نتایج ٣.٣

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.٣ مثال برای عددی نتایج ۴.٣

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . ٣.٣.٣ مثال برای خطا قدرمطلق بالای کران کوچͷترین ۵.٣

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٣.۴ مثال برای عددی نتایج ١.۴

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.۴ مثال برای عددی نتایج ٢.۴

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٣.۴ مثال برای عددی نتایج ٣.۴

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . ١.٢.۵ مثال برای خطا قدرمطلق بالای کران کوچͷترین ١.۵

٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٢.۵ مثال برای عددی نتایج ٢.۵

٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٢.۵ مثال برای عددی نتایج ٣.۵



مطالب فهرست

١ تصاویر لیست

٢ جداول لیست

۵ پیشͽفتار

٧ نمادها فهرست

٨ مقدمات ١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه قضایای و مفاهیم ١.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتͽرال معادلات تاریخچه ٢.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتͽرال معادلات بر مقدمهای ٣.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتͽرال معادلات بندی دسته ۴.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ فردهلم انتͽرال معادلات ١.۴.١

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ ولترای انتͽرال معادلات ٢.۴.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل - انتͽرال معادلات ٣.۴.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منفرد انتͽرال معادلات ۴.۴.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هستهها انواع ۵.١

٢٢ دلتا توابع ٢

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلتا توابع معرفͬ ١.٢

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلتا توابع ویژگͬهای ٢.٢

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلتا توابع بردارهای ویژگͬهای ٣.٢

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلتا توابع برحسب توابع بسط ۴.٢

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . دلتا توابع برحسب متغیره ͷی توابع بسط ١.۴.٢

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلتا توابع برحسب متغیره دو توابع بسط ٢.۴.٢



۴ مطالب فهرست

٣۴ خطا تحلیل و همͽرایͬ دوم، نوع خطͬ انتͽرال معادلات دستͽاههای عددی حل ٣

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . دوم نوع خطͬ انتͽرال معادلات دستͽاههای عددی حل ١.٣

٣۴ . . . . . . . . . دوم نوع خطͬ فردهلم انتͽرال معادلات دستͽاه عددی حل ١.١.٣

٣٧ . . . . . . . . . دوم نوع خطͬ ولترای انتͽرال معادلات دستͽاه عددی حل ٢.١.٣

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا تحلیل و همͽرایͬ ٢.٣

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثالهای ٣.٣

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج تفسیر ۴.٣

۶۴ غیرخطͬ فردهلم و ولترا انتͽرال معادلات دستͽاههای عددی حل ۴

۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ فردهلم انتͽرال معادلات دستͽاه عددی حل ١.۴

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ ولترای انتͽرال معادلات دستͽاه عددی حل ٢.۴

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثالهای ٣.۴

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج تفسیر ۴.۴

٨٠ ولترا�فردهلم انتͽرال معادلات دستͽاه عددی حل ۵

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ ولترا-فردهلم انتͽرال معادلات دستͽاه عددی حل ١.۵

٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی مثالهای ٢.۵

٨٨ مراجع

٩٠ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٩٢ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه



پیشͽفتار

منجر انتͽرال معادلات دستͽاه ͷی حل به ... و مهندسͬ شیمͬ، ،ͷفیزی رشتههای در مسایل از بسیاری

برای ١ بابلیان است. شده ارایه انتͽرال معادلات دستͽاههای حل برای عددی روش چندین تاکنون مͬشود.

آدومین ،[۶ ،۵] تجزیه های روش از ولترا-فردهلم و ٣ ولترا ،٢ فردهلم انتͽرال معادلات دستͽاههای حل

توابع ،[٢٨ ،٢٢] بسط روشهای از ۴ مالͷنژاد است. کرده استفاده [٣٣] آدومین مجدد شروع و [٨]

روش و [٢۶] رون͹-کوتا ،[٢۵] نیستروم و تصویری ،[٢۵] عملیاتͬ ماتریسهای ،[٢٣] هار شدهی گویا

روشهای مقایسهی به [٢۴] در و کرده استفاده دستͽاههایͬ چنین عددی حل برای [٢٧] بلاک-پالس توابع

اسپلاینͬ هممحلͬ های روش پرداختهاست. انتͽرال معادلات دستͽاههای حل برای آدومین و تصویری

،[٣۵] تجزیه و [٣٠ ،٢٩] هممحلͬ -ͷسین ،[٣٧ ،١٩] هموتوپͬ اختلال ،[١٨] ۶ تاو -۵ نیوتون ،[١٢]

و فردهلم ولترا، انتͽرال معادلات دستͽاههای حل برای اخیر سالهای در که هستند روشهایͬ جمله از نیز

ارایه فردهلم انتͽرال معادلات دستͽاه حل برای ساده روش ͷی ،[١۶] در شدهاند. استفاده ولترا-فردهلم

بسط برای پایه توابع از مجموعه ͷی انتͽرال، معادلات دستͽاه حل برای عددی روشهای اکثر در شدهاست.

ͷی یا مناسب تصویری روش ͷی و انتͽرال معادلات دستͽاه معلوم) امͺان صورت در (و مجهول جملات

خطͬ جبری معادلات دستͽاه به انتͽرال معادلات دستͽاه آن نتیجهی در که مͬشود، استفاده مسقیم روش

مͬشود. تبدیل معادل غیرخطͬ یا

دستͽاههای عددی حل به دلتا پایه توابع از استفاده با است، فصل پنج شامل که نامه پایان این در

تعاریف و پرداخته انتͽرال معادلات تاریخچه بررسͬ و معرفͬ به اول، فصل در مͬپردازیم. انتͽرال معادلات

این ویژگͬهای بررسͬ و دلتا توابع معرفͬ به دوم فصل در آورد. خواهیم حقیقͬ آنالیز از اولیهای قضایای و

سوم فصل در مͬپردازیم. بسط، این از ناشͬ خطای و متغیره دو و ͷی توابع بسط در توابع این کاربرد و توابع

تحلیل همͽرایͬ، بحث خطͬ، فردهلم و ولترا انتͽرال معادلات دستͽاههای حل به دلتا، توابع از استفاده با

روش، همͽرایͬ مرتبه و دقت شدن روشن برای همچنین مͬپردازیم. شده، ارایه روش همͽرایͬ مرتبه و خطا

دستͽاههای عددی حل به چهارم، فصل در مͬکنیم. سازی پیاده عددی مثال چند روی را فصل این نتایج
١Babolian
٢Fredholm
٣Volterra
۴Maleknejad
۵Newton
۶Tau



۶ پیشͽفتار

پنجم، فصل در مͬپردازیم. عددی مثال چند ارایهی و دوم نوع غیرخطͬ فردهلم و ولترا انتͽرال معادلات

روش، این از استفاده با و داده ارایه ولترا-فردهلم انتͽرال معادلات دستͽاه حل برای جدیدی عددی روش

مͬپردازیم. مثالهایͬ عددی حل به



نمادها فهرست

۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلتا توابع بردار ∆(.)

۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا تابع β(., .)

۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما تابع Γ(.)

ج . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلتا توابع DFs

۲۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترانهاده [...]T

۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حد lim

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی n اقليدسی برداری فضای Rn

۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . z مختلط عدد حقيقی قسمت ℜ(z)

۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالا کران کوچکترين sup

۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموع ∑
۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حقيقی اعداد مجموعه R

۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . طبيعی اعداد مجموعه N

۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرالپذير مربعی توابع مجموعه L۲

۱۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگرايی مرتبهی O(.)

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . g مختلط تابع مزدوج g∗

۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دلتا توابع بردار ام i مولفهی ∆i(.)

۱۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم ∥.∥

۲۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L۲ نرم ∥.∥۲

۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . يکنواخت نرم ∥.∥∞



١ فصل

مقدمات

بخش در مͬپردازیم. بعدی فصلهای برای نیاز مورد مقدمات و قضایا تعاریف، بیان به فصل این در

این مطالب عمده مͬشویم. یادآور را پایه ریاضیات و عددی آنالیز حقیقͬ، آنالیز از ابتدایͬ مفاهیم برخͬ اول

است. شده گردآوری [٣۶ ،٣٢ ،٢١ ،٢٠ ،١٧ ،١١ ،٣ ،٢ ،١] منابع از فصل

پایه قضایای و مفاهیم ١.١

زیر خاصیت سه از که d : X ×X −→ R مانند است تابعͬ X ناتهͬ مجموعه بر متر ͷی .١.١.١ تعریف

: است برخوردار

،d (x, y) = ۰ اگر فقط و اگر x = y و d (x, y) ≥ ۰ ،x, y ∈ X هر ازای به (١)

،d (x, y) = d (y, x) ،x, y ∈ X هر ازای به (٢)

مثلثͬ). (نامساوی d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y) ،x, y, z ∈ X هر ازای به (٣)

فاصله با همراه Rn اقلیدسͬ فضای مثال عنوان به دارد. نام متری فضای ͷی (X, d) جفت صورت این در

متری فضای ͷی Rn در y = (y۱, ..., yn) و x = (x۱, ..., xn) ازای به d (x, y) =
[

n∑
i=۱

(xi − yi)
۲
] ۱

۲

دارد. نام اقلیدسͬ فاصله Rn بر d فاصلهی است.

این در .E ⊂ Y ⊂ X که مͬگیریم نظر در چنان را E مجموعهی و Y و X متری فضاهای .٢.١.١ قضیه

باشد. فشرده Y به نسبت E اگر فقط و اگر است فشرده X به نسبت E صورت،

شود. مراجعه [٣٢] به برهان.

ϵ > ۰ هر ازای به اگر دارد نام ١ کشͬ دنباله ͷی (X, d) متری فضای از {xn}∞n=۱ دنباله .٣.١.١ تعریف

.d (xn, xm) < ϵ باشیم داشته ،n, m > n۰(ϵ) هر ازای به بهطوریکه باشد موجود n۰(ϵ) مانند عددی

Cauchy١



٩ پایه قضایای و مفاهیم ١.١

است. کشͬ دنبالهی ͷی همͽرا دنبالهی هر ،X متری فضای هر در .۴.١.١ قضیه

شود. مراجعه [٣٢] به برهان.

Rn اقلیدسͬ فضای دارد. نام تام باشد، همͽرا کشͬ دنبالهی هر آن در که متری فضای ͷی .۵.١.١ تعریف

است. تام متری فضای اقلیدسͬ، فاصله با همراه

مجموعهی بر f مانند تابعͬ به نقطه به نقطه بهطور حقیقͬ توابع از {fn}∞n=۱ دنبالهی گوییم .۶.١.١ تعریف

باشد موجود n۰(ϵ, x) مانند مثبتͬ صحیح عدد x ∈ E هر و ϵ > ۰ هر ازای به هرگاه همͽراست E

.|fn (x )−f (x )|< ϵ باشیم داشته ،n ≥ n۰(ϵ, x) هر ازای به بهطوریکه

مجموعهی بر f مانند تابعͬ به یͺنواخت بهطور حقیقͬ توابع از {fn}∞n=۱ دنبالهی گوییم .٧.١.١ تعریف

ازای به بهطوریکه باشد موجود n۰(ϵ) مانند مثبتͬ صحیح عدد ϵ > ۰ هر ازای به هرگاه همͽراست E

یͺنواخت، همͽرایͬ که است واضح .|fn (x)− f (x)| < ϵ باشیم داشته ،x ∈ E هر و n ≥ n۰(ϵ) هر

مͬکند. ایجاب را نقطه به نقطه همͽرایͬ

بر شده تعریف حقیقͬ توابع از {fn}∞n=۱ دنبالهی ( یͺنواخت همͽرایͬ برای کشͬ ͷمح ) .٨.١.١ قضیه

n۰(ϵ) مانند صحیحͬ عدد ϵ > ۰ هر ازای به اگر فقط و اگر همͽراست E بر یͺنواخت بهطور E مجموعهی

.|fn (x )−fm(x )| < ϵ باشیم داشته ،x ∈ E هر و n, m ≥ n۰(ϵ) هر ازای به بهطوریکه باشد موجود

شود. مراجعه [٣٢] به برهان.

کنیم: فرض .٩.١.١ قضیه

lim
n→∞

fn (x) = f (x) ,

مͬدهیم: قرار باشد. برقرار E مجموعهی در x هر برای

Mn = sup
x∈E

|fn (x)− f (x)| ,

اگر: فقط و اگر است همͽرا E بر f به یͺنواخت طور به {fn}∞n=۱ صورت این در

lim
n→∞

Mn = ۰.

شود. مراجعه [٣٢] به برهان.

همͽرا f به یͺنواخت بهطور و باشد E مجموعه بر پیوسته توابع از دنبالهای {fn}∞n=۱ هرگاه .١٠.١.١ قضیه

بود. خواهد پیوسته E بر f آنگاه باشد،

شود. مراجعه [١] به برهان.



١٠ مقدمات .١

گوییم شدهاند. تعریف E مجموعه بر که باشد توابع از دنبالهای {fn}∞n=۱ کنیم فرض .١١.١.١ تعریف

باشد، کراندار x ∈ E هر ازای به {fn (x)}∞n=۱ دنبالهی هرگاه است کراندار نقطه به نقطه E بر {fn}∞n=۱

بهطوریکه: باشد موجود شده، تعریف E بر که ،ϕ چون متناهͬ مقادیر با تابعͬ یعنͬ

|fn (x)| < ϕ (x) , (x ∈ E, n = ۱, ۲, . . .) .

بهطوریکه: باشد موجود M مانند مثبتͬ عدد هرگاه است کراندار یͺنواخت بهطور E بر {fn}∞n=۱ گوییم

|fn (x)| < M, (x ∈ E, n = ۱, ۲, . . .) .

E بر را شدهاند تعریف X متری فضای از E مجموعهی بر که توابعͬ از F خانواده .١٢.١.١ تعریف

وقت هر x, y ∈ E هر ازای به بهطوریکه باشد مثبتͬ ی δ ،ϵ > ۰ هر ازی به هرگاه گوییم، همپیوسته

باشیم: داشته f ∈ F هر ازای به آنگاه ،d (x, y) < δ

|f (x )−f( y )| < ϵ.

یͺنواخت بهطور همپیوسته، خانواده ͷی عضو هر که است واضح است. X متر دهندهی نشان d اینجا در

است. پیوسته

این در پیوستهاند. K در که باشد توابع از خانوادهای F و فشرده مجموعهای K کنید فرض .١٣.١.١ قضیه

ارزند: هم زیر گزارههای صورت

است. همپیوسته و یͺنواخت کراندار K در F خانواده (١)

است. K در یͺنواخت همͽرای دنبالهی زیر ͷی دارای F از دنباله هر (٢)

شود. مراجعه [٣٢] به برهان.

و ،x, y ∈ X هر ازای به هرگاه نامند برداری فضای ͷی را X ⊆ Rn ناتهͬ مجموعهی .١۴.١.١ تعریف

باشیم: داشته ،c اسͺالر هر

x+ y ∈ X, cx ∈ X.

c۱x۱ + · · · + ckxk بردار باشند، اسͺالرهایͬ c۱, . . . , ck و x۱, . . . , xk ∈ Rn اگر .١۵.١.١ تعریف

باشد، S عناصر خطͬ ترکیبات تمام مجموعه E و S ⊆ Rn اگر است. x۱, . . . , xk از خطͬ ترکیب ͷی

است. S پیمای E یا مͬپیماید را E ،S مͬگوییم

مͬنامند خطͬ مستقل را {x۱, . . . , xk} مجموعهی .x۱, . . . , xk ∈ Rn کنیم فرض .١۶.١.١ تعریف

صورت، این غیر در .c۱ = · · · = ck = ۰ که کند ایجاب c۱x۱ + · · · + ckxk = ۰ رابطهی هرگاه

مͬنامند. خطͬ وابسته را {x۱, . . . , xk}

خواهد نام پایه ͷی بپیماید، را X که X برداری فضای خطͬ مستقل مجموعهی زیر هر .١٧.١.١ تعریف

داشت.



١١ پایه قضایای و مفاهیم ١.١

صورت: به را X برداری فضای در g و f مختلط توابع داخلͬ ضرب .١٨.١.١ تعریف

(f, g) =

∫ b

a
f (t) g∗ (t) dt,

گردد. حذف باید g روی بر مختلط مزدوج علامت باشند حقیقͬ g و f توابع هرگاه مͬکنند. تعریف

خاصیت سه در هرگاه نامند نرم ͷی را X برداری فضای بر شده تعریف ∥.∥ حقیقͬ تابع .١٩.١.١ تعریف

کند: صدق زیر

،x = ۰ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ۰ و ∥x∥ ≥ ۰ ،x ∈ X هر ازای به (١)

،∥αx∥ = |α| . ∥x∥ ،α ∈ R هر و x ∈ X هر ازای به (٢)

مثلثͬ). (نامساوی ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ X هر ازای به (٣)

مͬنامند. نرمدار فضای ͷی فقط یا نرمدار برداری فضای ͷی را ∥.∥ نرم به مجهز X برداری فضای

از مͬکنیم. تعریف d (x, y) = ∥x− y∥ صورت به ∥.∥ نرم برحسب متر ͷی X نرمدار برداری فضای بر

است. X بر متر ͷی d (x, y) که مͬشود معلوم نرم خواص

،limn→∞ ∥x− xn∥ = ۰ اگر است x به نرم در همͽرا X در {xn}∞n=۱ دنبالهی گوییم .٢٠.١.١ تعریف

باشد. x به همͽرا نرم وسیله به شده القا نرم به نسبت {xn}∞n=۱ اگر یعنͬ

باناخ فضای ͷی است، تام نرماش وسیلهی به شده القا متر به نسبت که X نرمدار فضای .٢١.١.١ تعریف

مانند عنصری X از {xn}∞n=۱ کشͬ دنبالهی هر ازای به اگر است باناخ فضای ͷی X یعنͬ دارد. نام ٢

متری فضاهای از خاصͬ نمونههای باناخ فضاهای لذا .limn→∞ ∥x− xn∥ = ۰ بهطوریکه باشد x ∈ X

هستند. تام

فقط (یا خطͬ عملگر ͷی را Y برداری فضای بهتوی X برداری فضای از T نͽاشت .٢٢.١.١ تعریف

:c۱, c۲ ∈ R هر و x۱, x۲ ∈ X هر ازای به هرگاه مͬنامند عملگر)

T (c۱x۱ + c۲x۲) = c۱T (x۱) + c۲T (x۲) .

T (x) بهجای ،T بودن خطͬ صورت در اغلب مͬکند. صدق T (۰) = ۰ در خطͬ عملگر هر که کنید توجه

کرد. خواهیم استفاده دو هر نرم برای ∥.∥ علامت از باشند نرمدار فضای دو Y و X هرگاه .T x مͬنویسند

صورت این در باشد. دار نرم فضای دو بین خطͬ عملگر ͷی T : X −→ Y کنیم فرض .٢٣.١.١ تعریف

با: T نرم

∥T ∥ = sup
x∈X
x̸=۰

∥T x∥
∥x∥

= sup
x∈X
∥x∥≤۱

∥T x∥ . (١.١)

Banach٢



١٢ مقدمات .١

مͬشود. تعریف

عملگر ͷی T ،∥T ∥ = ∞ اگر البته ) دارد نام کراندار عملگر ͷی T آنگاه باشد، متناهͬ ∥T ∥ هرگاه

.( مͬشود نامیده بͬکران

که: مͬکنیم ملاحظه

∥T x∥ ≤ ∥T ∥ . ∥x∥ , (٢.١)

آنگاه: x ̸= ۰ اگر که مͬکنیم توجه امر، این مشاهدهی برای است. برقرار x ∈ X هر ازای به

∥T ∥ = sup
x∈X

∥T x∥
∥x∥

,

نتیجه: در
∥T x∥
∥x∥

≤ ∥T ∥ ,

مͬآید. دست به (٢.١) رابطهی ∥x∥ در بالا رابطهی طرف دو ضرب با ∥x∥ > ۰ که آنجا از و

آنگاه: باشند X برداری فضای روی خطͬ عملگر دو T و S هرگاه .٢۴.١.١ لم

∥T S∥ ≤ ∥T ∥ ∥S∥ . (٣.١)

داریم: (٢.١) رابطه از استفاده با برهان.

∥T Sx∥ = ∥T (Sx)∥ ≤ ∥T ∥ ∥Sx∥ ,

∥Sx∥ ≤ ∥S∥ ∥x∥ .

داریم: بالا رابطهی دو ترکیب از

∥T Sx∥ ≤ ∥T ∥ ∥Sx∥ ≤ ∥T ∥ ∥S∥ ∥x∥ ,

:x ̸= ۰ و x ∈ X که آنجا از حال
∥T Sx∥
∥x∥

≤ ∥T ∥ ∥S∥ ,

داریم: (١.١) از استفاده و بالا رابطهی از گیری سوپریمم با

∥T S∥ ≤ ∥T ∥ ∥S∥ .

از کراندار عملگرهای از دنبالهای {An}∞n=۱ کنید فرض ( یͺنواخت کرانداری اصل ) .٢۵.١.١ قضیه

موجود x ∈ X هر برای limn→∞Anx کنید فرض همچنین باشد. Y نرمدار فضای توی به X باناخ فضای

.supn≥۱ ∥An∥ < ∞ و هستند یͺنواخت کراندار {An}∞n=۱ عملگرهای صورت این در باشد،

شود. مراجعه [١] به برهان.



١٣ پایه قضایای و مفاهیم ١.١

X روی همانͬ عملگر I و باشد باناخ فضای ͷی X کنید فرض ( هندسͬ سری قضیهی ) .٢۶.١.١ قضیه

که: باشد X توی به X از کرندار عملگر ͷی A کنید فرض همچنین باشد.

∥A∥ < ۱,

کراندار خطͬ عملگر ͷی (I−A)−۱ و بروست و ͷبهیͷی X توی به X از I−A عملگر صورت این در

و I)∥∥است −A)−۱∥∥ ≤ ۱
۱ − ∥A∥

.

شود. مراجعه [٢٠] به برهان.

باشد. خطͬ K : X −→ Y عملگر و باشند نرمدار برداری فضای دو Y و X کنید فرض .٢٧.١.١ تعریف

طور به یا باشد، فشرده Y در ،{Kx : ∥x∥X ≤ ۱} مجموعهی بستار هرگاه مͬنامند فشرده عملگر ͷی را K

باشد. Y در همͽرا زیردنباله ͷی دارای {Kxn}∞n=۱ دنباله ،{xn}∞n=۱ ⊆ X کراندار دنباله هر برای معادل

خطͬ عملگرهای L : Y −→ Z و K : X −→ Y و باناخ فضاهای Z و Y ،X کنید فرض .٢٨.١.١ لم

Z توی به X از LK عملگر صورت این در باشند. فشرده ( دو هر یا ) L یا K کنید فرض همچنین باشند.

است. فشرده

شود. مراجعه [٣] به برهان.

هرگاه: مͬنامند، ( تصویرگر یا ) تصویری عملگر ͷی را P : X −→ Y عملگر .٢٩.١.١ تعریف

P۲ = P. (۴.١)

P : X −→ Y کنید فرض همچنین .Y ⊆ X که باشند برداری فضای دو Y و X کنید فرض .٣٠.١.١ لم

داریم: x ∈ Y هر برای صورت این در باشد. تصویری عملگر ͷی

Px = x. (۵.١)

صورت: این در باشد. دلخواه x ∈ Y کنیم فرض برهان.

Pv = x, (۶.١)

پس: .v ∈ X برخͬ برای

Px = P(Pv) = P۲v,

که: مͬشود نتیجه (۴.١) رابطه از است تصویری عملگر ͷی P چون

Px = P۲v = Pv,

مͬآید. دست به (۵.١) رابطه (۶.١) رابطه با بالا رابطه ترکیب از


