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چ΋یده

ͳخط معادلات برای را تاو ͳماتریس روش نمایش پايان�نامه اين در
مͳدهیم. تعمیم [٢٧] مرج΄ اساس بر فردهلم-ولترا انتگرال-دیفرانسیل
عددی جواب برای را تاو روش جبری فرمولبندی از ͳتعمیم همچنین
ارائه [۵١] مرج΄ اساس بر ولترا-همرشتاین ͳخط غیر انتگرال معادلات
جملهای چند پایه توابع با تاو ͳعملیات روش اساس بر تعمیم این مͳکنیم.
نمایش این مͳباشد. مسئله جبری معادل نمایش ساختن برای دلخواه
بردار مولفههای آن جواب که است خاص ͳمثلث پایین شبه دستگاه Έی

مͳدهد. را جواب
ولترای ͳخط غیر انتگرال معادلات از ردهای عددی حل نامه پایان این در
این به است گرفته قرار ͳبررس مورد نیز تاو روش از استفاده با اول نوع
انتگرال معادله به را اول نوع ولترای ͳخط غیر انتگرال معادله که صورت
کار به آن برای را تاو روش سپس کرده، تبدیل دوم نوع ولترای ͳخط

مͳبریم.

انتگرال-دیفرانسیل، معادلات انتگرال، معادلات کلیـدی: واژههای
تاو. روش اول، نوع انتگرال معادلات ولترا-همرشتاین، معادلات

ث
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پیشΎفتار

Έفیزی و ͳمهندس مسائل در ͳفراوان کاربردهای که ͳریاض علم شاخههای از ͳ΋ی
،Έفیزی مباحث از ͳخیل در انتگرال معادلات است. انتگرال معادلات دارد،
برای خوبی منابع [٢ ،١] مراج΄ مͳشوند. ظاهر ͳمهندس و ͳشیم ،ͳشناس زیست

مͳباشند. معادلات گونه این ظهور منشأ به بردن پی
،۴ ،٣] شدند ͳمعرف ولترا١ توسط ١٩٠٠ سال اوایل در ابتدا انتگرال معادلات
اینگونه با که بود وراثت تأثیر و جمعیت رشد پدیده مطالعه حال در ولترا .[۵
بعد به زمان آن از کرد. انتخاب آنها برای را مذکور ونام شد مواجه معادلات
پدیده گرما، انتقال نظیر زيادی کاربردی پژوهشهای در محققین و دانشمندان

کردند. پیدا نیاز معادلات این حل به غیره و نوترون پخش انتشار،
معادلات عددی حل برای جدیدی روش لانسوز٢ ١٩٣٨ سال در ديΎر طرف از
وجود دلیل به و بود اسپ΋ترال٣ روشهای خانواده از که کرد ͳمعرف دیفرانسیل
روشهای سایر مانند روش این در گردید. معروف تاو روش به آن، در ۴τ پارامتر
مͳشود. نوشته پايهای توابع حسب بر بسط صورت به تقریبی جواب اسپ΋ترال
توسط ͳعملیات تاو روش نام به تاو روش از نسخهای ١٩٨١ سال در بار اولین
.[٢٧] شد گرفته کار به دیفرانسیل معادلات عددی حل برای ۶ سمرا و ۵ اورتیز

١V olterra
٢Lanczos
٣Spectral
۴Tau
۵Ortiz
۶Samara

خ



د

عددی حل برای تاو روش از استفاده مورد در زیادی تحقیقات سمرا و اورتیز
این از استفاده مورد در اما دادهاند، انجام آنها مقادیر و مختلف انواع از معادلات
ال–دائو و ٧ خواجه ١٩٩٧ سال در بار اولین انتگرال، معادلات حل برای روش
استفاده انتگرال معادلات از سادهای نوع حل برای ͳبازگشت تاو روش از [۴۴] ٨

معادلات عددی حل برای را روش این وشهمراد ͳحسین ١٩٩٩ سال از اما کردند
از و [٣٩ ،٣٨ ،٢٧] دادند تعمیم ولترا و فردهلم انتگرال-دیفرانسیل و انتگرال
انتگرال معادلات حل برای تاو روش ب΋ارگیری مورد در زیادی تحقیقات زمان آن
فردهلم نوع از چه انتگرال معادلات دستگاه نیز و دوم نوع از ͳخط وغیر ͳخط
٢٠٠٩ سال در ͳوقریش هادیزاده جمله از است گرفته انجام ولترا نوع از چه و
ͳغیرخط انتگرال معادلات عددی حل برای روش این از جالبی صورت به [۵١]
همچنين پرداخت. خواهیم آن به نامه پایان این در که کردند استفاده دوم نوع از
دو انتگرال-دیفرانسیل و انتگرال معادلات حل برای تاو روش اخیر سالهای در

.[۵٣ ،۵٢] است شده داده توسعه بعدی
انتگرال معادلات انواع با ١ فصل در صورتاستکه اين به نامه پايان اين ساختار
تعمیم فردهلم-ولترا انتگرال-دیفرانسیل معادلات برای را تاو روش و شده آشنا
در ولترا-همرشتاین دوم نوع از ͳخط غیر معادلات عددی حل مͳدهیم[٢٧].
غیر انتگرال معادلات عددی حل به ٣ فصل در .[۵١] است شده ارائه ٢ فصل
ولترای انتگرال معادله ابتدا که صورت اين به است. شده پرداخته اول نوع ͳخط
از استفاده با سپس و کرده تبديل دوم نوع ͳخط معادله به را اول نوع ͳغيرخط
چاپ برای و شده خلاصه مقالهای در آن حاصل که مͳکنيم حل را آن تاو روش
شده آورده روش از حاصل عددی نتایج فصل هر پایان در است. شده ارسال
به نامه پایان این معادلات حل برای رفته کار به کامپیوتری برنامههای است.

است. شده آورده پیوست صورت

٧Khajah
٨El − Daou
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ͳمقدمات مفاهيم .١ فصل ٢

انتگرال معادلات ͳمعرف ١.١

مقدمه ١.١.١

علامت زیر y(x) مجهول تابع آن در که است معادلهای انتگرال معادله Έی
دارد. قرار انتگرال

معلوم باید که است ͳمجهول تابع y(x) آن در که انتگرال یΈمعادله از نمونه Έی
است. زیر صورت به شود

y(x) = f(x) +
∫ β(x)

α(x)
K(x, t)y(t)dt, (١.١)

انتگرال حدود β(x) و α(x) مͳشود. نامیده انتگرال معادله هسته K(x, t) آن در که
معلوم قبل از f(x) وتابع K(x, t) ͳیعن معادله هسته که کرد توجه باید هستند.
که است y(x) ͳیعن مجهول تابع تعیین انتگرال معادلات ͳبررس از هدف هستند.

کند. صدق (١.١) رابطه در

انتگرال معادلات انواع ٢.١.١

مشتقهايش و y(x) مجهول تابع که (١.١) نظیر ͳمعادلات به تعریف١.١.١.
اگر اما مͳگویند. ͳخط انتگرال معادلات کردهاند، پيدا حضور ͳخط صورت به
آنگاه شود، تعویض وغیره cos(y(x)) یا y2(x) نظیر ͳخط غیر ͳتوابع با y(x) تابع

مͳگویند. ͳخط غیر را انتگرال معادله

بندی دسته گروه چهار در توان ͳم را ͳخط انتگرال معادلات ترین متداول
نمود.

فردهلم انتگرال معادلات .١
ولترا انتگرال معادلات .٢

انتگرال-دیفرانسیل معادلات .٣



ͳمقدمات مفاهيم .١ فصل ٣

منفرد انتگرال معادلات .۴
معادلات به مجهول تابع متغیرهای تعداد به توجه با را انتگرال معادلات همچنين

مͳکنند. تقسیم متغیره چند یا Έی انتگرال
مͳکنیم. ͳبررس را نوع هر عمده وخواص تعاریف اکنون

فردهلم ͳانتگرالخط معادلات

بالای حد و پایین حد آنها در که فردهلم، ͳخط انتگرال معادلات استاندارد ش΋ل
مͳباشد: زیر صورت به هستند b و a ثابت اعداد ترتیب به گیری انتگرال

ϕ(x)y(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t)y(t)dt, x ∈ [a, b] (٢.١)

و هستند مشخص قبل از f(x) تابع و K(x, t) ͳیعن انتگرال معادله هسته درآن که
است. معلوم پارامتر Έی هم λ

انتگرال معادلات کند انتخاب را زیر مقادیر از Έکدامی ϕ(x) اینکه حسب بر
مͳشوند: تقسیم عمده دسته دو به ͳخط فردهلم

مͳشود. تبدیل زیر معادله به (٢.١) معادله باشد، ϕ(x) = 0 اگر الف)

f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t)y(t)dt = 0. (٣.١)

مͳنامند. اول نوع فردهلم انتگرال معادله را معادله این
آمد. خواهد در زیر ش΋ل به (٢.١) معادله باشد، ϕ(x) = 1 اگر ب)

y(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t)y(t)dt, x ∈ [a, b]. (۴.١)

مͳگویند. دوم نوع فردهلم انتگرال معادله این به
وارد کلیت در ͳخلل اینکه بدون ،ϕ(x) ̸= 0, ∀x ∈ [a, b] اگر که است توجه قابل

.ϕ(x) = 1 که کرد فرض مͳتوان شود



ͳمقدمات مفاهيم .١ فصل ۴

نحو به را دوم نوع فردهلم انتگرال معادلات قادرند که ساده ͳتحليل روش چند
از: عبارتند کنند حل مطلوبی
ادومیان تجزیه روش الف.
مستقیم محاسبه روش ب.

ͳمتوال تقریبهای روش ج.
ͳمتوال جایΎذاریهای روش د.

کرد. مراجعه [٧ ،۶] مراج΄ به مͳتوان روشها این بیشتر جزئیات از اطلاع برای

ولترا ͳانتگرالخط معادلات

بالای حد آنها در که ͳمعادلات ͳیعن ولترا، ͳخط انتگرال معادلات استاندارد ش΋ل
صورت به است، x از ͳتابع باشد ͳثابت عدد Έی اینکه جای به گیری انتگرال

مͳباشد: زیر

ϕ(x)y(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)y(t)dt, (۵.١)

مͳباشد. ͳخط صورت به انتگرال علامت زیر y(x) ͳیعن مجهول تابع آن در که
دستهبندی گروه دو به ϕ(x) مقدار به توجه با مͳتوان نيز را ولترا انتگرال معادلات

نمود:
خواهد تبدیل زیر صورت به (۵.١) معادله است، ϕ(x) = 0 حالتی΋ه در الف)

شد.

f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)y(t)dt = 0. (۶.١)

مͳگویند. اول نوع ولترای انتگرال معادله این به
خواهد در زیر ش΋ل به (۵.١) معادله آنگاه است، ϕ(x) = 1 حالتي΋ه در ب)



ͳمقدمات مفاهيم .١ فصل ۵

آمد.

y(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)y(t)dt, (٧.١)

مͳنامند. دوم نوع ولترای انتگرال معادله را این
نحو به را دوم نوع ولترای انتگرال معادلات قادرند که ساده ͳتحليل روش چند

از: عبارتند کنند حل مطلوبی
ادوميان تجزيه روش الف.

سری جواب روش ب.
ͳمتوال تقريبهای روش ج.

ͳمتوال جايΎذاریهای روش د.
دید. [٧ ،۶] مراج΄ در مͳتوان را روشها این بیشتر جزئیات

انتگرال معادله و (۴.١) دوم نوع فردهلم انتگرال معادله در اگر .٢.١.١ تذکر
را حاصل معادله آنگاه باشد، برقرار f(x) = 0 شرط ،(٧.١) دوم نوع ولترای
Έی را نظر مورد معادله صورت این غیر در مͳنامند. همΎن انتگرال معادله Έی

مͳگویند. همΎن غیر انتگرال معادله

ͳخط غیر انتگرال معادلات

انتگرال معادلات در اگر

y(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t, y(t))dt, (٨.١)

و

y(x) = f(x) + λ

∫ x

0
K(x, t, y(t))dt, (٩.١)
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به مͳشوند ناميده ͳغيرخط فوق معادلات آنگاه باشد ͳغيرخط y به نسبت K تابع
Έي (٩.١) معادله و فردهلم ͳغيرخط انتگرال معادله (٨.١) معادله که طوری

مͳشود. گفته ولترا ͳغيرخط انتگرال معادله
هستند. ͳخط غیر انتگرال معادلات از مثالهایی زیر معادلات

y(x) = x +
∫ 1

0
xty3(t)dt, (١٠.١)

y(x) = x − 1
4
x4 +

∫ x

0
ty2(t)dt, (١١.١)

ومعادله فردهلم ͳخط غیر انتگرال معادله (١٠.١) معادله بالا مثالهای در
هستند. ولترا ͳخط غیر انتگرال معادله (١١.١)

مطلوبی نحو به را ͳغیرخط فردهلم انتگرال معادلات ͳبرخ قادرند که روش چند
از: عبارتند کنند حل

مستقیم تجزیه روش الف.
ادومیان تجزیه روش ب.

کنند حل را ͳخط غیر ولترای انتگرال معادلات ͳبرخ قادرند که روش وچند
از: عبارتند

سری جواب روش الف.
ادومیان تجزیه روش ب.

مراجعه [٩ ،٨ ،۶] مراج΄ به مͳتوان فوق های روش مورد در بیشتر جزئیات برای
نمود.

انتگرال-دیفرانسیل معادلات

y′(x) نظیر مشتقهایش از ͳ΋ی حداقل و y(x) مجهول تابع معادلات گونه این در
مͳشوند. ديده معادله در ... یا y′′(x) یا
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ونيزکاربردهای مͳشوند معادلاتظاهر گونه این که مواردی درباره بیشتر جزئیات
Έاني΋م ͳمهندس ،ͳشناس زیست ،Έفیزی مانند ديΎر علوم در معادلات اينگونه

کرد. پیدا [٢۶ ،٢۵ ،٢۴ ،٢] مراج΄ در مͳتوان را غيره و
است. شده آورده انتگرال-دیفرانسیل معادلات از مثال چند زیر در

y′(x) = x −
∫ 1

0
ex−ty(t)dt, y(0) = 0, (١٢.١)

y′′(x) = ex − x +
∫ 1

0
xty′(t)dt, y(0) = 0, y′(0) = 1, (١٣.١)

y′(x) = x −
∫ x

0
(x − t)y(t)dt, y(0) = 0, (١۴.١)

y′′(x) = −x +
∫ x

0
(x − t)y(t)dt, y(0) = 0, y′(0) = −1. (١۵.١)

انتگرال- معادلات (١٣.١) و معادلات(١٢.١) گیری، انتگرال حدود به توجه با
انتگرال-دیفرانسیل معادلات (١۵.١) و معادلات(١.١۴) و فردهلم دیفرانسیل
انتگرال-دیفرانسیل معادلات معادلات(١.١۵)-(١٢.١) علاوه به هستند. ولترا
آن های ومشتق y(x) ͳیعن مجهول تابع که است دلیل آن به واین دارند نام ͳخط
انتگرال- معادلات البته کردهاند. پیدا حضور ͳخط طور به مذکور معادلۀ در
مͳشوند. برده کار به ͳمهندس علوم مسائل از ͳخیل در هم ͳخط غیر دیفرانسیل
را فردهلم انتگرال-دیفرانسیل معادلات از ͳبعض قادرند که ͳتحليل روش چند

از: عبارتند کنند حل
مستقیم تجزیه روش الف.
ادومیان تجزیه روش ب.

کنند حل را ولترا -دیفرانسیل انتگرال معادلات از ͳبعض قادرند که روش وچند
از: عبارتند

سری جواب روش الف.
ادومیان تجزیه روش ب.
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منفرد انتگرال معادلات

اول نوع انتگرال معادله

f(x) = λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, t)y(t)dt, (١۶.١)

دوم نوع یا

y(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)
K(x, t)y(t)dt, (١٧.١)

باشند، ͳنامتناه انتگرالگیری حدود دو هر یا بالا حد پایین، حد آنها در که را
(١۶.١) انتگرال معادلات هسته اگر علاوه به مͳنامند. منفرد انتگرال معادله
این هم باز نباشد، پیوسته انتگرالگیری بازه از نقطه چند يا Έی در (١٧.١) و

مͳنامند. منفرد انتگرال معادلات را معادلات گونه

بعدی چند و یΈبعدی انتگرال معادلات

مجهول تابع به مربوط دارد وجود انتگرال معادلات در که دیΎری بندی تقسیم
باشد متغیره Έی ͳتابع معادله، مجهول تابع اگر که طوری به است انتگرال معادله
ͳتابع معادله، مجهول تابع اگر ͳول گویند بعدی Έی انتگرال معادله را معادله
های مثال مͳنامند. بعدی چند انتگرال معادله Έی را معادله باشد متغیره چند

بΎیرید. نظر در را زیر

y(x) = 2
√

x −
∫ x

0
(x + t)y(t)dt, (١٨.١)

u(x, t) −
∫ 1

−1

∫ 1

−1
(xsin(y) + tsin(z))u(y, z)dydz (١٩.١)

= xcos(t) + t + 4(xsin(1) − t)(cos(1) − sin(1))
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u(x, t) −
∫ π

0

∫ π

0
(ext + sin(y) − z)u3(y, z)dydz = xext − 1

6
sin(xt)

(٢٠.١)

انتگرال معادله (١٩.١) معادله ،ͳبعدیخطΈی انتگرال معادله (١٨.١) معادله
ͳخط غیر بعدی دو انتگرال معادله [١٠] از (٢٠.١) معادله و ͳخط بعدی دو

هستند.

ͳتعاريفمقدمات ٢.١

مͳپردازیم. نامه پایان این در رفته کار به مفاهیم از ͳبعض به بخش این در

باناخ ثابت نقطه قضیه ١.٢.١

برای قضیه این متریΈاست. فضاهای در مهم یΈقضیه باناخ١ ثابت نقطه قضیه
دارد. کاربرد ͳمعمول دیفرانسیل معادلات معین جواب ی΋تایی و وجود اثبات
مناسب انتگرال عملΎر از ثابت نقطه Έی صورت به دیفرانسیل معادله جواب
نقطه قضیه مͳکند. تبدیل پیوسته تابع Έی به را پیوسته تابع Έی که مͳشود بیان
دارد فرد به منحصر ثابت نقطه انتگرال، عملΎر اینکه دادن نشان برای باناخ ثابت

مͳگیرد. قرار استفاده مورد

غیر کامل Έمتری فضای Έی (Y, d) مͳکنیم فرض باناخ: ثابت نقطه قضیه
ͳیعن باشد Y روی ͳانقباض نگاشت Έی Z : Y → Y مͳکنیم فرض باشد. ͳته
داریم y, x ∈ Y هر برای طوری΋ه به دارد وجود q < 1 ͳنامنف ͳحقیق عدد Έی

d(Z(y), Z(x)) ≤ q.d(y, x)

١Banach fixed point theorem
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.(Z(y∗) = y∗ ͳیعن) دارد Y در y∗ ثابت نقطه Έی فقط و Έی Z نگاشت آنگاه
یافت: زیر صورت به مͳتوان را ثابت نقطه این علاوه به

صورت به تکراری دنباله Έی و مͳکنیم شروع y0 ∈ Y دلخواه عنصر Έی با
نابرابری است. y∗ آن حد و همΎراست دنباله این تعریفمͳکنیم. yn = Z(xn−1)

مͳدهد نشان را همΎرایی سرعت زیر

d(y∗, yn) ≤ qn

1 − q
.d(y1, y0)

با است معادل که

d(y∗, yn+1) ≤
q

1 − q
.d(yn+1, yn)

و

d(y∗, yn+1) ≤ q.d(y∗, xn).

مͳشود. نامیده Z برای شیتز لیپ شرط q مقدار
نمود. مراجعه [١٢ ،١١] به مͳتوان خصوص این در بيشتر توضيحات برای

ͳتحلیل تابع ٢.٢.١

است ͳحقيق خط در D باز مجموعه Έي روی ͳحقيق ͳتابع ،٢ͳتحليل تابع Έي
نوشت بتوان x0 ∈ D هر برای اگر

f(x) =
∑∞

n=0 an(x − x0)n

= a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)2 + a3(x − x0)3 + . . .

٢Analytic function


