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:تقدیم

،پدرمبردستانبابوسه

اولین گرانمــــــایه استاد زندگیم،

. که مفهوم ریاضیات را با وجودش یافتم

.روشنترییفردادینووجودشيبودوگرماازآرامشییاینگاهش،دروسعتکهيبزرگمرد

:تقدیم

به مهربان مادرم،

معجزه فداکاري و ایثـــــار پروردگارم،

.نمودمیحکاکرآمالمیدرسراادشیوعاشقانهصبرراآموختميمعنايباوکه 

.ناقصندکمالشدرافقوجملات،ناتوانمهـــــرشيایدروصفانیدربکلمات

:وتقدیم

برادرانم،با عشق به 

وشهامتیمردانگياسوه

که زندگانیم را تنها با آواي حضورشان می طلبم

.و در کشاکش لحظات و در طنین روزگارانم همواره یار و حامی من بودند



ه

سپاسگزاري

يافهیوظالطافت،يشکرانهازسرشاریقلمباوکرانتیبقدرتبرهیتکباامروزپروردگارا،

بسياگوشهوکشمقلمبهراموهبتتفراوانازسوکمبسیانعکاستایداشتروامنبرریخط

رایسخننتوانهرگزتولطفیببدانمکهباشدنهم؛یمکاغذبررایتیگيرازهاتینهایباززیناچ

.  مودیپ

نیادیسپمحدوددرتوانینمهرگزرامملکتنیامردانبزرگزحماتوتلاشهادانمیمکین

درمراکهیکسانیتمامازمینمایميارزسپاسگادبواحترامتینهاباکیلداد؛يجارساله

تیعنابا. باشممهمنیاگرارئهمفتخرانهامروزتانمودندياریخوديهاموهبتوتلاشهاانعکاس

و خاکسارياحمد دکتريآقاجناببزرگواراناستادازمینمایمتشکرها،سپاسنیترخالصانه

ریحقنیاخردمندانه،خویشگرانقدرودلسوزانهيهاییراهنماباکهجناب آقاي دکتر ناصر امیري

.نمودندياریرسالهنیاشبردیپدررا

علوم پایه، تمامی اساتید گرانقدر دانشکدهمحترماستیردانشگاه،محترماستیرازنیهمچن

زحماتخاطربهدانشگاهنیازحمتکشکارکنانیتمام، جناب آقاي اکبري وبخش ریاضی

یالهالطافپرتودرهموارهاهللانشاء. دارمرایقدردانوتشکرکمالمقالهنیايارائهدردرغشانیب

.باشندروزیپوموفق



و

:چکیده

)، ∋نامیده می شود؛  اگر براي هر ، حلقه  در . باشدRایده آل از - Nیک (

. را مطالعه می نماییمNZIاین مقاله، ابتدا برخی ویژگی هاي اساسی و بسط هاي پایه از حلقه هاي

: را مطالعه و به نتایج زیر می رسیم سپس منظم بودن قوي از حلقه هاي 

اگر وتنها اگر یک حلقه منظم قوي استحلقه چپ باشد ، آنگاه -یک فرض کنید )1

. باشد ک حلقه ی

مدول چپ منفرد ساده، پوچ انژکتیو -باشد و هر چپ 2یک حلقه اگر )2

. کاهش یافته می باشد باشد؛ آنگاه 

یک حلقه قویا منظم است اگر و تنها اگر آنگاه . باشدیک حلقه فرض کنید )3

.باشد 1یک حلقه منظم وان نیومن

یک یک حلقه پاك است اگر و تنها اگر باشد آنگاه یک حلقه فرض کنید )4

.حلقه جابجایی باشد 

، پوچ ایده آل، حلقه -حلقه قویا منظم، ،حلقه کاهش پذیر، حلقه :کلیديواژگان

.انژکتیو

1Von Neumann
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مقدمه

علائم . ها یکانی می باشندتمامی حلقه هاي در نظر گرفته شده در این مقاله یکدار بوده و مدول ( ) ،( )،N(R) ،E(R) ،)( ( یا( و ( )(و ( ( ) یا و ( ، به (

ترتیب مخفف رادیکال جیکوبسون، رادیکال اول، مجموعه تمام عناصر پوچ توان، مجموعه تمام 

- براي هر زیر. باشدمی) یا راست(و پایه چپ ) و یا راست(ال منفرد چپ عناصر خود توان، ایده

):داریماز وعه غیر تهی مجم ) = ( و( ( ) = ( )
و مجموعه پوچ سازهاي چپ که این به ترتیب نشان دهنده مجموعه پوچ سازهاي راست 

=علی الخصوص اگر . می باشددر  { ):نویسیمباشد، می{ ) = ( و( ( ) = ( )
وجود داشته ∋،عنصر ∋اگر براي هر ]9[شودنامیده می) وان نیومن(منظم حلقه 

. =که باشد بطوري

وجود داشته باشد، ∋،عنصر ∋، اگر براي هر ]18[شودقویاً منظم نامیده میحلقه 

)اگر ]19[شودکاهش یافته نامیده میحلقه . =بطوریکه  ) = ]18[1رگه. باشد0

تعریف بر اساس. منظم کاهش یافته باشدقویاً منظم است اگر وتنها اگر ثابت نمود که 

،پذیر است اگر وارونحلقه ]6[2کوهن = ,به ازاي هر 0 =نتیجه دهد که ∋ 0
=را نیم جابجایی می نامیم،  اگر و  =نتیجه دهد که 0 یک حلقه به وضوح . 0

١Rege
2Cohn
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)نیم جابجایی است اگر و تنها اگر   آبلی حلقه . باشدیک ایده آل از ∋براي هر (

)در شود  اگر هر عضو خود توان از نامیده می هاي نیم جابجایی بدیهی است حلقه. باشد(

رد جابجایی توسط بسیاري از محققان موهاي نیمبراي چندین سال، کاربرد حلقه. باشندآبلی می

جابجایی باشد یک حلقه نیمثابت نمودند، اگر]4قضیه،12[1کیم، نام و کیم. مطالعه قرار گرفته است

- یک حلقه منظم ضعیفاکًاهش یافته میانژکتیو باشد، آنگاه - مدول چپ منفرد ساده -و هر 

هاي چپ ساده مدول- اگر تمامی ]19[شودخوانده می) یا راست(چپ یک حلقه . باشد

قویاً منظم چپ و نیم جابجایی باشد، آنگاه ، مشهود است اگر . مسطح باشند) یا راست(

باشد یک حلقه منظم وان نیومن مییک حلقه نیم جابجایی باشد،  آنگاه به وضوح اگر . است

به . باشدپایان نامه کنونی، تلاشی در زمینه ها فوق می. یک حلقه قویاً منظم باشداگر وتنها اگر 

.را ارائه دهیمهاي تر همانند حلقهبایست برخی شرایط ضعیفعبارت دیگر می

1Kim, Nam and Kim
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هاي حلقه: فصل اول
∋و ⊇، به ازاي هر از آل چپ ایده. یک حلقه باشدفرض کنید  ( ) ∩ ،

)، ∋شود؛ اگر به ازاي هر نامیده می، حلقه. شودایده آل نامیده می- Nیک یک (

اما در حالت کلی عکس آن . هستندجابجایی هاي نیمبه وضوح، حلقه. باشدایده آل از -

. صحیح نیست

=یک میدان باشد و فرض کنید :1.1مثال  0 = 0 , , و ∋

=فرض کنید  0 =و ∋ 0 ∈ ( :آنگاه(

0 = = =؛ یعنی 0+ = +و 0 = 0.

≠اگر )1حالت  ≠و 0 =آنگاه : 0 = = )، پس 0 ) = و این بدین 0

)معناست که  . ایده آل است- یک (

≠اگر )2حالت  =و 0 =آنگاه :0 )، پس 0 ) = چون . 00

( ) = 00 )است، پسRآل از ، یک ایده0 ) ∩ ( ) = 00 آل یک ایده0

)بنابراین . است . باشدآل میایده- Nیک (

=اگر )3حالت  ≠و 0 .آنگاه:0 = :بنابراین0

( ) = −0 0 )و ∋ ) ∩ ( ) = )و نتیجه می دهد که 0 )
.ایده آل می باشد - ، یک 
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=اگر )4حالت  =و 0 ≠و 0 0 =آنگاه : . باشدمی2و روند کار مشابه با حالت 0

=اگر )5حالت  =و 0 =و 0 )آنگاه :0 ) )به وضوح . است= -، یک(

.ایده آل است

:قرار دهید. استیک حلقه یابیم که میپس در

= 1 10 0 و  = 0 −10 1 ،

=پس  =و 0 0 ∗0 0 ≠ جابجایی یک حلقه نیمRدهد که و این نتیجه می0

. نیست

شود اگر اولیه خوانده می-2، حلقه ]1[1بر اساس تعریف اندرسون و کامیلو ( ) = ( )شود، اگر نامیده می، حلقه ]24[2براساس ژائو و یانگ. ( ) = 0
)باشد و یا  )شود، اگر نامیده می، باشد و شامل ایده آلی غیر صفر از ( آلی ایده(

باشند؛ اما عکس این موارد می،هاي و حلقهاولیه، - 2هاي به وضوح، حلقه. باشداز 

. صحیح نمی باشد

. اولیه هستند-2، هاي حلقه:1.2قضیه 

)واضح است که . باشدیک حلقه فرض کنید :اثبات ) ⊆ ( براي هر . ( 0 ≠ ∈ ( =وجود دارد، بطوریکه ، عدد صحیح مثبت ( با استفاده از . 0

1Anderson and Camillo
2Zhao and Yang
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=فرض، −اگر . 0 1 = 1 ،= )، آنگاه 0 ) = 0 ،⊆ ( و ( ∈ ( −اگر . است( 1 > =آنگاه1 −؛ اگر 0 2 = ، آنگاه 1 = 0 ،( ) = 0 ،⊆ ( ∋و ( ( توانیم به مشابه عبارات فوق، می. ( ( ) ⊆ ( .اولیه هستند - NZI ،2دهد که حلقه هاي برسیم و این نشان می(

.هستند ،  حلقه هاي :1.3نتیجه 

حلقه روبرو را با عملگرهاي . باشد 4، حلقه اعداد صحیح به پیمانه فرض کنید : 1.4مثال 

=.ماتریسی معمولی در نظر بگیرید  0 , , ∈
)چون  ) = ( ) = 0, باشد؛ براساس اولیه می-2، است و آلی از ، ایده2

. استاولیه - 2، ]25، گزاره 4[1باس

=قرار دهید 0 30 =و 1 2 20 ∋بنابراین. 0 ( =و ( اما اگر . 0

= 0 20 0 ≠ 0 و 1 10 دهد که و این نشان میBA≠0را در نظر بگیریم آنگاه 1

R حلقهNZIصحیح نمی باشد1.2بنابراین عکس قضیه . نیست .

,نامیم، اگر را پوچ نیم جابجایی می، حلقه 2چناساس تعریف بر ∋در ∋ ( )
∋:، داریم∋آنگاه به ازاي هر . صدق نماید ( یابیم می، در]5[بر اساس تعریف چن . (

. ، پوچ نیم جابجایی هستندهاي که حلقه

1Bass
2Chen
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.، پوچ نیم جابجایی هستندهاي حلقه: 1.5نتیجه 

یک میدان باشد و فرض کنید : 1.6مثال 

= 00 0 = 00 0 , , , … , ∈
)چون  ) = 00 00 0 قرار . استNIیک حلقه می باشد، یک ایده آل از 0

=دهید  0 1 00 0 00 0 =و 0 0 0 10 0 00 0 =پس . 1 .و 0 = اما 0

= 0 0 ∗0 0 00 0 0 ≠ با استفاده از . نیستNZIیک حلقه Rو این نشان می دهد که 0

. در حالت کلی صحیح نمی باشد 1.5، عکس نتیجه 1.6مثال 

. ، مستقیماً متناهی هستند NZIحلقه هاي :1.7نتیجه 

حلقه هایی که در آن معکوس راست بودن اعضا به معنی معکوس چپ بودن آنها باشد، : توجه

.مستقیماً متناهی یا متناهی ددکیند نامیده می شوند

,باشد و به ازاي هر NZIیک حلقه Rفرض کنید :اثبات =، داشته باشیم ∋ - می. 1

=و =، آنگاه=نویسیم  ℎقرار دهید . = = ، پس− ℎ = − = − = − = ℎوℎ = − = 0
ℎو = ℎ ℎ = ℎپس . 0 ∈ ( ) ∩ (1 − است،  NZIیک حلقه Rچون . (
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ℎ (1 − ) = 0،ℎ (1 − ) = ℎو0 = − = 1 −.

1بنابراین  − = (1 − ) = ℎ (1 − ) = =و 0 = دهد که و این نشان می1 Rمستقیماً متناهی است.

eباشد و یک خودتوانRآل چپ مینیمالی از ایدهRkمینیمال چپ است، اگر Rاز kیک عنصر 

)از . باشدRیک عضو مینیمال چپ از eشود، اگر خوانده می،خودتوان مینیمال چپ Rاز  ) ،

، مینیمال Rحلقه . نماییماستفاده میRهاي مینیمال چپ براي نشان دادن مجموعه تمام خود توان

)اگر هر عضو از ]22[شودآبلی چپ خوانده می ، قویاً Rنیم مرکزي چپ باشد و به R، در (

)، اگر هر عضو از ]22[گرددلاق میمینیمال آبلی چپ اط به وضوح، . ، مرکزي باشدRدر (

. جابجایی، مینیمال آبلی چپ هستندهاي نیمهاي آبلی و حلقهحلقه

.، مینیمال آبلی چپ هستندNZIهاي حلقه:1.8قضیه 

0فرض کنید :اثبات ≠ ∈ ( ℎنویسیم می. باشد∋و ( = − .

ℎاگر ≠ ℎ، آنگاه 0 = 0,ℎ = ℎ,ℎ = ℎ، بنابراین0 ∈ ( ) ∩ (ℎ) . با استفاده از

ℎفرضیات، ⊆ (ℎ) وℎ ℎ = ℎچون . 0 = ( − ) -یک ایدهReاست، ⊇

ℎو Rآل چپ مینیمال از  ≠ =و 0 ℎ0:پس.  است = (ℎ ℎ) = = و  = 0.

ℎبنابراین . بوده که تناقض استR، ایده آل چپ مینیمال از Reاما  = ∋و براي تمامی 0
. ، مینیمال آبلی چپ استRدهد ، که نتیجه می=داریم 



٨

]آنگاه . یک حلقه باشدRفرض کنید :1.9لم  . مینیمال آبلی چپ است[

]آل چپ مینیمال از یک ایدهاگر :اثبات ≠باشد، آنگاه [ )پس . 0 ) و ∋ ( ) ≠ ]آل چپ مینیمال از یک ایدهچون . وجود دارد0 =است، داریم  [ [ ] ( ) .

)چون  ) ≠ 0، داریم 0 ≠ [ ] ( ) ⊆ [ ] ( ) یک ایده آل چپ Iچون . =

]مینیمال از  ]:است، داریم[ ] ( ) = [ ] ( ) )پس . = ) ∈ [ وجود [

)دارد، بطوریکه  ) = ( ) ( تواند مساوي نشان داده شده بر دوطرف، نمیxاما درجه . (

]آل چپ مینیمالی در بنابراین هیچ ایده. باشد ]پس. وجود ندارد[ ، مینیمال آبلی چپ [

.است

بنابراین عکس قضیه . نیستNZI، یک حلقه مینیمال آبلی چپ وجود دارد که 1.9با استفاده از لم 

شود، اگر پوچ انژکتیو خوانده میR، حلقه ]20[1و چنويبر اساس تعریف . صحیح نیست1.8

∋براي هر  ( )داشته باشیم،( ) انژکتیو، پوچ انژکتیو -YJهاي به وضوح، مدول. =

بر اساس . باشدیدر حالت کلی عکس آن صحیح نم]20[و چنوي اما بر اساس تعریف . هستند

نامیم، اگر هر خود توان مینیمال چپ، چپ میMC2را R، حلقه ]17[2تعریف نیکولسون و یوزیف

، مینیمال R، قویاً مینیمال آبلی چپ است، اگر و تنها اگر Rمشهود است که . مینیمال راست باشد

).]22[وي مراجعه شود به (چپ باشد MC2آبلی چپ و 

1Wie and Chen
2Nicholson and Yousif
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مدول چپ منفرد -Rاگر هر . چپ باشد MC2و یک حلقه NZIیک Rفرض کنید :1.10قضیه 

+داریم، ∋کاهش یافته است و به ازاي هر Rانژکتیو باشد، آنگاه -YJساده،  ( ) =
.

=فرض کنید :اثبات  ≠اگر . باشد0 )، آنگاه 0 ) و یک ایده آل چپ ماکزیمال ≠

M ازR وجود دارد، بطوریکه( ) اساسی نباشد ، آنگاه براي تعدادي از RRدر Mاگر . ⊇ ∈ ( ∋از( ( =داریم،( = (1 − 1)چون. ( − ) ≅ R/ (1 − e) = R/M،

1)مدول چپ ساده است، - Rیک  − 1است و Rایده آل چپ مینیمالی از ( یک عضو −

و یک حلقه مینیمال آبلی NZIیک حلقه Rبا استفاده از فرضیات، . باشدخود توان مینیمال چپ می

1حلقه مینیمال آبلی چپ قوي است و Rچپ است، بنابراین MC2یک حلقهR. چپ است −
∋:چون داریم. باشدمرکزي می ( ) ⊆ = (1 − )، (1 − ) = 0 = (1 − ) 1و − ∈ ( ) ⊆ (1 − )

.باشدانژکتیو می-R/M ،YJبوده و بنابراین Rه آل چپ اساسی از ایدMبنابراین . که تناقض است

:فرض کنید  → R/Mبا( ) = ، حلقه اي fتوجه نمایید که . تعریف شده باشد+ R-پس یک . همریختی و خوش تعریف استR - همومورفیسم چپ: → وجود دارد، /

)بطوریکه  ) = ( :بنابراین. (
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1 + = ( ) = ( ) = (1) = +  ، g(1)=c+M و 1 − ∈ .

∋است، NZIیک حلقه Rچون  ( 1بنابراین . باشدمی( بنابراین . ، که تناقض دارد∋ = .کاهش یافته می باشدRو 0

0فرض کنید  ≠ +وجود داشته باشد،  بطوریکه ∋ ( ) آل ، آنگاه یک ایده≠

+شامل Rاز Mچپ ماکسیمال  ( اساسی نباشد، آنگاه براي RRدر Mاگر . وجود دارد(

∋تعدادي از  ( =داریم ( = (1 − چون. (

(1 − ) ≅ / (1 − ) = /
1)مدول چپ ساده است،- Rیک  − 1)و Rیک ایده آل چپ مینیمال از( − عضو خود (

.باشدتوان مینیمال چپ می

یک R. باشدیک حلقه مینیمال آبلی چپ میRبوده و NZIیک حلقهRبا استفاده از فرضیات،

1)باشد ویک حلقه مینیمال آبلی چپ قوي میبنابراین . چپ است2حلقه − مرکزي (

∋چون .است + ( ) ⊆ = (1 − 1)و ( − ) = 0 = (1 − و( 1 − ∈ ( ) ⊆ (1 − -میاساسی از یک ایده آل چپ بنابراین . ، که تناقض دارد(

:فرض کنید . انژکتیو است-، /باشد، پس  → )با / ) = +
؛ بنابراین    همومورفیسم خوش تعریف است؛-، fتوجه نمایید که . تعریف شده باشد 1 + = ( ) = 1، بنابراین ∋و + + ∋چون . ∋ ⊆ ،

1بنابراین  :داریم∋بنابراین به ازاي هر. بوده که تناقض است∋ + ( ) = .
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مدول چپ منفرد ساده ، پوچ -اگر هر . چپ باشد 2قه و یک حلیک فرض کنید 

.کاهش یافته است انژکتیو باشد ، آنگاه 

چپ 2یک حلقه حال در نظر می گیریم آیا نتیجه فوق در صورت رسیدن به این شرط، که 

.است، برقرار می باشد یا خیر 

=یک میدان باشد و Fفرض کنید : 1.11مثال  0 = 0 , , ∈
):به وضوح داریم ) = 0 00 0 , 1 00 1 , 10 0 , 00 1 , ∈

= 00 = 0 00 1 = 00 1 ( ≠ ، یک ایده آل چپ ماکسیمال از(0

.نیست ایده آل چپ اساسی از بنابراین . می باشد بوده و جمعوندي از 

= 0 .                                         می باشد ، یک ایده آل چپ ماکسیمال اساسی از 0

= 00 0 = R 1 00 =.می باشد، یک ایده آل چپ مینیمال از 0
0 0 ∈ , ≠ .می باشد یک ایده آل چپ مینیمال از 0

= ( ) = 00 0 = R 0 10 .می باشدR، یک ایده آل چپ مینیمال از 0

,به وضوح  , وو نیز ⊇ نیستندهاي چپ ماکسیمال از آلایدهو
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=و مدول-را یک . می باشد یک حلقه ،1.1بااستفاده از مثال . ⨁

≅منفرد ساده چپ می گیریم و  . است ایده آل چپ ماکسیمال اساسی از که در آن /

≅می باشد و تنها ایده آل چپ ماکسیمال اساسی از چون  حال ثابت می کنیم . /

≅که :فرض کنید .انژکتیو است/ → ، یک همومورفیسم چپ باشد/

1و 00 0 = 0 :پس+

0 + = 1 00 0 1 00 0 = 1 00 0 0 +
= 0 0 + = 0

1: مشابه عبارات فوق داریم 00 0 = 0براي هر . 0 0 و∋

0 0 = 00 0 1 00 0 + 00 0 0 10 0= 00 0 1 00 0 + 00 0 0 10 0 = 0
=بنابراین  مدول - بوده و هر یک حلقه پس . بسط داده شودتواند به میو 0

.باشدمدول چپ منفرد ساده، پوچ توان می- Rبنابراین هر . چپ منفرد ساده، انژکتیو است

1چون  00 0 ∈ ( 0و ( 10 0 1 00 0 = 1، اما 0 00 0 0 10 0 ≠ 0
1چون  00 0 1 00 0 0 10 0 = 0 10 0 ≠ . چپ نیستMC2حلقه R، بنابراین 0


