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 تقديم
 

 

ت و ر  ـت کـ  ر  کمـار  ا  ـ  ـات بی همتـای احد  ـ ـس از سپاس و ثنای بی حد بر آستان صفـپ

ر  کمـار مـورت و    ،عطـا  رمـور  اسـت    بنـد   عطو ت  خصت اتمام ا ن پا ان نام   ا ب  تـنها 

 مـی ها تلاش و کوشش مستمر ا ن بند  بور  است؛ تقد م  نام   ا ک  حاصل ما  مسرت، ا ن پا ان

 ب نما م 

 "محمد مهدی " رزند رلبندمو  همسر مهربانم

عـر   رانا ی و توانا ی توشـ  رر تـ  از    ی نهار و نیکوسرشت ک  ب  پشتوان  پاک ا رانیان هم  ب و 

 میهنی ر  سورای تامین آبارانی و ا تقای ا ران کهنسار مجدان  تلاش می و زند. وملی 
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 داني تشكر و قدر
 

  .ای هستی بخش، وجور مرا بر نعمات بی کرانت توان شکر نیست

ای برای  الهی مرا مدر کن تا رانش اندکم ن  نرربانی باشد برای  زونی تکبر و غرو ، ن  حلق 

ای برای تجا ت، بلک  رامی باشد برای تجلیل از تو و متعالی ساختن  ن  رست ما  اسا ت و 

 زندری خور و ر گران. 

حار ک  تو یق جمع آو ی و تهی  ا ن مجموع   ا  ا ت  ام بر خور واجب می رانم از تمامی 

کر و ام تش از  اهنما ی و  ا ی شان بهر  مند رشت  ا ان نام عز زانی ک  ر  طی انجام ا ن پ

 قد رانی کنم و برای ا شان از ر را  پرو ررا  مهربان آ زوی سعارت و پیروزی نما م. 

ک  با صبو ی مرا  اهنما ی  جناب رکتر شعبانعلی صفری ثابت  اهنمای ا جمند راتاز اس ر  ابتدا

م نمور  و با ا ائ  نظرات سازند  و  هنمورهای بی ر  غشان ر  پیشبرر ا ن پا ان نام  سعی تما

 مبذور راشتند، کمار تشکر  ا را م. 

ک  ر  طور ا ن تحقیق با  هنمورها و رکتر شرو ن صاحبی  سرکا  خانم ،از استار مشاو  ا جمند

 تشو ق های خور مرا مو ر لطف خو ش قرا  رارند، صمیمان  سپاسگزا م. 

ک  زحمت بازخوانی و راو ی ا ن مجموع   ا ب  عهد   ر مهررار آزاریکترجناب  از راو  محترم

 یمان  تشکر و قد رانی می نما م. راشتند، صم

از کلی  اساتید ررانقد  ررو  ک  ر  رو ان تحصیل از محضرشان کسب  یض نمورم، تشکر می 

 نما م. 

های عز زم ک  ر  طور ا ن مدت ا تخا  آشنا ی و  و ر  نها ت از تمامی روستان و هم کلاسی

 .اسگزا ممصاحبت با آنها  ا راشتم، ب  پاس محبت های بی ر  غشان سپ
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 چكيده
را  بصو ت مجموع  ك عضو  کار و  ك  ا قو ا کلین روئیم، هر Rهر عضو از حلق   کدا 

باشد بطو  ک  اعضای  کار و خور توان خاصیت جابجا ی راشت   Rعضو خور توان از حلق 

 وی حلق   2×2لق  ماتر س های ک  تحت چ  شرا طی ح باشند. ر  ا ن پا ان نام  تعیین می کنیم

موضعی، قو ا کلین است. ابتدا ا ن شرا ط  ا ب   وش جبر خطی ب  رست آو ر  و بصو ت  های

 .ر   ك قضی  بیان می کنیم  یبرای قو ا کلین بورن  ك چنین ماتر س ها ی  وابط هم ا ز

 حلق هیم ر ی، نشان مRحلق  موضعی وی  تجز  و  تجز   عر ی مفهوممبا  همچنین

R،   حلق  و  تجز  حلق است ارر و تنها ارر  2از ر ج   وی حلق  موضعی،  تجز 

قو ا کلین  ارام  شرا طی  ا برایر   موضعی، قو ا کلین است.  وی حلق  های 2×2ماتر س های 

)(ورن حلق ب )(2 pM   ک  ر  آن)( p  از موضع سازی  ر  ا د  آر اور تولید شد  توسطp 

 ب  رست خواهیم آو ر.، آ د بدست می
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 مقدمه 

نـامیم هررـا  بصـو ت     مـی 1 ا کلین Rاز حلق  aحلق   کدا  است. عضو Rر  سرا  ا ن پا ان نام 

ueaباشـد.  عنـی    eماننـد   Rضـو خورتـوان از  و  ك ع uمانند  Rجمع  ك عضو  کار از  .

uaauرو یم هررا   2 ا قو ا کلین aوعض   حلق .R   ا کلین )قو ا کلین( رو یم هررا  هر عضـو 

 کلین( باشد. آن کلین )قو ا

معر ی شد. وی نشـان رار کـ  تصـو ر     1667[ ر  سار 18ر  ] 3مفهوم کلین اولین با  توسط نیکلسون

هـای تبـارلی    است و حلق  4همر خت  ك حلق  کلین ، کلین است. همچنین حلق  کلین، حلق  تبارلی

                                                 
Clean-1 

strongly clean-2 

Nikelson-3 

Exchange-4‌
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،  7 کـار -مـنظم   حلقـ   اند ک نشان رار  6و خو نا 5[ کامیلو7] های مرکز، کلین هستند. ر  با خورتوان

 نشان رار  اند ک    8[ کامیلو و  و8] کلین است و حالت عکس برقرا  نیست. ر 

 6 نیم کامل کلین  تبارلی

وی نشـان رار کـ     .معر ی شد 1666[ ر سار 16مفهوم قو ا کلین نیز اولین با  توسط نیکلسون ر  ] 

 ، کلین است.  10منظمموضعی، قو ا کلین هستند و حلق  قو ا  های حلق 

انـد از   بـ  نتـا جی رسـت  ا تـ      و اند  های قو ا کلین ب  تحقیق پرراخت ر  باب حلق  ر گر محققانی

و تنهـا   کلین است ارر n،Rک  برای عدر صحیح مثبت دو نیکلسون نشان رارن 11[ هان13] ر  ،جمل 

RM)(ارر  n  [ کـ   16] های قو ا کلین، نیکلسون با طرح ا ن سـوار ر   کلین باشد. اما ر  مو ر حلق

ی تحقیق ر ا ن مو ر  های قو ا کلین، قو ا کلین است؟ انگیز   وی حلق  nnهای آ ا حلق  ماتر س

های قو ـا کلـین    باعث شد نتا ج جالبی برای حلق و ر  نها ت بسیا ی از محققان ا جار کرر   ا برای

های نقـض نشـان رانـد کـ       [ با ا ا   مثار21ر  ] 13و چن 12[ و  انگ6بدست آ د. ابتدا کامپوس ر  ]

ز مجموع  اعدار صـحیح،  ا pاند ک  برای هر عدر اور جواب ا ن سوار منفی است. ا شان نشان رار 
                                                 

Camillo-5 

Khurana-6‌

unit-regular-7‌

Yu-8 

Semiperfect-9 

-regularπ-10‌

Han-11‌

Yang-12‌

Chen-13‌
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)(حلق  )(2 pM   قو ا کلین نیست کـ  ر  آن)( p   از موضـع سـازی      ر  ا ـد  آر اور تولیـد شـد

بدست می آ د. سپس محققان ر گر شرا طی  ا پیدا کررند کـ  تحـت ا ـن شـرا ط، حلقـ        pتوسط

[ 10های قو ا کلین، قو ا کلین اسـت. از جملـ  چـن،  انـگ و ژو ر  ]      وی حلق  2×2های  تر سما

های موضعی، قو ا کلین است. همچنـین    وی حلق  2×2های ماتر سی نشان رارند ک  چ  وقت حلق 

تحت چـ  شـرا طی  ـك چنـین      ،جابجا ی باشد موضعی و ،وقتی حلق  ،[ نشان رار  است16لی ر  ]

[ شـرا طی  ا بدسـت آو ر  انـد کـ  تحـت ا ـن       14] لم ر  . خو نا وهستندی قو ا کلین ها  ماتر س

 های موضعی، قو ا کلین هستند.   وی حلق  2×2های  شرا ط حلق  ماتر س

های ند جمل  چ  تعر ف خاصی از تجز   ا ائ [ با ررا شی متفاوت و6] و ر گران ر  14اخیرا با وا

  وی حلق  2×2ا زی  ا برای قو ا کلین بورن حلق  ماتر س های  شرا ط هم  وابط و، tR][تکین ر 

های  مو ر قو ا کلین بورن حلق  اند. ا تباط نتا ج با وا و ر گران ر  های موضعی بدست آو ر 

 نام  است.  اصلی ر  ا ن پا ان ی انگیز  ،های موضعی با ر گر نتا ج قبل  وی حلق  2×2 ماتر سی

 ا بـا   Rو مجموعـ  اعضـای  کـار     RJ)( ا بـا   Rحلقـ    15کوبسنی،  ار کار جا ان نام ر  ا ن پ

)(RU روم با ا ائ  چنـد  اور کلیات ا ن پا ان نام   ا بیان کرر  و ر   صل ر   صل  رهیم. نما ش می

                                                 
Borooah-14‌

Jacobson-15‌



4 

 

ب   ،ر   صل سوم وهای بعد خواهد بور، کا   ا شروع کرر   ک  مو ر استفار  ر   صلتعر ف و قضی  

 وی  2×2های  ا زی خواهیم پرراخت ک  تحت ا ن شرا ط حلق  ماتر س بر سی شرا ط و  وابط هم

بـ    ا زی  ا بیان می کنیم ک  بیشتر  وابط هم (3-14)ر  قضی   .های موضعی، قو ا کلین هستند حلق 

 وابطی  ا بیان می کنیم ک  از همان ررا ش    (3-25) خطی اثبات می شوند. سپس ر  قضی   وش جبر

ــا وا و ر گــران  ــ نیــز  صــل چهــا م . ر بدســت مــی آ نــدب   بر ســی شــرا طی کــ  تحــت ا ــن  ب

)(،شرا ط )(2 pM   دست آمد  از ا ـن  بقو ا کلین است می پرراز م و ر  نها ت ر   صل پنجم نتا ج

 خواهیم کرر. مندان تقد م علاق  ،ب  همرا  پیشنهارات  ا ها  صل
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 فصل اول : کليات

 

 هدف 

های   وی حلق  2×2های  ر  ا ن پا ان نام  ب  بر سی ا نک  تحت چ  شرا طی حلق  ماتر س

 . همچنین شرا ط ونشان می رهیمموضعی، قو ا کلین هستند، پرراخت  و هم ا ز بورن ا ن شرا ط  ا 

)(ابط هم ا زی  ا برای قو ا کلین بور  حلق و  )(2 pM  ک  ر  آن ،)( p  از موضع سازی   ر 

 بیان می کنیم.  ا بدست می آ د pآر تولید شد  توسط ا د 
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 پیشینه تحقیق

های علمی ر  زمین  جبر و  ریر د  کی از تاز  مو ر بر سی قرا  می نام  موضوعی ک  ر  ا ن پا ان

معر ی شد. وی ر   1667ها می باشد. مفهوم کلین اولین با  توسط نیکلسون ر  سار  ررا ش حلق 

 وی  nnهای  ضمن تعر ف مفهوم قو ا کلین با طرح ا ن سوار ک  آ ا حلق  ماتر س 1666سار 

 ، قو ا کلین است؟ آغازرر تحقیقات بعدی ر  ا ن مو ر شد. قو ا کلین های حلق 

 ای با عنوان:   نام  نیز ارام  ا ن تحقات بور  و مربوط ب  مقال  موضوع مو ر بر سی ر  ا ن پا ان

Strongly clean matrix rings over local rings 

 ب  چاپ  سید  است.  2006است ک  ر  سار 

های  حلق  ی و 2×2با تعر ف حلق  قو ا کلین، قو ا کلین بورن حلق  ماتر س های  نام  ر  ا ن پا ان

نام   دست آو ر  ک  ر   صل های مختلف ا ن پا انو نتا ج مهمی ب موضعی بر سی خواهیم کرر

 رررند. بطو  کامل بیان می
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 روش کار تحقیق

های  ها و سا ر بخش ر ر  کتابخان های موجو از مقالات و کتاب نام  ر  بر سی و انجام ا ن پا ان

است. ابتدا با  انگلیسی نیز از ا نترنت تهی  شد مختلف استفار  شد  است. چند مقال  و کتاب ب  زبان 

 نام   ا بیان می آمد  است مفاهیم مو ر استفار  ر  طور ا ن پا ان رومتعا  ف و قضا ای ک  ر   صل 

 وی  2×2های  ئ  شرا ط قو ا کلین بورن حلق  ماتر سهای بعدی ب  ترتیب ب  ا ا کنیم و ر   صل

)(های موضعی و حلق   حلق  )(2 pM  ا ن  و پیشنهارات پرراز م. نها تاً ر   صل پا انی ب  نتا ج می

 نام  خواهیم پرراخت. پا ان
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 : تعاريف و قضاياي مقدماتي فصل دوم

 

 عنی ، R وی حلق   nnهای  حلق  باشد. مجموع  ماتر سR رض کنید (:2-1تعریف )

)(RM n های  حلق  است ک  حلق  ماتر س ،  كها همرا  با جمع وضرب ماتر سnn    با ر آ

 .نامیم می Rحلق  ها ی از 

رهیم، ب  عبا تی  نشان می tR][ ا با  Rحلق ها  وی  ای مجموع  هم  چند جمل  (:2-2تعریف )

 ر گر 

}},0{|)({][ 110 RaNntataatftR i

n

n   

 نامیم. می Rها  وی  ای حلق  چند جمل ک  آن  ا ا ن مجموع  با جمع وضرب ز ر حلق  است 

  رض کنید، 

][)( 110 tRtataatf n

n   و][)( 110 tRtbtbbtg m

m   

 2

221100 )()()()()( tbatbabatgtf 
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





mn

k

k

ktctbababatgtf
1

011000 )()()()(  

ک  ر  آن 



k

i

ikik bac
0

 (nmk  ,1,0 ). 

  رض کنید  (:2-3تعریف )

][)( 110 tRtataatf n

n   

0na  ،na ا ضر ب پیشروی )(tf و)(tf  ا از ر ج n نو سیم  روئیم و میntf )(deg 

 نامیم. ای تکین می  ا چند جمل  tf)(، آنگا  1naو ارر

 ای  برای چند جمل  ی چپ ) است(  ا   ش  Raعضو  (:2-4تعریف )

][)( 110 tRtataatf n

n   

)(0روئیم هررا    afارر .Ra  ای جمل  چند  است ی   ش و هم  ی چپ   ش هم)(tf  

 نامیم. tf)(ای جمل  ی چند باشد آن  ا   ش 

)(][ای  روئیم چند جمل  (:2-5عریف )ت 110 tRtataatf n

n    رR  حل پذ ر است

 باشد.  Rای ر  را ای   ش  tf)(هررا  

Raa حلق  و R رض کنید(: 2-6تعریف ) n ,,1  عضو ،Rd    ا بز رتر ن مقسوم علی 

naaمشترک اعضای  ,,1  روئیم و با نمار),,( 1 naad  رهیم ارر نما ش می 
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i،iadب  ازای هر .1 | . 

i،iacو هر Rcبرای هر .2 dcنتیج  رهد  | | . 

naaاعضای  (:2-7تعریف ) ,,1    ا از حلق R  رتر ن بز 1 ا نسبت ب  هم اور رو یم هررا 

 مشترک آنها باشد. مقسوم علی 

aaمی نامیم هررا   R ا عضو خورتوان  Raعضو  Rر  حلق   (:2-8تعریف ) 2 . 

)(};,{مجموع   Rر  حلق  (:2-9تعریف ) RxxaaxRaRZ    مرکز حلقR می 

 . نامیم

 می نامیم. R حلق  ی ا عضو مرکز RZ)(هر عضو (:2-11تعریف )

IRRfهمر ختی  (:2-11تعریف ) :   با ضابطIaaf )(  ا همر ختی طبیعی  ا کانونی 

 می نامیم ک   ك همر ختی پوشا )برو  ختی( است.

 Rاز Jو Iهای  آر آر اور نامیم هررا  برای ا د   ا ا د Rاز حلق   Pآر ا د  (:2-12تعریف )

RIJارر    آنگا  نتیج  بگیر مPI   ا PJ برای هر .  ا ب  عبا تیRba , رر اPab 

 . Pb ا  Paآنگا  
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Rmحلق  باشد. ا د  آر  R رض کنید (: 2-13تعریف )    از حلقR آر ماکسیمار   ا ا د

RImارر ،Rاز Iآر رو یم هررا  برای هر ا د    آنگا ،RI   ا mI . 

 یمار راشت  باشد.سآر ماک نامیم هررا   قط  ك ا د   ا موضعی میRحلق  (:2-14تعریف )

 همرا  با ضرب )ضرب اسکالر( Mررو  آبلی.حلق  باشد R رض کنید  (:2-15تعریف )

rxxr

MMR

),(


 

Myxشور. ارر برای هر  مدور)چپ( نامید  میR ك  , و هرRsr , : راشت  باشیم 

1. ryrxyxr  )( . 

2. sxrxxsr  )( . 

3. xrssxr )()(  

xxراشت  باشیم  Mx کدا  و برای هر  Rارر .1  ر ا ن صو تM ا  R  مدور)چپ(  کانی

 نامیم. می

ز ر  ،Mاز Nمجموع  ناتهیباشد ز ر مدور)چپ(M، R  رض کنید (:2-16تعریف )

 اشد.ب مدور)چپ(R ك  Mی با اعمار تعر ف شد  Nشور هررا   مدور)چپ( نامید  می
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 اشتراک تمام ز ر مدور باشد. MمدورR ی ازا مجموع ز ر  X رض کنید  (:2-17تعریف )

 ا مجموع   Xنما ش می رهیم.  X)(با  نامید  و Xز رمدور تولید شد  توسط   ا Xهای شامل 

 .   است متناهی مولد X)(یمئرو ،متناهی باشد Xارر .می نامیم X)( ا مولدهای  Xمولد و عناصر

 ،امیمن  F  ا پا   برای FبرایXمدور باشد مجموع  مولدF ،R رض کنید  (:2-18تعریف )

nxx ک  متما ز باشند مانند Rعضو از nهررا  مستقل خطی باشد،  عنی ب  ازای هر ,,1  وهرn 

nrrمانند  Rعضو از ,,1  0ارر
1




n

i

ii xr  01راشت  باشیم  nrr  . 

  ا آزار رو یم هر را  را ای پا   باشد. Fمدور باشد،F ،R رض کنید  (:2-19تعریف )

nXاست ک Xپا   متناهی مدور آزار باF ،R (:2-21لم )  ارر وتنها اررnRF . 

},,{ض کنید (  ر:برهان 1 nxxX   تعر ف می کنیم 

nnn

n

xaxaaa

FR





 111 ),,(

: 

),,(kerاست . حار  رض کنید  یمدولRک  بوضوح برو  ختی  1 naa   ر  ا ن صو ت

011  nn xaxa  چون  وX  01مستقل خطی است لذا  naa    ر نتیج

nRnaa 0),,( 1  پس  ك ب   ك است و را  م nRF . 
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 0,,0,1,0,,0((  رض کنید( ie (1  رi  ر  ا ن صو ت )امین مکان قرا  را ر

(ni 1)ieها،nRبنابرا ن  . ا تولید می کنند)( ie، M .ا تولید می کند □ 

nMM رض کنید (:2-21تعریف ) ,,0  )2( n ،Rهای رلخوا  باشند ر ا ن صو ت،  مدور

 نبال  ر

nn MMMMM
n

 1210

21

 

nهای  مدورRای از همر ختی   ا ک  رنبال  ,,1  نامیم هررا  برای هر  است، رنبال  رقیق می

nI 2  راشت  باشیمii  kerIm 1  . 

0رنبال   (:2-22لم )
fg

CB  مر ختی از هRتنها ارر و ، رقیق است اررها مدورg  همر ختی

 پوشا باشد.

fCgهمر ختی پوشا باشد آنگا   gبرهان : ارر kerIm  .و برعکس□ 

از همر ختی    ب  ازای هر نمورا انامیم هرر می پروژکتیو ا  P مدورR (:2-23تعریف )

Rها مانند  مدور 


