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 چكيده

 كه اصطلاحاً-در برآورد چگالي و رگرسيون ناپارامتري افزايش واريانس و اريبي در كران ها 

به علت اطلاعات يك طرفه اي كه از داده ها داريم، مي تواند  -اثرات كران ناميده مي شوند

اين مشكل براي برآوردهايي كه روي متغيرهاي تبديل يافته اجرا مي  كاملاً مشكل ساز باشد.

شود به سادگي زياد شده و حتي ممكن است برآوردهاي نهايي و در نهايت نتايج را اساساً تغيير 

پس از مرور مختصري در مورد روش هاي موجود، يك روش اصلاح  پايان نامهدر اين  .دهد

ي در كران حلد كه از روش تغيير پهناي باند مكران جديد سرراست و بسيار ساده پيشنهاد مي شو

سپس رفتار آماري آن بررسي شده و كارايي برآورد چگالي و رگرسيون  ها استفاده مي كند.

براي حجم نمونه هاي كوچك و متوسط مطالعه خواهد شد. كارايي اين روش در مطالعه ي شبيه 

در اقتصاد  سازي بسيار خوب است، همچنين براي براورد توزيع درآمد جهاني و منحني انگل 

 بسيار خوب عمل مي كند.
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 پيشگفتار
 

در . ا برآورد چگالي) اثرات كران استيك مسئله معروف در برآورد ناپارامتري (رگرسيون ي

ي مثال در تحليل فقر، لازم ابر ،هستند مورد توجه خاصكران ها  بسياري از مطالعات كاربردي

به كران  "نزديك"است كه برآوردهاي قابل اعتمادي از توزيع درآمد در سمت چپ يعني 

اگر علاقه مند به بررسي ريسك، فقر  و نابرابري باشيد، بايد ، همچنين داشته باشيمطبيعي صفر 

زرگ يا كوچك ب نگاه ويژه اي به گروه هاي جوان يا پير، درجه ي تحصيلي افراد، شركت هاي

، شودبه طور مشابه وقتي از رگرسيون ناپارامتري در اقتصادسنجي استفاده مي  و غيره داشته باشيد.

با توجه به اين مثال ها  شوند.مي كران ها بلكه در نزديك آن ها هم ديده  درنه تنها  اثرات كران

هسته اي روش هاي اصلاح كران در هر دو مورد برآورد  مي توان مشاهده كرد كه استفاده از

 .چگالي و رگرسيوني ضرورت دارد

به طور كلي روش تا كنون روش هاي متعددي براي اصلاح اثرات كران معرفي شده اند، 

 هاي موجود مي تواند به گروه هاي زير تقسيم شود:

 ))1991هارت()، كلاين و 1986)، سيلورمن(1985روش انعكاس داده ها (اسكاتر( .1

 ))1994)، مارون و راپرت(1991روش تبديل داده ها (واند و همكاران( .2

 ))1996(كولينگ و هال( روش شبه داده .3

 ))1993)، جونز(1983)، گسر و همكاران(1979(گسر و مولر( روش هسته هاي كراني .4

 ))1991)، هال و ورلي(1991)، مولر(1984(رايس( يمحلروش پهناي باند  .5
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كه عليرغم اهميت روش هاي اصلاح كران در عمل و مقدار قابل توجه جالب توجه است 

) مطالعات نظري اين روش ها هم در برآورد چگالي و هم در رگرسيون به زيادخيلي  (اما نه

فقدان برنامه هاي اجرايي در نرم افزارهاي  ، يك دليل واضح اين امر ندرت استفاده مي شوند.

آماري و اقتصادي است. در كنار فقدان نرم افزار دليل ديگر براي استفاده ي اندك از اين روش 

به همين ها مي تواند پيچيدگي آن در مقايسه با بهبود مشهود ايجاد شده در برآورد نهايي باشد. 

ساده است و به ندرت ات كران روشي پيشنهاد شده كه دليل در اين پايان نامه به منظور اصلاح اثر

 نياز به محاسبات بيشتري نسبت به روش بدون اصلاح كران دارد.

به طور خلاصه در جستجوي يك روش اصلاح كران ساده و سريع هستيم تا بتواند در  

ي در هر دو مسئله رگرسيون و چگالي رقابت و چندجمله اي محل 1993نهايت با روش جونز 

هال و پارك قابل توجه اريبي به دست آمده است(ند. اين روش بر پايه ي ايده ي كاهش ك

اما در   افزايش جدي واريانس مي شود، باعث . هرچند سادگي اين روش)را ببينيد )2002(

 برآوردها در ميانگين مربع خطا بهبود مي يابند. ، مجموع

طور يكنواخت بهترين جرم احتمال را  بررسي نشده است كه كدام روش به پايان نامهدر اين 

اده و كاربردي معرفي شده است س يروش بلكه به آن ها به كار مي برد،  در كران ها و يا نزديك

مقايسه شده با روش هاي موجود  روش پيشنهاد شدهمطالعه جامع شبيه سازي يك  و با استفاده از

فصل اول به معرفي برآوردگر هسته اي چگالي مي پردازد. در فصل  و دو كاربرد ارائه شده است.

دوم رگرسيون هسته اي معرفي خواهد شد. فصل سوم مربوط به معرفي روش هاي اصلاح اثرات 

كران و پيشنهاد يك روش ساده و مؤثر به منظور كاهش اثرات كران است. در فصل چهارم چند 

شده براي برآورد چگالي و رگرسيون هسته اي روش اصلاح كران در داده هاي شبيه سازي 

مقايسه شده است و همچنين داده هاي مربوط به توزيع درآمد جهاني براي برآورد چگالي و 

 سي شده است.ربرآورد منحني انگل در رگرسيون هسته اي نيز بر
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 1فصل 

 مقدمه اي بر برآوردگر ناپارامتري تابع چگالي

 برآوردگر هيستوگرام 1.1 

ساده ترين برآوردگر تابع چگالي برآوردگر هيستوگرام است. فرض كنيد نمونه تصادفي 

𝑋1,𝑋2, … , 𝑋𝑛   را به حجم𝑛   از توزيعي پيوسته و نامعلوم داريم. مي دانيم براي رسم

   طبقه بندي  -كه اصطلاحاً پهناي باند ناميده مي شود- ℎطبقه با طول  𝑗هيستوگرام داده ها به 

  :نمايش داده مي شود كه 𝐵𝑗مي شوند. در اين صورت هر طبقه توسط بازه ي 

𝐵𝑗 = [𝑥৹ + (𝑗 − 1)ℎ, 𝑥৹ + 𝑗ℎ] ,       𝑗𝜖ℤ 

 مبداً اولين طبقه است.  𝑥৹و 

 :از اينرو مي توان برآوردگر هيستوگرام تابع چگالي را به صورت زير تعريف كرد
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�̂�ℎ(𝑥) =
1
𝑛ℎ��𝐼�𝑋𝑖𝜖𝐵𝑗�

𝑗

𝐼(𝑥𝜖𝐵𝑗)
𝑛

𝑖=1

,                      (1.1) 

 كه 

𝐼�𝑋𝑖𝜖𝐵𝑗� = � 1,      𝑋𝑖𝜖𝐵𝑗       
৹,         𝑜.𝑤.       

 

) به سادگي مي توان دريافت كه 1.1نمايش داه شود، از فرمول ( 𝑚𝑗با   𝐵𝑗اگر مركز طبقه 

𝐵𝑗كه در بازه  𝑥براي هر مشاهده  = [𝑚𝑗 −
ℎ
2

,𝑚𝑗 + ℎ
2
قرار گيرد هيستوگرام برآورد  (

 محاسبه مي كند. مي توان ثابت كرد كه  -نمايش داده مي شود �̂�ℎ(𝑚𝑗)كه با  - 𝑓مشابهي براي 

�̂�ℎ�𝑚𝑗� =
1
𝑛ℎ #{𝑋𝑖 ∈ [𝑚𝑗 −

ℎ
2 ,𝑚𝑗 +

ℎ
2]} 

 

اد اعضاي مجموعه را تعد  # ونمايش دهنده ي برآوردگر هيستوگرام تابع چگالي است 

د. بدون از دست دادن كليت نتعريف شده باش   𝑓از در فاصله ي دلخواهي  نمايش مي دهدكه

,৹]روي فاصله ي  𝑓فرض مي كنيم كه  يك عدد صحيح باشد  𝑚تعريف شده باشد. اگر  [1

  :بازه هايي را به صورت زير تعريف مي كنيم

𝐵1 = �৹ ,
1
𝑚� ,𝐵2 = �

1
𝑚 ,

2
𝑚� , … ,𝐵𝑚 = �

𝑚 − 1
𝑚  ,1� 

 

1از بازه ها برابر هريك همانطور كه ملاحظه مي شود طول 
𝑚

حاً پهناي باند است كه اصطلا  

تعداد مشاهداتي  𝑌𝑗نمايش مي دهيم. فرض كنيم  ℎمي شوند و آن را به طور كلي با نماد ناميده 

𝑃𝑗قرار مي گيرند، قرار مي دهيم  𝐵𝑗است كه در بازه ي  = ∫ 𝑓(𝑢)𝑑𝑢𝐵𝑗
�̂�𝑗و    = 𝑌𝑗

𝑛
از ،  

 :اينرو برآوردگر هيستوگرام تابع چگالي عبارت است از
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�̂�ℎ(𝑥) = �
𝑃�𝑗
ℎ 𝐼�𝑥 ∈ 𝐵𝑗�.

𝑚

𝑗=1

 

 گر هسته ايبرآورد  2.1

 :محاسبه ي عبارت زير است  𝑓(𝑥) مي دانيم يك روش برآورد 

�̂�(𝑥) =
1

𝑛 × طول فاصله
 

# 𝑥 مي افتند� �مشاهداتي كه در يك فاصله ي كوچك حول        (2.1) 

𝑥]در فاصله ي  𝑓در اينجا تابع  − ℎ,𝑥 + ℎ]  2به طولℎ    برآورد شده است. از اينرو 

 :مي توان نوشت

�̂�ℎ(𝑥) =
1

2𝑛ℎ #{𝑋𝑖 ∈ [𝑥 − ℎ,𝑥 + ℎ]}                            (3.1) 

كه تابع هسته ي يكنواخت نام دارد استفاده شود، مي  )4.1(از تابع وزنيدر اين عبارت اگر 

 بازنويسي كرد: )5.1به صورت عبارت ( ) را3.1توان عبارت (

𝐾(𝑢) =
1
2 𝐼(|𝑢| ≤ 1)                                          (4.1) 

𝑢كه  = (𝑥 − 𝑋𝑖) ℎ⁄.  

�̂�ℎ(𝑥) =
1
𝑛ℎ�𝐾 �

𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ �

𝑛

𝑖=1

                                    (5.1) 
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=
1
𝑛ℎ�

1
2 𝐼 ��

𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ � ≤ 1�

𝑛

𝑖=1

                         (6.1) 

(نقطه اي كه مي خواهيم تابع  𝑥كه فاصله آن از  𝑋𝑖تابع هسته ي يكنواخت به هر مشاهده 

1ست وزن ا hتر از گالي احتمال را برآورد كنيم) كمچ كه و مشاهداتي  خصيص مي دهدرا ت ⁄2

طبق تعريف براي  (·)𝐼گيرند زيرا تابع نشانگر وزن صفر مي است  ℎبيشتر از    𝑥فاصله آن ها از 

𝑢تمام مقادير  = (𝑥 − 𝑋𝑖) ℎ⁄  هستند برابر صفر است.  1كه بزرگتر از 

) 2.1) مشهود است كه تمام كاري كه تاكنون انجام شد فرمولبندي عبارت (5.1از فرمول (

) مي توان دريافت كه براي هر مشاهده در فاصله ي 6.1بوده است. با توجه به عبارت (

[𝑥 − ℎ,𝑥 + ℎ]  مقدار تابع نشانگر برابر يك خواهد بود و يك سهم براي مقدار فراواني آن

چقدر  𝑋𝑖در نظر گرفته مي شود. اما هر سهم به طور مساوي وزن دهي شده و مهم نيست مشاهده 

 باشد).  𝑥از  ℎاست(مشروط به اينكه در فاصله ي نزديك  𝑥به 

هستند، نسبت به آن  𝑥شايد بهتر باشد سهم بيشتري از وزن براي مشاهداتي كه بسيار نزديك 

هايي كه فاصله ي زيادي از آن دارند در نظر گرفت، در اين صورت براي مثال فرمول زير را در 

 نظر بگيريد:

�̂�ℎ(𝑥) =
1

2𝑛ℎ�
3
2

𝑛

𝑖=1

�1 − �
𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ �

2
�𝐼 ��

𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ � ≤ 1�           (7.1) 

=
1
𝑛ℎ�𝐾 �

𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ �

𝑛

𝑖=1

,     𝑖 = 1 , … ,𝑛                            (8.1) 

 هسته ي اپنيچ نيكوف است:مختصرنويسي تابع وزني ديگري به نام  𝐾كه 
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𝐾(𝑢) =
3
4 (1 − 𝑢2)𝐼(|𝑢| ≤ 1). 

داد ) مي توان دريافت كه اين رويه يك روش ساده براي شمارش تع7.1با دقت در عبارت (

نزديكترند سهم  𝑥هايي كه به  Xiهستند، به طوري كه  𝑥مشاهداتي است كه در فاصله حول 

 بيشتري از وزن نسبت به مشاهداتي كه دورترند دارند.

Kernel هسته 𝑲(𝒖) 

Uniform 1 يكنواخت
2𝐼

(|𝑢| ≤ 1) 

Triangle 1) مثلث− |𝑢|)𝐼(|𝑢| ≤ 1) 

Epanechnikov 3 اپنيچ نيكوف
4

(1 − 𝑢2)𝐼(|𝑢|≤ 1) 

Quartic(Biweight) (دو وزني) 15 درجه ي چهارم
16

(1− 𝑢2)2𝐼(|𝑢|≤ 1) 

Triweight 35 سه وزني
32

(1− 𝑢2)3𝐼(|𝑢|≤ 1) 

Gaussian وسياگ  1
√2𝜋

𝑒𝑥𝑝 �−
1
2𝑢

2� 

Cosine كسينوس 𝜋
4 cos (

𝜋
2 𝑢)𝐼(|𝑢| ≤ 1) 

 : توابع هسته مختلف 1.1جدول  

كه برخي از آن ها در  از هسته ها ژگي اخير را هسته ي اپنيچ نيكوف و بسياري ديگر وي

 معرفي شده اند، دارند.  1.1جدول 

 از توابع هسته) برخي 1.1در شكل (توجه كنيد كه توابع هسته حول صفر متقارن هستند. 

 نمايش داده شده است.
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 : نمايش چند تابع هسته: يكنواخت(بالا چپ)، اپنيچ نيكوف(بالا راست) 1.1شكل 

 يين راست)مثلث(پايين چپ)، درجه ي چهارم(پا

را ارائه داد، بر  𝑥از يك چگالي احتمال  اي چگالي اكنون مي توان فرم كليّ برآوردگر هسته

, 𝑋1 ,𝑋2اساس نمونه تصادفي  … , 𝑋𝑛  از𝑓 :داريم 

�̂�ℎ(𝑥) =
1
𝑛�𝐾ℎ(𝑥 − 𝑋𝑖)

𝑛

𝑖=1

,                                   (9.1) 

 كه

𝐾ℎ(•) =
1
ℎ 𝐾

(• ℎ⁄ )                                            (10.1) 



. برآوردگر هسته اي چگالي1فصل  16  

 

 
 

 𝐾(•)  داده شده است، مي باشد و  نمايش 1.1آنچه در جدول يك تابع هسته مشابهℎ  پهناي

0Fباند

(كه تابعي  𝐾اشاره به تابع وزني  "تابع هسته"را مشخص مي كند. توجه كنيد كه عبارت  1

 ) دارد.9.1چگالي اشاره به فرمول (اي  سته دارد، در حالي كه برآوردگر همتقارن است) 

 پهناي باند اثر   3.1

بايد توجه داشت كه پهناي باند همواري برآورد  اي در مسئله برآورد تابع چگالي به روش هسته

 2.1را كنترل مي كند و انتخاب پهناي باند مناسب يك مسئله ي بسيار مهم است. شكل 

 برآوردهاي چگالي را با استفاده از هسته ي دو وزني و پهناهاي باند مختلف نمايش مي دهد.

 

استفاده از چهار پهناي باند : برآورد چگالي هسته اي با 2.1شكل                     

          ℎ = 0/004 , ℎ = 0/008 , ℎ = 0/015, ℎ = 0/050                      

                                                                 
۱ Bandwidth 
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كه درجه ي همواري بهينه را بدون برخي محك هاي قراردادي در  ℎتعيين مقداري از 

 بيشتر بحث خواهد شد. 7.1بخش دسترس تعيين كند، دشوار است. اين مسئله در 

 اثر توابع هسته   4.1

 𝑢است و براي تمام  1توابع هسته معمولاً توابع چگالي احتمال هستند، يعني انتگرال آن ها برابر 

𝐾(𝑢)هستند،  𝐾هايي كه در دامنه  ≥ ৹  يك نتيجه ي فوري كه از ،∫𝐾(𝑢)𝑑𝑢 = به  1

∫دست مي آيد عبارت است از  �̂�ℎ(𝑥)𝑑𝑥 = چگالي نيز يك اي  ، يعني برآوردگر هسته  1

منتقل مي شود.  �̂�ℎبه  𝐾تابع چگالي احتمال است. بعلاوه، ويژگي هاي پيوستگي و مشتق پذيري 

 نيز اين ويژگي را خواهد داشت. �̂�ℎمرتبه پيوسته ي مشتق پذير باشد،  𝐾 ،𝜐براي مثال، اگر 

1Fويژگي وراثت"در يك سطح شهودي تر 

2" �̂�ℎ  در همواري نمودارش منعكس مي شود. در

ℎبراي مقدار معلوم  3.1شكل = ، برآوردهاي هسته اي چگالي با استفاده از توابع هسته  0/018

 ي مختلف ترسيم شده اند.

 

 چگالي  با استفاده از توابع هسته ي  دو وزني(چپ) هسته اي : برآورد  3.1شكل 

ℎ و يكنواخت (راست) با پهناي باند  = 0/018 

                                                                 
۲ Inheritance Property 
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توجه كنيد كه چگونه برآورد برپايه ي هسته ي يكنواخت (راست) انعكاس دهنده ي شكل 

جعبه اي تابع هسته ي تحت آن با رفتار ناهموار آن است، در حالي كه برآوردي كه تابع هسته ي 

 دووزني هموار را بكار برده است (چپ)، داراي يك شكل پيوسته و هموار است.

 
 با استفاده از توابع هسته ي اپنيچ نيكوف رآورد هسته اي چگالي : ب 4.1شكل            

ℎ (چپ) و سه وزني (راست) با پهناي باند                                  = 0/018 

اين تفاوت تنها به برآوردهايي كه به وسيله ي توابع هسته ي پيوسته و ناپيوسته صورت گرفته 

اي توابع هسته ي پيوسته تفاوت هاي قابل توجهي در اند محدود نمي شود، حتي بين برآورده

قابل مشاهده   4.1شكل ) ، اين مسئله با توجه به  ℎهمواري وجود دارد (براي مقادير مشابهي از 

ℎاست. در اين شكل براي  = برآوردهاي چگالي با استفاده از هسته ي اپنيچ نيكوف   0/018

(چپ) و هسته ي سه وزني (راست) به ترتيب، ترسيم شده است و تفاوت كاملي در همواري 

 نمودارهاي دو برآورد وجود دارد.
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 نمايش گرافيكي برآورد هسته اي چگالي 5.1

چگالي بپردازيم اجازه دهيد ديدگاه به ويژگي هاي آماري برآوردگرهاي هسته اي  قبل از آنكه

چگالي ارائه دهيم كه انگيزه و بينش بيشتري در مورد اينكه رويه هسته اي ديگري از برآورد 

 چگونه عمل مي كند به ما مي دهد.

چگالي را براي يك مجموعه داده ساختگي به همراه توابع هسته اي برآورد هسته   5.1شكل 

 نمايش مي دهد.  متناسب ي 

 
  : برآورد هسته اي چگالي به عنوان مجموع هسته ها 5.1شكل

 :به صورت زير نمايش داده مي شودمتناسب تابع هسته ي 

1
𝑛ℎ 𝐾�

𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ � =

1
𝑛𝐾ℎ

(𝑥 − 𝑋𝑖). 

است، بنابراين مساحت زير هر تابع هسته ي  1دقت كنيد كه مساحت زير برآورد چگالي برابر 

 :يله ي تغيير متغير) برابر است بامتناسب (با استفاده از انتگرال گيري به وس

�
1
𝑛ℎ 𝐾 �

𝑥 − 𝑋𝑖
ℎ �𝑑𝑥 =

1
𝑛ℎ�𝐾(𝑢)ℎ 𝑑𝑢 =

1
𝑛ℎ ℎ�𝐾(𝑢)𝑑𝑢 =

1
𝑛 . 


