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چͺيدهچͺيده
گروه عناصر تمام از مجموعه�ای ،OS(x) مجموعه باشد. G از عضوی x و متناهͬ گروه G کنید فرض
،x ∈ G هر برای هرگاه است، POS-گروه ͷی G متناهͬ گروه باشد. برابر x مرتبه با آن�ها مرتبه که G

POS-گروه�ها خواص از بعضͬ پایان�نامه این در باشد. G مرتبه از علیه�ای مقسوم OS(x) کاردینال
مͬ�شود. ارائه مستقیم نیم حاصل��ضرب ͷکم به آبلͬ غیر POS-گروه�های از خانواده�ای و شده بررسͬ
نیستند. POS-گروه ،(n ≥ ۴) Sn متقارن گروه و (n ≥ ٣) An متناوب گروه مͬ�شود داده نشان پایان در

اول. عدد بخش�پذیری، مستقیم، نیم حاصل�ضرب متناهͬ، گروه�های : کلیدی کلمات

ج



مطالب فهرست

٢ مقدمه

٣ نیازها پیش و مقدماتͬ مفاهیم ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اعداد نظریه ١.١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیلو قضایای ٢.١
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گروه�ها حاصل�ضرب ٣.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریختͬ�ها خود گروه ۴.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جایͽشتͬ گروه ۵.١

١٧ �گروه�هاPOS ٢
١٧ . . . . . . . . . . . . . . POS-گروه�ها ویژگͬ�های از بعضͬ با آشنایͬ و تعاریف ١.٢
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم حاصل�ضرب و POS-گروه�ها ٢.٢

٣٩ آبلͬ غیر �گروه�هایPOS ٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقیم نیم حاصل�ضرب و POS-گروه�ها ١.٣

۵١ �گروه�هاPOS و جایͽشتͬ گروه�های ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیستند POS-گروه که گروه�هایͬ از مثال�هایͬ ١.۴

۶١ مراجع

۶٢ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

۶۴ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

۶۶ Abstract



مقدمه

ساختن برای روش�هایͬ آنها کردند. معرفͬ را POS-گروه�ها مفهوم [۴] ٢ جونز و ١ فینچ ٢٠٠٢ سال در
تعداد که دادند نشان [۵] ٢٠٠٣ سال در همچنین دادند. ارائه را هستند POS-گروه که آبلͬ گروه ͷی
اول عدد n − ١ یا n اگر که کردند ثابت مقاله این در دارد. وجود نوع این از آبلͬ غیر گروه نامتناهͬ
۴ ͷتلس و ٣ لیبرا ٢٠٠٣ سال در نیست. POS-گروه ͷی n ≥ ۴ برای An متناوب گروه آن�گاه باشد،
ͷی D٢n گروه که دادند نشان مͬ�شوند تولید عضو دو با که آبلͬ غیر گروه�های از مثال�هایͬ ارائه با [٨]

.a ≥ ١ که n = ٣a اگر تنها و اگر است POS-گروه
نیم حاصل�ضرب ͷکم به سپس پرداخت. POS-گروه�ها خواص بررسͬ به [٢] ۵ داس ٢٠٠٩ سال در
آخر در و دارد وجود نوع این از آبلͬ غیر گروه نامتناهͬ تعداد که داد نشان فرما اول اعداد و مستقیم
نمود ثابت [١١] ۶ توآن ٢٠١٠ سال در همچنین نیست. POS-گروه ͷی n ≥ ٣ برای An که نمود ثابت

نیست. POS-گروه ͷی n ≥ ۴ برای Sn که
اول فصل در مͬ�باشد. [١١] و [۴] ،[٢] مقالات از بر�گرفته که است فصل چهار شامل پایان�نامه این
شامل که دوم فصل شد. خواهد بیان مͬ�گیرد قرار استفاده مورد پایان�نامه طول در که مقدماتͬ مفاهیم
پرداخت خواهیم POS-گروه�ها خواص و ویژگͬ�ها از بعضͬ بررسͬ به اول بخش در مͬ�باشد. بخش دو
مرتبه با گروه ͷی روی از ͷکوچ مرتبه با گروه ͷی ساختن طریقه قضایایͬ ارائه با دوم بخش در و
کرد. خواهیم بیان مستقیم حاصل�ضرب ͷکم به را عͺس) بر (یا هستند POS-گروه دو هر که بزرگ
به فرما اول اعداد و مستقیم نیم حاصل�ضرب ͷکم به که آبلͬ غیر POS-گروه�های با سوم فصل در
ارائه را نیستند POS-گروه که گروه�هایͬ از مثال�هایͬ چهارم فصل در شد. خواهیم آشنا مͬ�آیند دست
n ≥ ٣ برای An متناوب گروه و n ≥ ۴ برای Sn متقارن گروه که داد خواهیم نشان فصل این در مͬ�دهیم

نیستند. POS-گروه

1. Finch
2. Jones
3. Libera
4. Tlucek
5. Das
6. Tuan



١ فصل

نیازها پیش و مقدماتͬ مفاهیم

اعداد نظریه ١.١

اعداد مرتبه معرفͬ به ادامه در و پرداخته آن خواص از بعضͬ و اویلر فͬ تابع معرفͬ به ابتدا بخش این در
خواهیم فرما اول اعداد معرفͬ به آخر در و مͬ�پردازیم اعداد اولیه ریشه�های و n (مد) پیمانه به صحیح

پرداخت.

که است مثبت) صحیح اعداد (مجموعه N دامنه با تابع ͷی اویلر) ϕ) اویلر فͬ تابع .١.١.١ تعریف
به نسبت که m از نابیشتر صحیح اعداد تعداد با برابر ϕ(m) ،m ≥ ١ هر ازای به مͬ�شود. تعریف چنین

مͬ�باشد. اولند m

است. زوجͬ صحیح عدد ϕ(n) ،n > ٢ ازای به .٢.١.١ قضیه

.١٧٠ صفحه [الف] مرجع برهان.

.ϕ(m) ∣ ϕ(n) آنͽاه ،m ∣ n اگر باشند. طبیعͬ عدد دو n و m کنید فرض .٣.١.١ قضیه

بطوریͺه باشد m = qβ١١ ...q
βs
s و n = pα١١ ...p

αk

k صورت به اول عوامل به m,n تجزیه کنید فرض برهان.
: مͬ�کنیم فرض شود کم چیزی مسئله کلیت از اینͺه بدون حال q١, q٢, ..., qs ∈ {p١, ..., pk}

m = pβ١١ ...p
βs
s

عدد ͷی ϕ(n)
ϕ(m) حاصل مͬ�دهیم نشان حال βi ≤ αi باشیم داشته ١ ≤ i ≤ s هر برای و s ≤ k بطوریͺه



۴ نیازها پیش و مقدماتͬ مفاهیم .١

است: صحیح

ϕ(n)
ϕ(m)

=
n(١ − ١

p١
)...(١ − ١

pk
)

m(١ − ١
p١
)...(١ − ١

ps
)
= n(ps+١ − ١)(ps+٢ − ١)...(pk − ١)

m(ps+١ps+٢...pk)

=
p
α١
١ ...p

αs
s ...p

αk

k (ps+١ − ١)...(pk − ١)
p
β١
١ ...p

βs
s ...ps+١ps+٢...pk

= pα١−β١١ p
α٢−β٢
٢ ...pαs−βs

s p
αs+١−١
s+١ ...pαk−١

k (ps+١ − ١)...(pk − ١) ∈ Z.

باشد، ͷی برابر a,n مشترک علیه مقسوم بزرگترین و مثبت صحیح عدد n اگر (اویلر) .۴.١.١ قضیه
.aϕ(n) ≡ ١ (mod n) آن�گاه

.١٧۴ صفحه [الف] مرجع برهان.

که طوری به k مثبت صحیح عدد کوچ�ͷترین آن�گاه ،(a,n) = ١ و n > ١ اگر .۵.١.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده n (مد) پیمانه به a مرتبه ،ak ≡ ١ (mod n)

نامیده n از اولیه�ای ریشه a آن�گاه باشد، ϕ(n) برابر n پیمانه به a مرتبه و (a,n) = ١ اگر .۶.١.١ تعریف
صحیح عدد هر ازای به ولͬ ،aϕ(n) ≡ ١ (mod n) هرگاه است n از اولیه�ای ریشه a دیͽر بیان به مͬ�شود.

.ak ≢ ١ (mod n) ،k < ϕ(n) مثبت
و ϕ(٧) = ۶ زیرا است ٧ از اولیه�ای ریشه ٣ که کرد ملاحظه مͬ�توان آسانͬ به

.(٧ پیمانه (به ٣١ ≡ ٣, ٣٢ ≡ ٢, ٣٣ ≡ ۶, ٣۴ ≡ ۴, ٣۵ ≡ ۵, ٣۶ ≡ ١

دارد. اولیه ریشه ϕ(ϕ(n)) دقیقا n آن�گاه باشد، داشته اولیه�ای ریشه n اگر .٧.١.١ قضیه

.٢٠٠ صفحه [الف] مرجع برهان.

دارد. اولیه ریشه اول عدد هر الف) .٨.١.١ قضیه

دارد. اولیه ریشه�ی pα عدد صورت این در α ∈ N و باشد فرد اول عدد ͷی p اگر ب)

عدد α و فرد اول عدد ͷی p آن�ها در که ٢pα و pα صورت به طبیعͬ اعداد و ٢,۴ اعداد فقط پ)
دارد. اولیه ریشه است طبیعͬ

باشد. مͬ نیز p اولیه ریشه pα از r اولیه ریشه هر ت)

.٢١۵ صفحه [الف] مرجع برهان.

است. ٢ از توانͬ m آن�گاه باشد، اول عدد ٢m + ١ و طبیعͬ عدد ͷی m اگر .٩.١.١ لم



۵ سیلو قضایای ٢.١

پس باشد. ٢k + ١ > ١ صورت به فردی علیه مقسوم دارای و نباشد ٢ از توانͬ m کنیم فرض برهان.
∃ r ∈ Z s.t m = (٢k + ١)r,

٢m + ١ = ٢(٢k+١)r + ١ = (٢r)٢k+١ + ١ = (٢r + ٢٢)(١kr − ٢(٢k−١)r + ... + ٢٢r − ٢r + ١)

باشد. ٢ از توانͬ m باید پس است. ٢m + ١ بودن اول خلاف این که

مͬ�شود. نامیده فرما عدد Fn = ٢٢
n

+ ١ (n ≥ ٠) صورت به صحیح عدد هر .١٠.١.١ تعریف
مͬ�نامیم. فرما” اول ”عدد را آن باشد، اول عدد ͷی Fn اگر

سایر که کرد تصور F٠ = ٣ , F١ = ۵ , F٢ = ١٧ , F٣ = ٢۵٧٢ , F۴ = ۶۵۵٣٧ اول اعداد ملاحظه با فرما
زیرا است بخش�پذیر ۶۴١ بر F۵ که دریافت ١٧٣٢ سال در اویلر ولͬ اولند دنباله این از اعداد

F۵ = ٢٢
۵
+ ١ = ٢٣٢ + ١ = ٢۴ × ٢٢٨ + ١ = (۶۴١ − ۵۴)٢٢٨ + ١

= ۶۴١ × ٢٢٨ − (۵ × ٢٧)۴ + ١ = ۶۴١ × ٢٢٨ − (۶۴١ − ١)۴ + ١ ≡ −١ + ١ = ٠ (mod ۶۴١)

اول عامل هر m ≥ ٢ وقتͬ که کرد ثابت ١٧۴٧ سال در و تعیین نیز را فرما اول عوامل شͺل اویلر
به را اویلر حͺم و است زوج n که داد نشان ١٨٧٩ سال در لوکاس است. ٢m+١ × n + ١ صورت به Fm

کرد. کامل مͬ�کنید ملاحظه زیر قضیه در که صورتͬ

است. ٢m+٢ × n + ١ صورت به Fm اول عامل هر ،m ≥ ٢ اگر .١١.١.١ قضیه

.٢٩٣ صفحه [الف] مرجع برهان.

اگر تنها و اگر است اول Fn = ٢٢
n

+ ١ فرمای عدد ،n ≥ ١ ازای به .١٢.١.١ قضیه
٣
(Fn−١)

٢ ≡ −١ (mod Fn)

.٢٩١ صفحه [الف] مرجع برهان.

متمایز فرد اول عدد چند مجموع صورت به را ٩ و ۶،۴،٢،١ بجز مثبت صحیح عدد هر .١٣.١.١ قضیه
نوشت. مͬ�توان

.٢٢۶ صفحه [٣] مرجع برهان.

سیلو قضایای ٢.١

است. اول عدد ͷی p آن در که ،p ∣ ∣G∣ و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض (کوشͬ). .١.٢.١ قضیه
دارد. p مرتبه از عضوی G صورت این در

.۶٩ صفحه [ج] مرجع برهان.



۶ نیازها پیش و مقدماتͬ مفاهیم .١

در مͬ�نامیم p-گروه ͷی را G گروه باشد. اول عدد ͷی p و گروه، ͷی G کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف
در گوییم G گروه p-زیر ͷی را G از H گروه زیر باشد. p از مثبتͬ توان G عضو هر مرتبه که صورتͬ

باشد. p-گروه ͷی H که صورتͬ

عدد ͷی a آن در که است pa صورت به G مرتبه آن�گاه باشد، متناهͬ یpͷ-گروه G اگر .٣.٢.١ نتیجه
است. نامنفͬ صحیح

را گروه مرتبه عنصر، هر مرتبه چون صورت این در باشد، p اول عدد از توانͬ G مرتبه اگر برهان.
متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض حال است. p اول عدد از توانͬ G عضو هر مرتبه پس مͬ�شمارد
باشد داشته q مرتبه از عضوی باید G کوشͬ قضیه به بنا آن�گاه ،q ∣ ∣G∣ و باشد اول عدد q ≠ p اگر است.

باشد. p اول عدد از توانͬ باید G مرتبه بنابراین است. G بودن p-گروه با متناقض که

و b−١ab = a−١ روابط در فقط که b و a عناصر توسط شده تولید گروه کواترنیون. گروه .۴.٢.١ مثال
این مͬ�شود. داده نمایش Q٨ با و مͬ�شود نامیده ٨ مرتبه کواترنیون گروه کند، صدق a٢ = b٢ و a۴ = ١

مͬ�باشد. ٢-گروه از مثال ͷی گروه

دو گروه b−١ab = a−١ و an = b٢ = ١ روابط و b ،a مولدهای با G گروه وجهͬ. دو گروه .۵.٢.١ مثال
مثال ͷی ٨ مرتبه از D٢n وجهͬ دو گروه مͬ�شود. داده نمایش D٢n با و مͬ�شود نامیده ٢n مرتبه وجهͬ

مͬ�باشد. ٢-گروه از

G مرتبه اول علیه مقسوم ͷی p و است متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض سیلو: گروه زیر .۶.٢.١ تعریف
صورت این در .(p,m) = ١ که طوری به طبیعͬ�اند اعداد n و m که ∣G∣ = pn.m نوشت مͬ�توان است.
مجموعه مͬ�شود. نامیده G زیرگروه یpͷ-سیلو یا و G p-زیرگروه سیلو ͷی pn مرتبه از G گروه زیر هر
np(G) با را اخیر مجموعه اعضای تعداد و مͬ�دهیم نمایش Sylp(G) با را G p-زیرگروه�های سیلو تمام

مͬ�دهیم. نمایش (np (یا
[G ∶ P ] و بوده گروه یpͷ-زیر P هرگاه است G متناهͬ گروه p-زیرگروه، سیلو ͷی P دیͽر عبارت به

باشد. اول p به نسبت

آنها تعداد و زیرگروه�ها این خواص نیز و متناهͬ گروه ͷی در سیلو زیر�گروه�های وجود زیر قضیه در
مͬ�شود. بیان

اولͬ عدد p و α ≥ ٠ ،n = pα.m آن در که باشد n مرتبه از متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٧.٢.١ قضیه
صورت، این در .p ∤m که است

دارد. سیلو p-زیرگروه ͷی حداقل G (١

است. G سیلوی p-زیرگروه ͷی جزء G p-زیرگروه هر (٢

مزدوج�اند. G p-زیرگروه دو هر (٣
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است. p پیمانه به ١ همنهشت G سیلو p-زیرگروه�های همه تعداد (۴

.٧٢ صفحه [پ] مرجع برهان.

دارد. زیر بصورت نمایشͬ G گروه آن�گاه باشد، دوری G سیلو-زیرگروه�های همه اگر .٨.٢.١ قضیه

G =< a, b ∶ am = ١ = bn , b−١ab = ar >

است. (m,n(r − ١)) = ١ و فرد m ،rn ≡ ١ (mod m) ،٠ ≤ r <m آن در که

.٢٩٠ صفحه [٩] مرجع برهان.

d مرتبه از عنصر ϕ(d) تعداد به n مرتبه از دوری گروه ،n از d مثبت علیه مقسوم هر برای .٩.٢.١ لم
دارد.

زیرگروه ͷی فقط و ͷی Gاین�صورت در .d ∣ n و باشد n مرتبه از دوری گروه ͷی G فرضکنید برهان.
در هستند d مرتبه از که G عناصر تمام دیͽر عبارت به H =< x ∶ xd = ١ > که دارد d مرتبه از H مانند
مرتبه از عناصر تعداد لذا است. ϕ(d) از عبارت H دوری گروه مولدهای تعداد طرفͬ از دارند. قرار H

است. ϕ(d) با برابر d

باشد داشته وجود x ∈ G عنصر n حداکثر n صحیح عدد هر ازای به G متناهͬ گروه در اگر .١٠.٢.١ لم
است. دوری گروهͬ G آنͽاه ، xn = ١ که گونه�ای به

.۶٩ صفحه [ب] مرجع برهان.

و n ∣ ∣G∣ که باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض فروبنیوس) (قضیه .١١.٢.١ لم
.n ∣ ∣X ∣ صورت این در .X = {g ∈ G ∶ gn = ١}

.١٣۶ صفحه [۶] مرجع برهان.

گروه�ها حاصل�ضرب ٣.١

موضوع نیز و مفروض گروه�های از گردایه�ای از گروه�ها ساختن موضوع گروه�ها، نظریه مباحث از ͬͺی
و ساختن روش�های ساده�ترین از ͬͺی است. معلوم گروه�هایͬ از مولفه�هایͬ به مفروض گروهͬ تجزیه

گروه�هاست. مستقیم حاصل�ضرب معرفͬ تجزیه

∏ni=٠Gi = G١ × ... ×Gn دکارتͬ حاصل�ضرب گروه�اند. Gn ،...، G٢ ، G١ کنیم فرض .١.٣.١ قضیه
نامیده Gn ،... ، G٢ ، G١ خارجͬ مستقیم حاصل�ضرب که است گروه ͷی زیر ترکیب قانون تحت

مͬ�شود.
(x١, x٢, ..., xn)(y١, y٢, ..., yn) = (x١y١, x٢y٢, ..., xnyn)
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xi, yi ∈ Gi ١ ≤ i ≤ n

.١١۶ صفحه [ب] مرجع برهان.

آن�هاست. خارجͬ مستقیم حاصل�ضرب G =∏ni=١ و گروه Gn ، ... ، G٢ ، G١ فرضکنیم .٢.٣.١ قضیه
شرایط صورت این در دارد. قرار iام مͺان در gi که Ḡi = {(١,١, ..., gi, ...,١) ∶ gi ∈ Gi} مͬ�دهیم قرار

: است برقرار زیر

،١ ≤ i ≤ n هر برای Ḡi ⊴ G الف)

،G = Ḡ١Ḡ٢...Ḡn ب)

.٢ ≤ i ≤ n هر برای Ḡi ∩ (Ḡ١Ḡ٢... ¯Gi−١) = ١ پ)

.١١۶ صفحه [ب] مرجع برهان.

G گوییم هستند. آن از گروه�هایͬ زیر Gn ، ... ، G٢ ، G١ و گروه G کنیم فرض .٣.٣.١ تعریف
: باشیم داشته را زیر شرایط هرگاه است Gn ، ... ، G٢ ، G١ زیرگروه�های داخلͬ مستقیم حاصل�ضرب

،١ ≤ i ≤ n هر برای Gi ⊴ G الف)

،G = G١G٢...Gn ب)

.٢ ≤ i ≤ n هر برای Gi ∩ (G١G٢...Gi−١) = ١ پ)

این در است Gn ، ... ، G٢ ، G١ زیرگروه�های داخلͬ مستقیم حاصل�ضرب G کنید فرض .۴.٣.١ قضیه
: صورت

.i هر برای gi = ١ آن�گاه (١ ≤ i ≤ n) gi ∈ Gi که g١g٢...gn = ١ اگر الف)

.i ≠ j ، Gi ∩Gj = ١ ب)

،gi ∈ Gi که نوشت g = g١g٢...gn صورت به بفردی منحصر طور به مͬ�توان را g ∈ G عضو هر پ)
.١ ≤ i ≤ n

.١١٧ صفحه [ب] مرجع برهان.

در است. Gn ، ... ، G٢ ، G١ زیرگروه�های داخلͬ مستقیم حاصل�ضرب G کنید فرض .۵.٣.١ قضیه
: داریم این�صورت

G ≅ G١ ×G٢ × ... ×Gn.

.١١٨ صفحه [ب] مرجع برهان.
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است. یͺریخت سیلویش زیرگروه�های داخلͬ مستقیم حاصل�ضرب با متناهͬ آبلͬ گروه هر .۶.٣.١ قضیه

.٢٢٩ صفحه [ب] مرجع برهان.

نͽاشت هرگاه مͬ�کند عمل Ω مجموعه بر G گروه گوییم . گروه عمل .٧.٣.١ تعریف
Ω ×G Ð→ Ω

(w , g) z→ wg , ∀ w ∈ Ω , ∀ g ∈ G

: باشیم داشته که طوری به باشد، داشته وجود

،w١ = w w ∈ Ω هر برای الف)

.(wg)h = wgh g, h ∈ G هر و w ∈ Ω هر برای ب)
تغییری Ω عضو هر بر خنثͬ عضو اثر که معناست این به w١ = w و است G گروه خنثͬ عضو ١

نمͬ�کند. ایجاد عضو آن در

یا و مͬ�کند عمل H روی G گوییم گروه�اند. H و G کنیم فرض گروه. بر گروه عمل .٨.٣.١ تعریف
شرایط (یعنͬ کند عمل مجموعه عنوان به H روی G هرگاه است، H روی عملͽر گروه ͷی G اینͺه

باشیم: داشته علاوه به و باشند) برقرار (٧.٣.١) تعریف
(xy)g = xgyg , ∀ x, y ∈H , ∀ g ∈ G.

مͬ�نامیم. H بر G بدیهͬ عمل را این آن�گاه ،xg = x باشیم داشته g ∈ G هر و x ∈H هر ازای به اگر

H ×G دکارتͬ حاصل�ضرب صورت این در مͬ�کند. عمل H گروه بر G گروه کنیم فرض .٩.٣.١ قضیه
است: گروه ͷی زیر ترکیب قانون با

(x, g)(y, h) = (xhy, gh) ∀ x, y ∈H , ∀ g, h ∈ G

یا H ⋊G با و مͬ�نامند H بر G شده داده عمل به نسبت G و H مستقیم نیم حاصل�ضرب را بالا گروه
مͬ�دهند. نمایش H ∶ G

.١۴٣ صفحه [ب] مرجع برهان.

صورت این در کند. عمل بدیهͬ طور به H روی G اگر .١٠.٣.١ نتیجه
H ⋊G ≅H ×G

به باشد. همریختͬ ͷی ϕ ∶ H Ð→ Aut(K) و دلخواه گروه دو K و H کنیم فرض .١١.٣.١ تعریف
دوتایͬ عمل H ×K دکارتͬ حاصل�ضرب در مͬ�دهیم. نشان ϕh با را ϕ با h تصویر ، H از h هر ازای

: مͬ�کنیم تعریف را زیر
(h١, k١)(h٢, k٢) = (h١h٢, (k١ϕh٢)k٢).
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K و H مستقیم نیم حاصل��ضرب را گروه این مͬ�دهد. گروه ͷی تشͺیل فوق عمل با H ×K مجموعه
ϕ با K گروه بر H مͬ��گویند اصطلاحا که مͬ�دهند نشان H ⋉ϕK علامت با را آن و مͬ�نامند ϕ عمل با
جای به نباشد، نیاز مورد آن کردن مشخص یا نیاید، پیش ϕ مورد در ابهامͬ که حالتͬ در مͬ�کند. عمل

مͬ�شود. استفاده H ⋉K علامت از مذکور، علامت
آن در که ،(h, k)وسͺمع عضو و (١H ,١K) از است عبارت H ⋉ϕK گروه همانͬ عضو اینͺه توضیح

است. (h−١, k−١ϕh−١) عضو ،k ∈K و h ∈H

K و H مولدهای باشند. ٣ و ٢ مرتبه از دوری گروه�هایͬ ترتیب به K و H کنیم فرض .١٢.٣.١ مثال
دو دارای Aut(K) مͬ�دانیم ͷاین .K = {١, y, y٢} و H = {١, x} بنابراین مͬ�نامیم. y و x ترتیب به را
را K عضو هر که مͬ�دهیم نشان σ با را آن که دیͽری و ،(K همانͬ ریختͬ (خود ،ε ͬͺی است عضو

مͬ�کند. معͺوس
: داریم مͬ�گیریم. نظر در ϕx = σ و ϕ١ = ε ضابطه با را ϕ ∶ H Ð→ Aut(K) حال
H ⋉ϕK = {(١,١), (١, y), (١, y٣), (x,١), (x, y), (x, y٣)}

،b = (١, y) و a = (x,١)فرض با
ab = (x ١)(١ , y) = (x , y),

ba = (١ y)(x , ١) = (x , yϕx) = (x , yσ) = (x , y−١) = (x , y٢)

است. یͺریخت S٣ با نتیجه در و است آبلͬ غیر H ⋉ϕK عضوی شش گروه یعنͬ .ab ≠ ba بنابراین

همریختͬ ͷی ϕ ∶ H Ð→ Aut(K) و گروه دو K و H آن در که H ⋉ϕK کنیم فرض .١٣.٣.١ قضیه
به N ≅K و M ≅ H که دارد M مانند گروهͬ زیر و N مانند نرمالͬ گروه زیر G صورت این در است.

.M ∩N = ١ و G =MN که طوری

.١٨١ صفحه [پ] مرجع برهان.

ͷی ϕ ∶ H Ð→ Aut(K) و گروه دو K و H آن در که ،G = H ⋉ϕ K کنیم فرض .١۴.٣.١ قضیه
ϕ اگر تنها و اگر H̃ ⊲ G صورت این در .H̃ = {(h,١) ∶ h ∈ H} کنیم فرض علاوه به است. همریختͬ

باشد. بدیهͬ همریختͬ

.١٨٢ صفحه [پ] مرجع برهان.

بدیهͬ غیر همریختͬ ͷی ϕ ∶ H Ð→ Aut(K) آن در که ،H ⋉ϕ K = G کنیم فرض .١۵.٣.١ نتیجه
است. آبلͬ غیر G صورت این در است.

.١٨٢ صفحه [پ] مرجع برهان.



١١ گروه�ها حاصل�ضرب ٣.١

: مͬ�دهیم قرار است. ٧ مرتبه دوری گروه H و ٣ مرتبه گروهͬ G کنیم فرض .١۶.٣.١ مثال
G =< g ∶ g٣ = ١ > , H =< x ∶ x٧ = ١ >

روی G عمل آن�گاه xg = x دهیم قرار اگر کنیم. تعریف را xg است کافͬ H روی G عمل تعریف برای
G از دیͽری عمل تعریف برای .G ⋉H = G ×H داریم پس است) همانͬ ریختͬ (خود است بدیهͬ H

باشد. x جز به H از دیͽری عضو xg باید H روی
نتیجه در و x١ = x باشیم داشته باید تعریف به بنا .١ < n < ٧ که xg = xn مͬ�دهیم قرار

xg
٢
= (xg)g = (xn)g = xn

٢

xg
٣
= (xg

٢
)g = (xn

٢
)g = xn

٣

⇒ x١ = xn
٣
⇒ x = xn

٣
⇒ xn

١−٣ = ١ ⇒ ٧ ∣ (n٣ − ١) ⇒ n = ٢,۴.

یا xg = x۴ یا xg = x٢ تعریف با بنابراین
f ∶ H Ð→H f ∶ H Ð→H

x z→ x۴ x z→ x٢

٢١ مرتبه از ناآبلͬ گروه حالت، دو هر در که داد تشͺیل را G ⋉H مستقیم نیم حاصل�ضرب مͬ�توان
مͬ�شود. حاصل

و G = HK ،K ⊲ G که طوری به باشند G گروه از گروه�هایͬ زیر K و H کنیم فرض .١٧.٣.١ قضیه
است. همریختͬ ͷی ϕ ∶ H Ð→ Aut(K) آن در که ،G ≅H ⋉ϕK صورت این در .H ∩K = ١

.١٨۵ صفحه [پ] مرجع برهان.

به باشد. دلخواه گروه ͷی K و p اول عدد مرتبه از دوری گروه ͷی H کنیم فرض .١٨.٣.١ قضیه
Aut(K) در Imψ و Imϕ طوری�که به باشند Aut(K) بتوی H از همریختͬ دو ψ و ϕ کنیم فرض علاوه

این�صورت در باشند. مزدوج
H ⋉ϕK ≅H ⋉ψ K.

.١٨۶ صفحه [پ] مرجع برهان.

کنیم فرض علاوه به باشد. دلخواه گروه ͷی K و دوری گروه ͷی H کنیم فرض .١٩.٣.١ قضیه
،Imϕ = Imψ اگر صورت این در باشند. تͺریختͬ دو ψ ∶ H Ð→ Aut(K) و ϕ ∶ H Ð→ Aut(K)

.H ⋉ϕK ≅H ⋉ψ K آن�گاه

.١٨٧ صفحه [پ] مرجع برهان.

صورت این در .p < q که طوری به باشند اول عدد دو q و p کنیم فرض .٢٠.٣.١ قضیه
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است. دوری که دارد وجود pq مرتبه از گروه ͷی تنها آن�گاه ،p ∤ (q − ١) اگر الف)

با G گروه و pq مرتبه از دوری گروه دارد. وجود pq مرتبه از گروه دو تنها آن�گاه ،p ∣ (q − ١) اگر ب)
و (r, p) = ١ ،١ < r < q که طبیعͬ عدد r آن در که < x, y ∶ xp = yq = ١ , x−١yx = yr > نمایش

.rp ≡ ١ (mod q)

.١٩٠ صفحه [پ] مرجع برهان.

طوری�که به باشد، آن از نرمال زیرگروه K و متناهͬ گروهͬ G کنیم فرض .٢١.٣.١ قضیه
دارد. [G ∶ K] مرتبه از زیرگروهͬ G صورت این در ،([G ∶ K] , ∣K ∣) = ١

.١٩۵ صفحه [پ] مرجع برهان.

طوری�که به باشد آن از نرمال زیر�گروهͬ K و متناهͬ گروه ͷی G اگر .٢٢.٣.١ نتیجه
طوری�که به دارد H مانند زیر�گروهͬ G آن�گاه ،([G ∶ K] , ∣K ∣) = ١

G ≅H ⋉K.

.١٩٨ صفحه [پ] مرجع برهان.

ریختͬ�ها خود گروه ۴.١

قرار مطالعه مورد را دوری گروه�های ریختͬ خود بخصوص ریختͬ�ها خود از خواصͬ بخش این در
مͬ�دهیم.

باشد. نرمالش زیرگروه دو مستقیم حاصل�ضرب به G از تجزیه�ای G =H ×K کنیم فرض .١.۴.١ قضیه
آن�گاه ،(∣H ∣ , ∣K ∣) = ١ و باشد متناهͬ G اگر

Aut(H) ×Aut(K) ≅ Aut(G)

.١۴٢ صفحه [ب] مرجع در برهان.

دو سیلو زیر�گروه�های همه مجموعه {P١, ..., Pn} و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٢.۴.١ قضیه
.Aut(G) ≅ Aut(P١)× ...×Aut(Pn) آنͽاه ،G = P١ × ...×Pn اگر این�صورت در باشد. G متمایز دو به

.١۴٣ صفحه [ب] مرجع برهان.

اعداد piها آن در که n = pk١١ ...p
km
m و باشد n مرتبه از دوری گروه ͷی G کنیم فرض .٣.۴.١ ملاحظه

: داریم قبل قضیه موجب به طبیعͬ�اند. اعداد kiها و متمایزند دو به دو اول
Aut(G) ≅ Aut(C

p
k١
١
) × ...Aut(C

pkmm
).



١٣ جایͽشتͬ گروه ۵.١

اعداد همه مجموعه این�صورت در باشد. ͷی از بزرگتر طبیعͬ عدد ͷی m کنیم فرض .۴.۴.١ تعریف
مͬ�نامیم. U(m) متباین�اند n ، m و n <m که را n مانند طبیعͬ

با را گروه این مͬ�دهد. تشͺیل آبلͬ گروه ͷی m پیمانه به طبیعͬ اعداد ضرب عمل با U(m) مجموعه
اویلر ضربͬ تابع ϕ آن در که ϕ(m) با است برابر گروه این مرتبه مͬ�دهیم. نشان U(m) علامت همان

است.

این�صورت در باشد. m مرتبه از بدیهͬ غیر دوری گروه ͷی G کنیم فرض .۵.۴.١ قضیه
.Aut(G) ≅ U(m)

.١۴۵ صفحه [ب] مرجع برهان.

است. p − ١ مرتبه از دوری U(p) گروه ،p اول عدد هر ازای به .۶.۴.١ قضیه

.١۴۵ صفحه [ب] مرجع برهان.

.٧.۴.١ قضیه

طبیعͬ، k هر ازای به آن�گاه باشد فرد اول عدد ͷی P اگر الف)
Aut(Cpk) ≅ U(pk) ≅ Cpk−١(p−١)

،k > ١ که طبیعͬ k ازای به ب)
Aut(C٢k) ≅ U(٢

k) ≅ C٢ ×C٢k−٢ .

.١۴۶ صفحه [ب] مرجع برهان.

است. زیر صورت به Aut(C۶٠٠) گروه ساختار .٨.۴.١ مثال
Aut(C۶٠٠) ≅ Aut(C٢٣) ×Aut(C٣) ×Aut(C۵٢) ≅ C٢ ×C٢ ×C٢ ×C٢٠

وتنها اگر است آبلͬ Aut(G) این�صورت در باشد. متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٩.۴.١ قضیه
باشد. دوری G اگر

.١۴٧ صفحه [ب] مرجع برهان.

جایͽشتͬ گروه ۵.١

ͷی Ω به Ω از سویͬ دو نͽاشت هر است. مجموعه ͷی Ω کنید فرض جایͽشت. .١.۵.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده Ω روی جایͽشت

است. Ω از جایͽشتͬ نیز gof یعنͬ آن�ها ترکیب آن�گاه شوند، فرض Ω از جایͽشت�هایͬ نیز g و f اگر
تقارن گروه را گروه این مͬ�دهند. گروه ͷی تشͺیل توابع ترکیب با Ω جایͽشت�های همه مجموعه

مͬ�دهیم. نمایش SΩ با نامیده Ω مجموعه



١۴ نیازها پیش و مقدماتͬ مفاهیم .١

آن و مͬ�دهیم نمایش Sn با را SΩ سادگͬ، منظور به باشد عضوی n متناهͬ مجموعه ͷی Ω که حالتͬ در
مͬ�نامیم. n درجه متقارن گروه را

. SΩ ≅ SΓ آن�گاه باشند، کاردینال هم مجموعه�های Γ و Ω اگر .٢.۵.١ قضیه

.٨٨ صفحه [ب] مرجع برهان.

.α ∈ Sn کنید فرض .٣.۵.١ تعریف

،(w)α = w هرگاه مͬ�شود داشته نͽه ثابت α توسط w ∈ Ω گوییم الف)

مͬ�شود، داده حرکت α توسط w گوییم آن�گاه ،(w)α ≠ w باشیم داشته w ∈ Ω برای اگر ب)

β و α دوی هر توسط Ω عضو هیچ هرگاه مͬ�شوند، نامیده مجزا ،Sn از β و α جایͽشت�های پ)
نشود. داده حرکت

مͬ�شوند. جابجا هم با Sn مجزای جایͽشت دو هر .۴.۵.١ قضیه

.٨٩ صفحه [ب] مرجع برهان.

حاصل�ضرب این استو مجزا دو به دو دورهای از مساویحاصل�ضربͬ Sn جایͽشتدر هر .۵.۵.١ قضیه
است. فرد به منحصر دورها، ترتیب و ١ طول به دورهای وجود از نظر قطع

.٩١ صفحه [ب] مرجع برهان.

مͬ�شود. نامیده ترانهش ͷی ٢ طول به (ab) دور آن�گاه ،a ≠ b و a, b ∈ Ω اگر .۶.۵.١ تعریف

نمود. تجزیه ترانهش�ها از (متناهͬ) حاصل�ضربͬ به مͬ�توان را Sn از α مانند جایͽشت هر .٧.۵.١ قضیه

.١١ صفحه [پ] مرجع برهان.

ترانهش به π تجزیه هر در که ترانهش�هایͬ تعداد هرگاه نامیم، زوج را Sn از π جایͽشت .٨.۵.١ تعریف
باشد. زوج مͬ�شود ظاهر

مͬ�دهد. تشͺیل n!
٢ مرتبه از گروه ͷی (n ≥ ٢) Sn زوج جایͽشت�های کلیه مجموعه .٩.۵.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش An با و نامیده n درجه متناوب گروه را گروه این

طبیعͬ اعداد از (λ١, λ٢, ..., λk) دنباله از عبارت طبیعͬ عدد افراز ͷی عدد. ͷی افراز .١٠.۵.١ تعریف
که: طوری به

λ١ + λ٢ + ... + λk = n,

λ١ ≥ λ٢ ≥ ... ≥ λk.


