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بر نویسنده، فرض است که از دلسوزی ها و رهنمودهای 

المانه استاد فرزانه خویش، جناب آقای دکتر پناهی به عنوان ع
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 همسر بزرگوار خود تشکّر نماید.
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شوند.  یش میسال پ 52باَ مربوط به یندارند و تقر یادیعمر ز یر و چند جسمیشبه حل پذ یها یلونیهام

باَ بحث یشدند. امّا در حال حاضر تقر یک بعد نوشته مین جبر و در یبا ساده ترن مدل ها تنها یدر ابتدا ا

ه ک یل شده است و مساله ایک و در دو بعد تکمیکلاس  یل ین مدل ها درباره تمام جبرهایمربوط به ا

 باشد. یک میشتر از یو در ابعاد ب ییاستثنا ین مدل ها به جبرهایمانده گسترش ا یباق

در دو بعد  یسیقابل بازنو یبعد 41ن جبر یاست. ا  g2جبر  ییاستثنا یل یاز جبرها ن موردیساده تر

گر در ید یشوند. از سو یان مین جبر در صفحه بیحاصل از ا یها یلتونیل هامین دلیباشد و به هم یم

 ییاو سه ت ییوجود دارد که نشان دهنده بر همکنش دو تا ییو سه تا ییشه دو تاین جبر دو دسته ریا

 ،یک آماریک مانند مکانیزیف یگر شاخه هاینه مسائل مطرح در دین جبر در زمین ایباشد. همچن یم

 دارد.       یگسترده ا یفلزات، ابر رساناها و .... کاربردها ییدان، رسانایه مینظر

 یند جسمر چیر و شبه حل پذیحل پذ یها یلتونیو هام  g2شود درباره جبر  یان نامه تلاش مین پایدر ا

 ن با نوشتنیز مشخصّ شود. همچنین جبر نیحرکت ا ید و ثابت هایبدست آ یحاصل از آن اطّلاعات

آن  یریذد که حل پیآ یر بدست میحل پذ یلتونین جبر، چند هامیر ایشبه حل پذ یلتونین هامیتر یکلّ

 باشد. یدر آن ها م ین ساختار جبریل وجود ایها به دل
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 مقدمه 1-1
هستند که  یئلشوند. دسته اولّ مسا یم میتقس یبه دو دسته کلّ  یتیر نسبیغ یک کوانتومیمکان یفیمسائل ط

ف کامل مساله ینگر آنها طیدر معادله شرود یجبر یشوند و با استفاده از روش ها یحل م 1قیبه طور دق

ل باشد. دسته دوّم که مسائل شبه ح ین دسته نوسانگر هماهنگ ساده مین مثال از ایشود. ساده تر ین مییتع

 . ب جواب آنها را بدست آوردید با تقریق مشخصّ کرد بلکه بایتوان دق یف کامل را نمینام دارند، ط 2ریپذ

که  یشه جبر ها متناظرند و هنگامیر با ساختار ریر و شبه حل پذیحل پذ یها یلتونیهام یدر حالت کلّ

رقرار ارتباط ب یجبر ین ساختارهایو ا یرین حل پذیم بیآور یست مر آنها را بدیژه مقادیو و یف انرژیط

ن جبرها را یمناسب در مسائل مختلف ا یرهایافتن متغیکدان ها بر آن شدند تا با یزین فیشود. بنابرا یم

ن هدف استفاده از یدن به ایرس یک راه برایح دهند. یشتر مفهوم آنها را توضیآشکار کرده و هر چه ب

متناظر با  3لی، گروه ویاضیدگاه ریرا در خود داشتند. از د یلتونیستم هامیس یبود که تقارن ها ییرهایمتغ

ن ین موضوع باعث شد که بین کشف ایکند. بنابرا ین خواسته را بر آورده میشه هر جبر ایساختار ر
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برها در د جبرقرار شود و کاربر یشتریک ارتباط بیزیمطرح شده در ف یها یلتونیات جبرها و هامیاضیر

 کند. ییخودنما یکیزیمسائل ف

 مواجه شدند که به طور کامل یکدان ها با مسائلیزیر، فیعلم در چند دهه اخ یبا گسترش روز افزون افق ها

 4981قابل محاسبه بود. در اوائل  یجبر یآنها با روش ها یاز معادله عملگر یقابل حل نبودند و تنها بخش

در  5"کند ید میکه جبر تول یفیط "را با عنوان  یو همکارانش مفهوم 4نیلو، 3اچلوّی، 2ی، گورس1دیالحص

ف یه طن معنا کیده از مولکول ها کاربرد دارد؛ به ایچیپ یجاد مدل هایا یبکار بردند که برا یکیزیمباحث ف

، 6نریمتشکل از تورب یگری[. در همان زمان گروه د4ل شود ]یتحل یتواند به طور جبر یآن ها م ینقطه ا

دگاه یق را از دیر شبه دقیحل پذ یاز مسائل با نام عملگرها یو همکارانش دسته ا 8فمنی، ش7دزیاُشور

 است؛ ینگر آنها جبر لین است که عملگر شرودین دسته مسائل ایز ای[. وجه تما5کردند ] یمعرفّ ینظر

 یا بعد متناهب یک جبر لی باشد که یمرتبه اوّل م یلیفرانسید یاز عملگرها یب دو خطّیبر حسب ترک یعنی

 یگرهااز عمل یکامل یر لازم است ابتدا طبقه بندیشبه حل پذ یساختن عملگرها ی. در واقع برا9تنند یرا م

ر اعمال را انتخاب کرد که در اث ین آنها جبریار داشت. سپس از بیدر اخت یل یمرتبه اوّل جبرها یلیفرانسید
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ناسب ر میر متغییتاً با استفاده از تغیخواهند داد. نها یا بعد متناهو ب 1هموار ییر فضایآن جبر ز یعملگرها

نگر یدرجه اوّل جبر نوشته شده به معادله شرود یکه با مولّدها یاز معادله درجه دومّ یمانه ایل پیو انجام تبد

 یخطّب دو یان برحسب ترکینام دارند و قابل ب یجبر یل هاین کار پتانسیحاصل از ا یل هاید. پتانسیرس

 [. 3، 1هستند] یمرتبه اوّل جبر با بعد متناه یلیفرانسید یاز مولّدها

دارد. در  یرا ناوردا نگه م یهیر بدیو غ یبا بعد متناه ییر فضایر زیگر، عملگر شبه حل پذیبه عبارت د  

 یقطر شود که با ینشان داده م یبا بعد متناه یسیماتر یشیبه صورت نما یلتونین صورت عملگر هامیا

د، باش یر فضاها نامتناهین زیشود. اگر تعداد ا یژه توابع مربوط محاسبه میر و ویژه مقادیکردن آن و

 2بر نهفته، جین جبر لیر است. ایشبه حل پذ یلتونین صورت هامیر ایباشد و در غ یر میحل پذ یلتونیهام

ن یستم است. اوّلیبر نهفته در سن جیل وجود ایبه دل یلتونیهام یریحل پذ نام دارد. شبه یلتونیستم هامیس

رد آنها مطرح ک یف انرژیبدست آوردن ط یو برا یک مولکولیزین روش را در فیاز ا یین کاربردهایبار لو

[2   .] 

خط قرار داشتند و جبر  یکه مطرح شدند رو یریشبه حل پذ یک بعدیو  یدر ابتدا مسائل بس ذرّه ا

ائل مس یپس از مدّت کوتاه یبود ول یو عکس مجذور ینوع جفتداشتند و برهمکنش آنها از    sl(2)نهفته

 یده تریچیپ یگر و برهمکنش هاینهفته د یز مشخصّ شدند که جبر هایو در دو بعد ن یچند جسم

مرتبه اوّل جبر و نوشتن  یلیفرانسید یمولّدها یتوان از رو ین معلوم شد که می[؛ همچن1، 7داشتند]

بدست آورد که جبر نهفته هر دو  یر مختلفیر و شبه حل پذیحل پذ یهادرجه دو با آنها، مدل  یعملگر

                                                           

.smooth

.hidden algebra 



2 

 

 یشود برهمکنش ها یکه استفاده م یگر با توجّه به نوع جبرید ی[. از سو1است ] یدسته همان جبر اصل

تفاده شود اس یلتونینوشتن هام یبرا یل یکه از جبرها یگر، هنگامیم داشت.به عبارت دیز خواهین یمختلف

ل ز آشکار خواهد شد. به عنوان مثایشود، نوع برهمکنش ن یستم مشخصّ مین که جبر نهفته سیاعلاوه بر 

حاصل از جبر  یلتونیهام ی[؛ ول8دارد] 1یجفت  یبا برهمکنش ها یلیپتانس  𝑎𝑛حاصل از جبر  یلتونیهام

𝑏𝑛, 𝑐𝑛 که با جبر  یلتونی[. هام9دهد] یم قرار یستم را مورد بررسیکسان سیر یذرّات غ یحرکت نسب𝑔2 

 [.41دارد] یدو و سه جسم یشود برهمکنش ها ینوشته م

 -ین روش، روش اولشانتسکیوجود دارد. اوّل یمختلف یر روش هایر و شبه حل پذیحلّ مسائل حل پذ یبرا

 انیجاد رابطه مین نکته ایتر ین روش، اصلیز موسوم است. در این 2یباشدکه به روش کاهش یپرلوموف م

ا به حاصل از جبره یلتونیاز هام یل ساده ایاست که وجود تبد یکوانتوم یستم هایمتقارن و س یفضاها

ک یبا استفاده از متر ییکتاین عملگر به طور یشود. ا یرا باعث م 3یبلترام-عملگر لاپلاس یمتقارن یفضا

 ی)که کسان یین تقارن هاین چنافتی[. با استفاده از 44شود ] یم یجبرها معرف یتقارن یفضا یرو یمانیر

د یجد یکوانتوم یستم هایتوان به س یداشته اند( م ییشرفت آن سهم بسزایو ... در پ 5، چاندرا4مانند گلفاند

د یرس یکیزیف یل هایتوان به پتانس یات میاضیدر ر یدگاه جبریگر با استفاده از دید یی[. از سو45د ]یرس

هر جبر نوع برهم کنش  یشه هایستم رین با استفاده از سیهمچن د.یدگاه خود را وسعت بخشین دیو بنابرا

 شود.   یز مشخصّ میذرّات ن
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ک یس با انجام شود. سپ ینوشته م یلتونین هامیتر یشه جبر، کلّیستم رینر، با استفاده از سیدر روش تورب

-لاسعملگر لاپ حاصل متناظر با یلتونیحذف شده و هام ی( جملات اضافی)روش کاهش یمانه ایل پیتبد

مرتبه اولّ  یلیفرانسید یوه از عملگرهاین شیقتر، در ایان دقیباشد. به ب یم یتقارن یفضاها یرو یبلترام

ر یز یلیفرانسین عملگر دیشود. ا ین شکل معادله درجه دو نوشته میتر یجبر هستند( کلّ ی)که مولّد ها

ل آن جبر مرتبه اوّ یلیفرانسید یش عملگر هایمان یو ناوردا دارد که منطبق با فضا یبا بعد متناه ییفضا

عملگر  نوشته شوند یلیفرانسید یش بتوانند بر حسب عملگر هاینما ین فضایا یه هایباشد. اگر پا یم

 ی، عملگر کلّباشد یناوردا و با بعد متناه یر فضاین زیدارد. اگر ا یبلوک قطر یمرتبه دو شکل یلیفرانسید

باشد  یر میق حل پذیباشد عملگر ساخته شده دق یناوردا، نامتناه یر فضاید زر است و اگر بعیشبه حل پذ

 یا جبر نهفته در آن میپنهان  یل وجود ساختار جبریستم به دلیس یرین گونه مسائل حل پذی[. در ا5]

شود  ینوع برهمکنش ها استفاده م یمعرفّ یاز جبر مساله تنها برا یاولشانتسک-باشد. در روش پرلوموف

 یلتونین هامیشود و همچن یز مشخصّ میمساله ن یرهاینر با استفاده از جبر متغیکه در روش تورب یصورتدر 

 شود.  یم یسیآن جبر بازنو یحاصل از هر جبر با مولّدها یها

شود  یر نوشته مین معادله شبه حل پذیتر یکلّ یمرتبه اولّ جبر ل یبا استفاده از مولد ها 1در روش کامران

ن ی. در اشود ینگر انجام مین معادله با معادله مرتبه دومّ شرودیا یافتن نگاشت مناسب، هم ارزی. سپس با 

از  یکه مستقل از مختصّات باشد مجموعه ا یر، به طوریعملگر شبه حل پذ یافتن شکل کلّی یر برایمس

ن یط، مثبت معین شراین ایاز مهمتر یکیارضا شود.  ین هم ارزید تا ایآ یبدست م یشرائط لازم و کاف

 یسیناطمغ ین است که تک قطبیگر ایمرتبه دو است. شرط د یعملگر ها یفضا یرو یمانیک ریشدن متر

                                                           

.Kamran 
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ر، همچنان ش جبینما یفضا یف عملگر مرتبه دو و اثر آن روین معنا که با تعرین فضا بسته باشد؛ به ایا

 [.4م]یم و از آن خارج نشویش بمانینما ین فضایدر هم

ک یدر مکان 3ییو شکل ناوردا  2یم ابر تقارنیمختلف از مفاه یف جبرهایرانش در محاسبه طو همکا 1خاره

دهد و با  یبدست م یک کوانتومیاز مسائل مکان یقتریکنند. روش ابر تقارن فهم عم یاستفاده م یکوانتوم

ه . خارشود یساده م یف به طور جبریمراحل محاسبه و بدست آوردن ط ییاستفاده از روش شکل ناوردا

-الوگروک یافتن مدل هایشتر به یکرده  و ب یمختلف بررس یبعد و در رابطه با جبر ها Nم را در ین مفاهیا

ک یک مثلاً مکانیزیمختلف ف ین مدل ها در شاخه هایرا این جبرها پرداخته است؛ زیساترلند مانند در ا

 [.43-41دارد ] یگسترده ا یهافلزات، ابر رساناها و .... کاربرد ییدان، رسانایه می، نظریآمار

که ذرات  یبس ذره ا یستمیس یعنیشود؛  یمطرح م یجسم Nمساله  یکیبه طور کلاس در روش کالوگرو

 ن روش مسائل حلیرو (. او با ایاست ) شتاب متناسب با ن یوتنیدارد و معادلات حرکت آنها ن ینقطه ا

ل ح یشوند، برا یق حل میدق یکه با روش ها یاکند. مسائل مطرح شده  یر را حل میر و انتگرال پذیپذ

چند جمله  یدا کردن صفرهای، پیمتناه یس هایا وارون کردن ماتری یمثل قطر یجبر یات هایآنها عمل

ثلاً حل دارند: م یمشخص برا ییر روش هایگر، مسائل انتگرال پذید ییشود. از سو یها و ... استفاده م یا

 qک یمختصه کانون Nهستند که به  N×Nس یدو ماتر M(p,q)و  ,qL(p)اگر ) لکس یافتن جفت های

                                                           

.Khare 

3 .Super Symmetry 
4 .Shape Invariance 

Calogero 

.Lax pairs  
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ل صدق یوویمشابه ل یدر معادله ا نامند هر گاه یم Laxن زوج را یدارند. ا یبستگ p یبنداد یو تکانه ها

:یعنیکنند  MLL , .) 

ان یمرز م یدر حالت کلّ یر هم هستند ولین مدل ها حل پذیثابت حرکت وجود دارد. ا یکه در آنها تعداد

 ق مشخص نشده است.یدق یلیر هنوز خیر و انتگرال پذیمسائل حل پذ

س ذره ن حل مسائل بیک است. بنابرایکلاس یاز مسائل لاگرانژ یمیتعم یر بس ذره ایمسائل انتگرال پذ

 یخط یلیفرانسیشود که حل آنها به معادلات د یف میحرکت توص یوتنیبه روش کالوگرو با معادلات ن یا

 [.47شود ] یمنجرم یو پاره ا

 یر چند جسمینه مطالعه مسائل حل پذیخود را در زم ین کارهایاوّل 1که کالوگرو و ساترلند یاز زمان

 ینه این موضوع زمیمطرح کردند ا یساده و مثلّثات یر با برهمکنش عکس مجذوریو انتگرال پذ یکوانتوم

ک راه یزیو ف یاضیمختلف ر یمدل معروف آنها به شاخه ها کدان ها شد و دویزیمطالعه ف یاب براذّّّج

و  2ینه کشف اولشانتسکین زمیدر ا یاساس یشرفت هایاز پ یکی، یاضیدگاه ری[. از د48، 49دا کرد ]یپ

مطابقت داشت    𝑎𝑛شه جبر ین دو مدل با ساختار ریبود که بر اساس آن برهم کنش ذرّات در ا 3پرلوموف

ل دو ین دو پتانسیبوده و در واقع ا  𝑎𝑛دند که جبر نهفته هر دو مدل، جبر یگر آنها فهمی[. به عبارت د51]

عملگر  یبه صورت بخش شعاع یلتونیان هامیجه بیز نتین مدل ها نیا یریک سکهّ هستند. حل پذی یرو

 باشد. ین جبر میشه ایستم ریل سیو یا همان فضای یتقارن یدر فضا یلاپلاس بلترام

                                                           

 .Sutherland 

 .Olshanetsky 

.Perelomov 
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ساده  یل یو با استفاده از جبر ها  ک بعد بودهیشتر در یکه تاکنون مطرح شده اند، ب یمسائل

𝑏𝑐𝑛, 𝑑𝑛, 𝑐𝑛, 𝑏𝑛, 𝑎𝑛 ل از  حاص یل هاینر و همکارانش پتانسیقرار گرفته اند. البتّه تورب یمورد بررس

,𝑒8 یاستثنائ یجبر ها 𝑒7, 𝑒6, 𝑓4, 𝑔2ک بعد هستند و یشتر از یز مورد بحث قرار داده اند که در بیرا ن

 [. 54، 55باشد] یو ... م ی، چهار جسمی، سه جسمیآنها دو جسم یبرهمکنش ها

معادله شبه حل  یدر دو بعد، شکل کلّ 𝑔2از جبر  یش خاصّیم با استفاده از نماین رساله قصد داریدر ا 

 یل میدر تبیحل پذ ین معادله به معادلات آشنایم که ایکن یبررسرا  یطیر آن را نوشته و سپس شرایپذ

ل را بدست یس ضرائب تبدیکالوگرو و ساترلند، ماتر ین معادله با دو معادله آشنایسه این از مقایشود. همچن

در دو بعد به   𝑔2ر جبر ین شکل معادله شبه حل پذیتر یکلّ یتوان از رو یم میم. سپس نشان دهیآور یم

حرکت  یر آن را محاسبه کرد. در ادامه ثابت هایژه مقادیژه توابع و وید و ویر پاشل تلر رسیل حل پذیانسپت

ارائه شده و  ین جزوه به عنوان رساله دکتریم آورد. ایز بدست خواهین جبر را نیحاصل از ا یلتونیهام

 یق میقات تحیرنده کلّیبر گ ده درین فصل که به عنوان فصل اوّل ارائه گردیباشد. ا یشامل چهار فصل م

 یاهم. سپس اشاره کوتیکن یدرباره خواصّ آن را مطرح م یکلّ یو مطالب ین فصل ابتدا جبر لیباشد. در ا

حل  نگر شبهیعملگر شرود یباشد سپس شکل کلّ یان نامه مین پایا یم که موضوع اصلیدار 𝑔2به جبر 

ک یم که یرس یم یطین راستا به شرایم و در ایده یح میتوض یکرده و رابطه آن را با جبر ل یر را معرفّیپذ

رد دو مدل ل کاربیز به دلیفصل ن یشود. در انتها ینگر منجر میر به معادله شرودیشبه حل پذ یعملگر کلّ

م. در فصل دوّم به طور مفصلّ یده یاز آنها انجام م یاجمال ین رساله، معرفّیمعروف کالوگرو و ساترلند در ا

آنها  یم. اصول کلّیده یح میق را توضیق و شبه دقیر دقیمزبور در حلّ مسائل حل پذ یز روش هاک ایهر 

جبر  یو مثلّثات یکسر یلتونیم. در فصل سوّم، ابتدا هامیکن یآنها را آشکار م یرا مطرح کرده وتفاوت ها
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𝑔2  ر یل به مدل حل پذیل، تبدیو یناورداها یو معرفّ یمانه ایل پیم که با اعمال تبدیکن یرا عنوان م

 د. آنگاه با استفاده ازیآ یژه توابع آن بدست میف کامل و ویشوند؛ سپس ط یم  𝑔2جبر  یو مثلثّات یکسر

سب، منا یمانه ایل پیر و تبدیر متغییدر صفحه و انجام تغ  𝑔2ر جبر یشبه حل پذ یلتونین شکل هامیتر یکلّ

رد. یگ یرار مل شکل قیو مستط ینوار یپهنا یل روین پتانسیم. ایسر یتلر م-ر پاشلیل حل پذیبه پتانس

 یرا با دو مدل سه جسم  𝑔2 یر جبر سه جسمیشبه حل پذ یلتونین شکل هامیتر یدر انتها ارتباط کلّ

ز ضرائب، ا یسیم که با در نظر گرفتن چه ماتریکن یم و مشخصّ میکن یم یریگیکالوگرو و ساترلند پ

ودن ر بیت با توجّه به انتگرال پذیشود. در نها یل میر مزبور تبدیحل پذ یبه مدل ها  𝑔2جبر  یلتونیهام

 یکلّ یم. در فصل چهارم به جمع بندیآور یحرکت آن را بدست م ی، ثابت ها G2جبر  یمدل سه جسم

 م. یسانر یان میم و رساله را به پایده یانجام م ییها یریجه گیاز کار انجام شده پرداخته و نت

 یل یجبرها 1-2 
 یل به مطالعه جبر لیفرانسیافتن حلّ معادلات دی یب شد که برایدر اوائل قرن نوزدهم ترغ 1یسوفوس ل

 یساختارها نیارتباط ب یآن برقرار یژگین وید استفاده کرد که مهم تریجد یوه این راه از شیبپردازد. او در ا

 مختلف یمطالعه شاخه ها یبرا ید که جبر ابزار توانمندن روش بویو جبر بود. بعد از ابداع ا یهندس

د؛ از جمله شو یاز گروه و جبر استفاده م یمتقارن به سادگ یکیزیستم فیک شد. در هر سیزیو ف یاضیر

ک ذرّات یزیک حالت جامد و فیزی، فیاتم ییف نمای، طیک و کوانتومیک کلاسیتوان به مسائل مکان یم

 م. یبا جبر و مباحث مربوط به آن آشنا شو ین لازم است مقداری[. بنابرا53-57] اشاره کرد

                                                           

.Sophus Lie 


