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1 فصل

مقدمه

بهینه کنترل مسائل بر اي مقدمه 1.1
کاربردهاي ... و پزشکی فیزیک، مهندسی، مانند علوم مختلف هاي زمینه در بهینه1 کنترل مسائل امروزه
هاي روش کردن پیدا جهت در زیادي هاي تلاش اخیر دهه چند در رو ازهمین است. کرده پیدا فراوانی

است. گرفته صورت خطی غیر بهینه کنترل مسائل حل براي مناسب
است: زیر بصورت کلاسیک بهینه کنترل مساله یک کلی بطور

min I =

∫
J
f(t, x(t), u(t))dt

s.t.

ẋ = g(t, x(t), u(t)) (1.1)

x(ta) = xa, x(tb) = xb

1Optimal control

3



4 مقدمه .1 فصل

t ∈ [ta, tb]

و J = [ta, tb] آن در که
x : t ∈ J → x(t) ∈ A

همچنین باشد، می فشرده A ⊂ Rnو است مسیر2 تابع عنوان به و پیوسته مطلقا تابعی
u : t ∈ J → u(t) ∈ U ⊂ Rm

است. کنترل3 تابع عنوان به و پذیر اندازه یا پیوسته اي قطعه تابع
از استفاده روش به توان می است، مطرح بهینه کنترل مسائل حل براي که کلاسیکی هاي روش از
اشاره کنید) ملاحظه را [14]) پونتریاگین5 سازي بیشینه اصل از استفاده روش نیز و لاگرانژ4 و اولر شرایط

کرد.
بر نشاندن روش است شده ابداع بهینه کنترل مسائل حل براي اخیر دهه سه در که هایی روش از یکی
مساله تبدیل آن مبناي که است شده بنا یانگ6 از اي ایده اساس بر روش این است. اندازه تئوري مبناي

باشد. می اندازه فضاي در جدید مساله به بهینه کنترل
1977 درسال گردید. ارائه رزنبلوم8 و گیلاهوري7 وسیله به 1967 سال در ایده این کاربرد از اي نمونه
شد. گرفته کار به کنترل مساله یک حل براي روبیو10 و ویلسون9 وسیله به نشاندن روش بار اولین براي
این ([11] پور (اعلام شد. بیان [10] در 1986 سال در روبیو توسط نظري صورت به روش این سپس

2 Trajectory

3 Control function

4Euler-Lagrange

5Pontryagin maximum principle

6Young

7Ghouila-Houri

8Rosenbloom

9Wilson

10Rubio



5 مقدمه .1 فصل

کنترل مسائل کارشناسان توجه مورد بسیار اخیر دهه دو در دارد زیادي بسیار کارایی که دلیل این به روش
است. گرفته قرار بهینه

کرد. پوشی چشم [16] فخارزاده و فراهی وحیدیان، عمده نقش از توان نمی روش این توسعه در
سیستم بهینه کنترل مسائل حل براي را روش این [9] و [8] در دیگران و وحیدیان 1992 و 1991 سال در

گرفتند. بکار حرارت معادله تحت هاي
با که بهینه کنترل مسائل حل در را روش این [4] و [3] در دیگران و فراهی 1996 سال در همچنین
بررسی به نیز 1997 سال در و نمودند. استفاده شوند، می همراه خطی غیر و خطی موج معادلات

کنید). ملاحظه را شد([5] پرداخته روش این کاربرد در محاسباتی خطاهاي

بازخورد بهینه کنترل مسائل بر اي مقدمه 2.1
به فراوانی کاربردهاي که باشند می بازخورد11 بهینه کنترل مسائل بهینه، کنترل مسائل از مهم رده یک

دارند. مهندسی در ویژه
شود می باعث این و است. وابسته نیز مسیر به زمان بر علاوه کنترل متغیر بازخورد بهینه کنترل مسائل در
بهینه کنترل مسائل براي روند می بکار باز حلقه بهینه کنترل مسائل حل در که هایی روش از بعضی که

هستند. تغییراتی ایجاد مستلزم یا نباشند مناسب بازخورد
باشند: می زیر بصورت کلی حالت در بازخورد بهینه کنترل مسائل

min I =

∫
J
f(t, x(t), u(t, x(t)))dt

s.t.

ẋ = g(t, x(t), u(t, x(t))) (2.1)

x(ta) = xa, x(tb) = xb

t ∈ [ta, tb]

11Feedback optimal control problems



6 مقدمه .1 فصل

و J = [ta, tb] آن در که
x : t ∈ J → x(t) ∈ A ⊂ Rn

و پیوسته مطلقا تابعی
u : (t, x) ∈ J ×A→ u(t, x) ∈ U ⊂ Rm

است. پذیر اندازه یا پیوسته اي قطعه تابع
جمله از که است، شده ارائه بازخورد بهینه کنترل مسائل حل براي اخیر هاي سال در زیادي هاي روش
که روشی یا و اند، کرده مطرح [1] تائو13 تائو و ژو12 بائو که پویا ریزي برنامه روش به توان می آن

برد. نام اند، کرده بیان عصبی هاي شبکه الگوریتم مبناي بر [6] دیگران و هی14
مسائل حل براي (ASRE) ریکاتی17 معادلات از تقریبی ي دنباله نام به روشی نیز بنکس16 و سیمن15
هواپیماي کنترل مساله حل براي را روش این و .[2] اند کرده مطرح بازخورد خطی غیر بهینه کنترل

اند. گرفته بکار F8 جنگنده
وحیدیان، بار اولین براي که است روشی پرداختیم، آن به نامه پایان این 3و4 هاي فصل در ما که روشی اما

اند. کرده مطرح خطی غیر بهینه کنترل مسائل براي [7] در فراهی و کیانپور
فرم به مساله یک به را بازخورد خطی غیر بهینه کنترل مساله که است این بر روش این در کار اساس
شمول معادلات مساله جدید کنترلی متغیر یک تعریف با سپس کنیم می تبدیل بهینه18 شمول معادلات

شود. می تبدیل 19(LCV)کنترل متغیر حسب بر خطی بهینه کنترل مساله یک به را بهینه
12Bao-zho

13Tao-tao

14He

15Cimen

16Banks

17Approximating sequence of Riccati equations

18Optimal inclusion eqations problem

19Linear of control variable



7 مقدمه .1 فصل

نامه پایان مطالب بر مروري 3.1
و دارد بهینه کنترل مسائل حل در نشاندن روش که بالایی بسیار کارایی دلیل به نامه پایان این 2 درفصل
در کنیم. می بیان اختصار به را روش این نمود، خواهیم استفاده آن از مطلب ادامه در که این به توجه با

کنیم. می بیان ایم، نموده حل روش این با که را بهینه کنترل مساله یک نیز فصل انتهاي
بازخورد خطی غیر بهینه کنترل مسائل حل بررسی به است، آمده [7] در که روشی مبناي بر 3 فصل در

پرازیم. می
است، شده حل سوم فصل روش با که بازخورد خطی غیر بهینه کنترل مسائل از مثال چند نیز 4 فصل در

شود. مشاهده روش این کارایی تا شده ارائه



2 فصل

براي اندازه تئوري مبناي بر نشاندن روش
بهینه کنترل مسائل حل

مقدمه 1.2
بر نشاندن روش است شده ابداع بهینه کنترل مسائل حل براي اخیر دهه دو در که هایی روش از یکی
این خلاصه طور به فصل این در و گوئیم می نشاندن روش آن به اختصار به که است اندازه تئوري مبناي
خواهیم حل روش این به مثال عنوان به را بهینه کنترل مساله یک نیز پایان در و کرد خواهیم بیان را روش

نمود.
خاص هاي تابعی سپس . نویسیم می انتگرالی صورت به را مساله قیود و هدف تابع ابتدا روش این در
می یافت یکتایی هاي اندازه ریز1 نمایش قضیه اساس بر کنیم. می تعریف مسیر و کنترل توابع مبناي بر
زوجهاي بین یک به یک تناظر یک که اي گونه به داد نمایش آنها با توان می را ها تابعی این که شوند
معرفی ریز نمایش قضیه توسط که فضایی روي که مثبت رادون هاي اندازه و مسیر و کنترل قبول قابل
مساله و شود می نشانده اندازه فضاي در کلاسیک مساله جواب فضاي جا این در دارد. وجود شود می

1Riez representation theorem

8
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ریزي برنامه مساله یک با را مساله بعد مرحله در شود. می خطی غیر ریزي برنامه مساله یک به تبدیل
بهینه تقریبا کنترل تابع خطی ریزي برنامه مساله جواب از استفاده با نیز انتها در زنیم. می تقریب خطی

آوریم. می بدست را بهینه ومسیر

کلاسیک مساله معرفی 2.2
است: زیر صورت به بپردازیم آن حل به خواهیم می فصل این در که کلاسیکی کنترل مساله

min I =

∫
J
f۰(t, x, u)dt

s.t.

ẋ = g(t, x, u) (1.2)

x(ta) = xa

x(tb) = xb

p = [x(.), u(.)]زوج مساله این در دارند. است، آمده (1.1) مساله در آنجه مانند شرایطی u و x ،J آن در که
کند: صدق زیر شرایط در هرگاه گوئیم می قبول قابل را

باشد. پیوسته مطلقا بطور J دامنه روي و باشد A مجموعه در t ∈ J براي x(.) مسیر تابع مقدار (1)
کند. اختیار U مجموعه روي را خود مقادیر و باشد لبگ پذیر اندازه u(.) کنترل تابع (2)

کند. صدق x(tb) = xb و x(ta) = xa مرزي شرایط در x(.) تابع (3)
کند. صدق (1.2) دیفرانسیل معادله در جا همه تقریبا p زوج (4)

داراي کلاسیک هاي روش کلی حالت در دهیم. می نشان W با را p قبول قابل هاي زوج تمام مجموعه
([10]) است زیر معایب

است. خطی غیر (1.2) مساله دیفرانسیل معادله که وقتی مثلا باشد. تهی است ممکن W مجموعه (1)
است. مشکل است ناتهی W کند تضمیین که شرایطی تعیین
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نشود. شامل را W عناصر از یک هیچ W روي I اینفیمم است ممکن باشد ناتهی W اگر حتی (2)
است. مشکل آن تعیین مسائل بعضی باشد،در موجود W روي I واینفیمم باشد ناتهی W اگر (3)

باشد. مشکل بسیار است ممکن بهینه زوج عددي برآورد (4)

که ترتیبی به ادامه در شوند. برطرف امکان حد تا معایب این که است این بر سعی نشاندن روش در
داد. خواهیم شرح مختصر طور به را روش این مراحل شد ذکر قبل در

انتگرالی قیود به مساله قیود تبدیل 3.2
که گیریم می نظر در باز گوي یک را B ⊂ R(n+۱) باشد، قبول قابل زوج یک p = [x(.), u(.)] کنید فرض

کنیم: می تعریف ϕ ∈ C ′(B) هر وبراي است شامل را J ×A مجموعه

ϕg(t, x, u) = ϕx(t, x)g(t, x, u) + ϕt(t, x) (2.2)

داریم: ∫بنابراین
J
ϕg(t, x, u)dt =

∫
J
(ϕx(t, x)ẋ+ ϕt(t, x))dt =

∫
J
ϕ̇(t, x)dt = ∆ϕ (3.2)

پذیرند مشتق D(J ۰) در نامتناهی طور به که فشرده گاه تکیه با حقیقی توابع فضاي را D(J ۰) چنین هم
کنیم می تعریف ψ ∈ D(J ۰) هر وبراي نامیم می

ψg
i (t, x, u) = xi(t)ψ̇(t) + gi(t, x, u)ψ(t) i = ۱,۲, . . . , n (4.2)

: داریم نیز توابع از دسته این براي ∫که
J
ψg
i (t, x, u)dt = xi(t)ψ(t)|J = ۰ (5.2)

شود مراجعه [10] به (5.2) رابطه اثبات براي
رو این از باشند. وابسته زمان متغیر به فقط که کنیم می انتخاب C ′(B) از دیگري توابع چنین هم

C۱(Ω) ⊂ C(Ω)
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: یعنی نامیم می زمان به وابسته فقط توابع مجموعه را
ϕ(t, x, u) = f(t)

: داریم بگیریم نظر در J روي f انتگرال را af اگر ∫و
J
f(t, x, u)dt = af ∀f ∈ C۱(Ω) (6.2)

کنند. می بیان را کلاسیک مساله در قبول قابل هاي زوج خواص همان (6.2) و (5.2) ،(3.2) هاي رابطه

اندازه فضاي به مساله انتقال 4.2
داراي اندازه تابع صورت درآن که کنیم می تبدیل اندازه فضاي در مساله یک به را مساله بخش این در

است. خطی خاصیت
تابعی باشد. R به Ω توابع همه فضاي C(Ω) و قبول قابل زوج یک p = [x(.), u(.)] کنیم می فرض

: کنیم می تعریف را زیر
Λp : F ∈ C(Ω) →

∫
J
F (t, x, u)dt (7.2)

که معنا این به است خطی است. مثبت و پیوسته خطی، تعریف، خوش تابعی این

Λp(αF + βG) = αΛp(F ) + βΛp(G) ∀F,G ∈ C(Ω), ∀α, β ∈ R

،Λp(F ) ≥ ۰ گاه آن باشد، مثبت F (t, x, u) ، (t, x, u) ∈ Ω هر ازاي به اگر که معنا این به است ومثبت

تعریف خطی هاي نگاشت توي به p = [x(.), u(.)] قبول قابل هاي جفت از p→ Λp نگاشت .1.4.2 قضیه
باشد. می یک به یک نگاشت یک (7.2 ) رابطه در شده

شود. رجوع [10] به برهان:

ریز) نمایش (قضیه .2.4.2 قضیه
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یک آنگاه باشد C(Ω) روي پیوسته مثبت تابعی یک Λ فشرده2، هاسدورف فضاي یک Ω کنید فرض
که: شود می یافت چنان Ω روي µ منظم برل اندازه

Λ(F ) =

∫
Ω
Fdµ , F ∈ C(Ω)

گوئیم. می Λ نمایشگر اندازه را µ اندازه
نمود: بیان زیر صورت به را نظر مورد مساله توان می µ واندازه Λ تابعی تعریف به توجه با

min I = µ(f۰)

s.t.

µ(ϕg) = ∆ϕ ∀ϕ ∈ C ′(B) (8.2)

µ(ψg
i ) = ۰ ∀ψ ∈ D(J ۰) i = ۱,۲, . . . , n

µ(f) = af ∀f ∈ C۱(Ω)

Q با را کنند می صدق (8.2) مساله شرایط در که را M+(Ω) روي µ مثبت هاي اندازه ي همه مجموعه
دهیم. می نشان

نظر ضعیف⋆3در توپولوژي با M+(Ω) که وقتی است فشرده مجموعه یک Q مجموعه (i) .3.4.2 قضیه
شود. گرفته

داریم که طوري به دارد وجود M+(Ω) مجموعه روي µ⋆ بهینه اندازه یک (ii)
µ⋆(f۰) ≤ µ(f۰)

2Compact housdorff

3Weak-Topology
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µ ∈M+(Ω) هر براي
شود. مراجعه [10] مرجع به برهان:

مساله تقریب 5.2
µ لذا µ ∈ M+(Ω) وچون است خطی ریزي برنامه مساله یک مساله(8.2) شد گفته قبل در که همانطور
نامتناهی بعد داراي جواب فضاي هم زیرا نیست متناهی بعد با مساله (8.2)یک مساله اما است. مثبت نیز
متناهی خطی ریزي برنامه مساله یک با را مساله این باید رو این از است. نامتناهی قیود تعداد هم و است

بزنیم. تقریب
تابع سازي کمینه که این جاي به یعنی کنیم می محدود را مساله قیود ابتدا اول گام در منظور بدین
از متناهی تعداد با که دهیم می انجام M+(Ω)از اي مجموعه زیر روي دهیم، انجام Q روي را µ→ µ(f۰)

ازفضاهاي یک هر از تابع پذیري شمارش تعداد ابتدا کار این براي اند. شده تعریف (8.2) مساله هاي قید
آنها بین از و کنیم می پیدا باشند، چگال فضاها این در آنها خطی ترکیبات که C۱(Ω) و D(J ۰) ،C ′(B)

کنیم. می انتخاب را متناهی تعداد
باشد اي گونه به {ϕi : i = ۱,۲, . . .} مجموعه کنیم فرض گیریم می نظر در را (8.2) مساله قیود اول دسته
هایی اي جمله تک توان می را توابع این مثال عنوان به باشند، چگال C(Ω) در ϕi توابع خطی ترکیبات که
و (2.2) روابط از استفاده با و کنیم می انتخاب را توابع این از تابع M۱ تعداد گرفت. نظر در t یا x از

سازیم. می را قیود از اول دسته (3.2)
می انتخاب هستند، چگال D(J ۰) در که زیر توابع بین از ψ(t) تابع M۲ تعداد نیز قیود از دوم دسته براي و

باشند. زیر صورت به فوریه سري توابع جنس از توابعی توانند می توابع این کنیم.

sin(۲πr(t− ta)/∆t) r = ۱,۲, . . .

۱ − cos(۲πr(t− ta)/∆t) r = ۱,۲, . . .
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سازیم. می نیز را قیود از دوم دسته (5.2) و (4.2) روابط از استفاده با و ∆t = tb − ta آنها در که
کنیم. می انتخاب را زیر توابع نیز قیود از سوم دسته براي و

fs(t) =


۱ t ∈ Js

۰ t /∈ Js s = ۱,۲, . . . ,M۳

آن در که
Js = [

(tb − ta)(s− ۱)

M۳
,
(tb − ta)(s)

M۳
]

است. شده زده تقریب زیر مساله با مرحله این در (8.2) مساله

min I = µ(f۰)

s.t.

µ(ϕgi ) = ∆ϕi i = ۱,۲, . . . ,M۱

µ(ψg
h) = ۰ h = ۱,۲, . . . ,M۲ (9.2)

µ(fs) = as s = ۱,۲, . . . ,M۳

در که باشد µ هاي اندازه از متشکل M+(Ω) از اي مجموعه زیر Q(M ′,M۲) کنید فرض .1.5.2 قضیه
کنند: می صدق زیر شرایط

µ(ϕgi ) = ∆ϕi i = ۱,۲, . . . ,M۱ +M۳ =M ′

µ(ψg
h) = ۰ h = ۱,۲, . . . ,M۲
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مقدار حد آنگاه
η(M ′,M۲) = inf

Q(M ′,M۲)
µ(f۰)

کند: می میل زیر مقدار به کنند، میل بینهایت به M۲ و M ′ که وقتی
η = inf

Q
µ(f۰)

شود، می بیان ادامه در که 2.5.2 قضیه و 1.5.2 قضیه در (9.2)را مساله در قیود سوم و اول تذکر:دسته
ایم. گرفته نظر در هم با

شود. رجوع [10] به برهان:

: گاه هر گوییم می واحد اتمی اندازه را δ(z) : C(Ω) ⇒ R تابع .1.5.2 تعریف
∀z ∈ Ω, ∀f ∈ C(Ω) : δ(z)(f) = f(z)

زیر شکل به کند می کمینه را µ → µ(f۰) تابع که Q(M ′,M۲) مجموعه در µ⋆ بهینه اندازه .2.5.2 قضیه
j = ۱,۲, . . . ,M ′ +M۲ براي α⋆

j ≥ ۰ وضرایب z⋆j ∈ Ω آن در که µ⋆ = ∑M ′+M۲
j=۱ α⋆

jδ(z
⋆
j ) باشد می

شود رجوع [10] به برهان:
تعداد دلیل همین به هستند اول دسته از خاصی حالت (9.2) قیود سوم دسته که شویم می متذکر مجددا
قضیه از واستفاده M۱ +M۲ +M۳ = M فرض با است. نیامده قضیه صورت در مجزا صورت به آنها

است: زیر شکل به (9.2) مساله براي بهینه اندازه فوق،
µ⋆ =

M∑
j=۱

α⋆
jδ(z

⋆
j )

است: زیر شکل به اکنون مساله این است. خطی غیر ریزي برنامه مساله یک معادل (9.2) مساله این بنابر

min I =

M∑
j=۱

α⋆
jf۰(z

⋆
j )

s.t.



16 بهینه کنترل مسائل حل براي اندازه تئوري مبناي بر نشاندن روش .2 فصل

M∑
j=۱

α⋆
jϕ

g
i (z

⋆
j ) = ∆ϕi i = ۱,۲, . . . ,M۱

M∑
j=۱

α⋆
jψ

g
h(z

⋆
j ) = ۰ h = ۱,۲, . . . ,M۲ (10.2)

M∑
j=۱

α⋆
jfs(z

⋆
j ) = as s = ۱,۲, . . . ,M۳

z⋆j ∈ Ω

شده بیان زیر قضیه در موضوع این زد. تقریب خطی ریزي برنامه مساله یک با را مساله این توان می
است.

اندازه یک ϵ > ۰ هر ازاي به باشد، Ω در شمارا و چگال مجموعه یک ω کنید فرض .3.5.2 قضیه
که: طوري به است موجود v′ ∈M+(Ω)

|(µ⋆ − v′)(f۰)| < ϵ

|(µ⋆ − v′)(ϕgj )| < ϵ i = ۱,۲, . . . ,M۱

|(µ⋆ − v′)(ψg
h)| < ϵ h = ۱,۲, . . . ,M۲

|(µ⋆ − v′)(fs)| < ϵ s = ۱,۲, . . . ,M۳

که k = ۱,۲, . . . ,M براي zk ∈ ω آن در که باشد می v′ = ∑M
k=۱ α

⋆
kδ(zk) شکل به v′ اندازه و

باشد. می بهینه اندازه ضرایب α⋆
k(k = ۱,۲, . . . ,M) و M =M۱ +M۲ +M۳

کنید. ملاحظه را [10] اثبات براي برهان:
شود: می تبدیل زیر صورت به خطی ریزي برنامه مساله یک به (10.2) مساله فوق نتایج از استفاده با


