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خسروي امیر دکتر آقاي جناب ، عزیز استاد
حق بر علاوه که شما به بودید، من راهنماي دلسوزانه که شما به می�کنم، شما به تقدیم را سپاس�ها زیباترین
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آرزومندم. خالصانه
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عاشوري رضا حمید
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مقدمه
داشت. خواهیم سروکار مخلوط قاب�هاي ویژگی�هاي و خواص با عمده به�طور پایان�نامه این در

و (Z از نا�متناهی یا متناهی (زیر�مجموعه�ي اندیس�گذار مجموعه�ي یک I و هیلبرت فضاي یک H کنیم فرض

هر براي (یعنی وزن�ها از خانواده�اي ،{vi}i∈I هم�چنین باشد. H بسته�ي زیر�فضاهاي از خانواده�اي {Wi}i∈I

و A مانند ثابت�هایی هر�گاه است H براي مخلوط قاب بک {(Wi, vi)}i∈I در�این�صورت باشد. (vi > 0 ،i ∈ I

داشته�باشیم f ∈ H هر براي و 0 < A ≤ B < ∞ به�طوري�که باشند داشته وجود B

A∥f∥2 ≤
∑
i∈I

v2i ∥ PWi
(f) ∥2≤ B∥f∥2

می�دهند تعمیم را قاب�ها مفهوم مخلوط قاب�هاي Wiاست. Hروي متعامد تصویر PWi
،i ∈ I هر براي درآن که

نواحی در آن�ها اصلی کاربرد هستند. نیاز مورد کلی) و (موضعی دو�مرحله�اي سیگنال یا داده تحلیل در بیشتر و

که را پخش فرایند کاربرد�هاي از یکی موضوع این بهتر درك براي است. پخش فرایند به نیاز که می�گیرد قرار

می�گیریم. نظر در می�شود، ظاهر طبیعی به�طور مخلوط قاب در�آن

فیزیکی کمیت�هاي اندازه�گیري منظور به ناحیه یک در که می�گیریم درنظر را کوچک حس�گرهاي از تعدادي

ارتباطی باند پهناي نظیر کاربردي و اقتصادي عوامل دلیل به یافته�اند. گسترش ناحیه آن بر نظارت یا و گوناگون

حس�گرها نظارت، تحت ناحیه�ي جغرافیایی عوامل یا باتري محدود عمر سیگنال، پردازش محدود قدرت پایین،

براي بالا انتقالی و محاسبه�اي قدرت با واحد یک شامل دسته هر به�طوري�که می�گیرند قرار دسته دسته به�صورت

زیر�شبکه�ها از اضافی مجموعه�ي یک مثابه به می�توان را بزرگ حس�گر شبکه�ي یک بنابراین است. داده پردازش

زیر�فضاي اطلاعات ببینید). را [30] و [12] و [31] می�دهند.( تشکیل را زیر�فضاها از مجموعه یک که دانست

پوسته�ي کردن مدل براي مرحله�اي دو سیگنال پردازش اصل می�یابد. انتقال مرکزي پردازش ایستگاه به موضعی

ببینید). را می�باشد.([33] اجرا قابل انسان دیداري

بشکیل را پایان�نامه این از بخش مهم�ترین مخلوط قاب�هاي نوع این ساخت و پراکنده مخلوط قاب�هاي مفهوم

تصاویر طریق از مخلوطش قاب اندازه�هاي به سیگنال تجزیه��ي در�این�صورت باشد بزرگ سیگنال بعد اگر می�دهد.

حالتی اما باشد. غیر�عملی داده پردازش براي است ممکن امر این و دارد نیاز ضرب و جمع زیادي تعداد به زیر�فضا

سیگنال ضریب بردارهاي محاسبه�ي است ”پراکنده” نسبتاً ساختارش که شود طراحی به�گونه�اي مخلوط قاب که

کاربردي، ریاضیات مختلف رشته�هاي در کلیدي مفهوم یک به پراکندگی گذشته سال چند در می�یابد. کاهش
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اساسی واقعیت این پراکنده سیگنال پردازش روش�شناسی است. شده تبدیل الکتریک مهندسی و کامپیوتر علوم

تعداد با تنها می�توان را سیگنال�ها از زیادي تعداد قاب، یک کلی به�طور یا و پایه یک انتخاب با که می�کند آشکار را

براي می�شود. نامیده k-پراکنده k-بردار، تنها با نمایش قابل سیگنال یک داد. نمایش غیر�صفر ضرایب از کمی

کنید. مراجعه [5] و [22] و [8] و [6] به مفهوم این با بیشتر آشنایی

[4] و [15] و [37] و [3] و [16] و [7] می�توانید آن کاربرد�هاي و قاب�ها نظریه�ي با بیشتر آشنایی براي هم�چنین

ببینید. را [14] و [21] و [32] و [23] و
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است. شده استفاده فرعی مقاله�هاي عنوان به

می�پردازیم. است، نیاز مورد قاب�ها نظریه�ي مطالعه�ي در که اولیه مقدمات و مفاهیم بیان به اول فصل در

شناخت خواننده تا شده بر�آن سعی فصل در�این است. یافته اختصاص هیلبرت فضاي در قاب�ها معرفی به دوم فصل

در�این قاب عملگر تعریف و نیمارك قضیه�ي مانند مهمی قضایاي و تعاریف و داشته قاب�ها نظریه�ي با کاملی نسبتاً

است. شده گنجانده فصل

برهان و فصل این مطالعه�ي با می�شویم. آشنا می�دهند، تعمیم را قاب�ها مفهوم که مخلوط قاب�هاي با سوم فصل در

مخلوط قاب�هاي براي بودند، قاب�ها با رابطه در که قضایایی بیشتر که در�می�یابیم مخلوط، قاب به مربوط قضایاي



ح

هستند. برقرار نیز

داده�ایم. قرار تحلیل مورد را زیر مباجث آن�ها در که است 5 و 4 فصل روي پایان�نامه این اصلی تمرکز اما

طولپایی�هاي وجود حسب بر پارسوال مخلوط قاب�هاي از کاملی توصیف پارسوال: مخلوط قاب�هاي توصیف
دانست. قاب�ها براي نیمارك قضیه�ي از تعمیمی می�توان را توصیف این می�شود. ارائه خاص

مکمل روش کلی، روش دو از استفاده با موجود: مخلوط قاب�هاي از استفاده با جدید مخلوط قاب ساخت
و می�پردازیم موجود نمونه�هاي از استفاده با جدید مخلوط قاب�هاي ساخت به نیمارك، مکمل روش و فضایی

براي را زیر�فضاها بین وتري فاصله�ي و زیر�فضاها ابعاد قاب، کران�هاي مخلوط، قاب عملگر ویژه مقادیر بین رابطه�ي

می�کنیم. بررسی اصلی مخلوط قاب و شده ساخته مخلوط قاب

مخلوط قاب�هاي ساخت به پایان در الگوریتم: از استفاده با پراکنده مخلوط قاب�هاي ساخت و وجود
یک طراحی با داشته�باشند. دلخواهی ویژه�ي مقادیر آن�ها به وابسته مخلوط قاب عملگر که می�پردازیم پراکنده�اي

به نهایت در باشند. 2 مساوي یا بزرگ�تر باید ویژه مقادیر این که می�رسیم نتیجه این به آن برهان و الگوریتم

می�پردازیم. تنگ مخلوط قاب�هاي ساخت به الگوریتم، این از کاربردي عنوان
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1 فصل
نمادها و پیش�نیازها

مجموعه�ي می�کنیم. بیان است، نیاز مورد پایان�نامه این براي که را نیاز مورد قضایاي و تعاریف نمادها، فصل این در

می�دهیم. نمایش C و R ،Z ،N با به�ترتیب را مختلط اعداد و حقیقی اعداد صحیح، اعداد طبیعی، اعداد

و هیلبرت فضاهاي روي ما تمرکز بیشتر بنابراین هیلبرت1هستند، فضاي پایه�ي بر بعد فصل�هاي که جهت آن از

است. فضا این ویژگی�هاي

مقدماتی مفاهیم و خواص 1.1
مانند نامنفی و حقیقی عدد x ∈ X هر به اگر است نرم�دار فضاي یک X برداري فضاي گوییم .1.1.1 تعریف

که باشد شده مربوط چنان x نرم نام به ∥ x ∥

.∥ x+ y ∥6∥ x ∥ + ∥ y ∥ ،X در y و x هر ازاي به (i)

.∥ αx ∥=| α |∥ x ∥ آن�گاه باشد، اسکالر α و x ∈ X اگر (ii)

.∥ x ∥> 0 اگر فقط���� �و� اگر x ̸= 0 (iii)

می�نگارد. ∥ x ∥ به را x که است تابعی معناي به نرم واقع، در

y و x نقطه دو بین d(x, y) فاصله�ي آن در که گرفت نظر در متریک فضاي یک می�توان را نرم�دار فضاي هر

.d(x, y) =∥ x− y ∥ داریم x, y ∈ X هر براي دیگر عبارت به است. ∥ x− y ∥ مساوي

1Hilbert



2 نمادها و پیش�نیازها .1 فصل

2 خطی پیمایش زیرفضاي باشد. آن زیرمجموعه��ي یک E و برداري فضاي یک X کنیم فرض .2.1.1 تعریف

Span(E) یعنی هستند؛ E شامل که است X زیرفضاهاي همه اشتراك می�شود داده نشان Span(E) با که E

است: زیر به�صورت E عناصر از متناهی خطی ترکیبات گردایه نمایش�دهنده

Span(E) :=


{0}, E = ϕ

E اعضاي متناهی خطی ترکیبات تمام ,مجموعه�ي E ̸= ϕ

باشد. X عناصر از دنباله�اي {xn}n∈Z و باشد ∥.∥ نرم با نرم�دار فضاي X کنیم فرض .3.1.1 تعریف

به {xn}n∈Z دنباله گوییم lim
n→∞

∥ xn − x ∥= 0 که باشد داشته وجود گونه�اي به x ∈ X عضو هرگاه (i)

.n −→ ∞ وقتی xn −→ x می�نویسیم و است همگرا x ∈ X

باشیم: داشته N ≤ n,m هر براي که باشد داشته وجود N ∈ N ثابت ε > 0 هر براي هرگاه (ii)

می�نامیم. 3 کوشی را {xn}n∈Z دنباله آن�گاه ∥ xn − xm ∥< ε

∑
n∈Z

xn سري گوییم باشد، همگرا x به SN =
∑N

−N xn دنباله که باشد داشته وجود x ∈ X عضو هرگاه (iii)

.∑
n∈Z

xn = x می�نویسیم و همگراست x به

می�نامیم. همگرا مطلقاً را ∑
n∈Z

xn سري باشد، همگرا ∑
n∈Z

∥ xn ∥ هرگاه (iv)

است. مفروض X نرم�دار خطی فضاي .4.1.1 تعریف

باشد. چگال X در Span(E) یعنی ، Span(E) = X اگر است کامل X از E زیرمجموعه�ي (i)

باشد. همگرا X عناصر از {xn}∞n=1 کوشی دنباله هر هرگاه است کامل X فضاي (ii)

باشد. شمارا چگال زیرمجموعه�ي یک شامل اگر است جدایی�پذیر X فضاي (iii)

2Linear Span

3Cauchy



3 نمادها و پیش�نیازها .1 فصل

X اندازه�ي فضاي روي مختلط اندازه�پذیر توابع g و f و 1 ≤ p ≤ ∞ کنیم فرض [35, 3.9] .5.1.1 )قضیه ∫
X
|f +g|pdµ

) 1
p < ∞ صورت این در .( ∫

X
|g|pdµ

) 1
p < ∞ و ( ∫

X
|f |pdµ

) 1
p < ∞ همچنین باشند.

و

( ∫
X
|f + g|pdµ

) 1
p ≤

( ∫
X
|f |pdµ

) 1
p +

( ∫
X
|g|pdµ

) 1
p

تعریف باشد. X اندازه�ي فضاي بر مختلط اندازه�پذیر تابع یک f و 1 ≤ p ≤ ∞ کنیم فرض .6.1.1 تعریف

می�کنیم

∥f∥p =
( ∫

X

|f |pdµ
) 1

p

اگر می�نامیم. �f تابع Lp نرم را ∥f∥p .S = مختلط} و پذیر اندازه fهایی : ∥f∥p < ∞} می�کنیم فرض و

می�گیریم نتیجه 5.1.1 قضیه�ي به توجه با همچنین .αf ∈ S که است واضح باشد، مختلط عدد یک α و f ∈ S

g−h با g و f − g با f تعویض از باشند. S در h و g و f که کنیم فرض است. مختلط برداري فضاي یک S که

داریم 5.1.1 قضیه�ي در

∥f − h∥p ≤ ∥f − g∥p + ∥g − h∥p

فاصله این می�آید. بدست متر یک شود، تعریف ∥f − g∥p با را g و f فاصله�ي اگر که می�کند پیشنهاد امر این

و ،d(f, g) = d(g, f) ،d(f, f) = 0 ،0 ≤ d(f, g) < ∞ صورت این در می�نامیم. d(f, g) لحظه یک را

فضاي یک تا باشد داشته باید d که دیگري خاصیت تنها است. برقرار نیز مثلثی نابرابري بالا، نابرابري به توجه با

باشد. چنین نیست لازم وضعیت این در کند. ایجاب را f = g باید d(f, g) = 0 که آنست کند تعریف را متري

اگر تنها و اگر f ∼ g می�نویسیم .f(x) = g(x) ،x هر ازاي به تقریباُ که داریم وقتی دقیقاُ را d(f, g) = 0 ما

از رده هر می�کند. افراز هم�ارزي رده�هاي به را S که است S در هم�ارزي رابطه�ي یک بوضوح این .d(f, g) = 0

f ∈ F باشند، هم�ارزي رده�ي دو G و F اگر می�باشند. مخصوصی تابع هم�ارز که است شده تشکیل توابعی تمام

با را هم�ارزي رده�هاي تمام مجموعه�ي حال .d(f, g) = d(F,G) می�کنیم تعریف و کرده اختیار را g ∈ G و

مجموعه�ي بنابراین و داده نشان Lp(µ)
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Lp(µ) = {[f ] : f ∈ S}

است. متریک فضاي یک بالا در شده تعریف متر با

A اگر یا ℓp(A) با را نظیر �Lp فضاي معمولاً باشد، A مجموعه�ي بر شمارشی اندازه�ي µ اگر .7.1.1 نماد�گذاري

گرفت نظر در x = {xi}i∈N مختلط دنباله�ي یک می�توان را ℓp عنصر هر می�دهیم. نشان ℓp با فقط باشد شمارا

که

∥x∥p =
( ∞∑

i=1

|xi|p
) 1

p < +∞

می�دهیم قرار و sup
i∈N

|xi| < ∞ به�طوري�که می�گیریم {xi}i∈N مختلط دنباله�هاي تمام را ℓ∞ هم�چنین

.∥x∥∞ = sup
i∈N

|xi|

p+ q = و باشند مثبت و حقیقی عدد دو q و p (یعنی باشند، مزدوج نماهاي q و p اگر [35, 3.8] .8.1.1 قضیه

داریم و fg ∈ L1(µ) در�این�صورت ،g ∈ Lq(µ) و f ∈ Lp(µ) و 1 ≤ p ≤ ∞ ،(pq

∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q.

است. معروف 4 هولدر نابرابري به بالا نابرابري

باشد. کامل فضاي یک هرگاه می�گوییم 5 باناخ یکفضاي را X نرم�دار خطی فضاي .9.1.1 تعریف

است. باناخ فضاي یک µ مثبت اندازه�ي هر و 1 ≤ p ≤ ∞ براي Lp(µ) [35, 3.11] .10.1.1 قضیه

[1, 27.6] .11.1.1 قضیه

هم�ارزند. دلخواه نرم دو هر متناهی�بعد نرم�دار فضاي هر در (i)

است. بسته نرم از حاصل توپولوژي با نرم�دار فضاي یک در متناهی�بعد برداري زیرفضاي هر (ii)

باشد. بعد متناهی اگر تنها و اگر است فشرده موضعاً نرم از حاصل توپولوژي با نرم�دار فضاي یک (iii)
4Holder

5Banach
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هیلبرت فضاي 2.1
مانند تابعی ،X �روي داخلی ضرب یک باشد. C میدان روي برداري فضایی X کنیم فرض .1.2.1 تعریف

برقرار زیر شرایط X در z و y ،x هر براي و C در β ،α هر براي که طوري به است ⟨. , .⟩ : X ×X −→ C

باشد:

.⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ (i)

.0 ≤ ⟨x, x⟩ (ii)

.⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (iii)

است. x = 0 آن�گاه ⟨x, x⟩ = 0 اگر (iv)

داریم y ∈ X هر براي (i) خاصیت بر بنا باشد α = 0 اگر که داریم توجه

⟨0, y⟩ = ⟨0 · x, y⟩ = 0⟨x, y⟩ = 0

.⟨x, 0⟩ = ⟨0, y⟩ = 0 ،x ،y ∈ X هر براي و ⟨. , .⟩ داخلی ضرب هر براي پس

X برداري فضاي روي داخلی ضرب یک ⟨. , .⟩ اگر [20, 4.1.1] شوارتز6 - کوشی نامساوي .2.2.1 قضیه

x ،y ∈ X هر براي آن�گاه باشد

| ⟨x, y⟩ |26 ⟨x, x⟩⟨y, y⟩.

گونه�اي به است، ناصفر آن�ها از یکی حداقل که ، β و α اسکالرهاي اگر تنها و اگر است برقرار تساوي این، بر علاوه

.αx+ βy = 0 که باشند داشته وجود

∥x∥ := ⟨x, x⟩ 1
2 ،x ∈ X هر براي و باشد X روي داخلی ضرب یک ⟨. , .⟩ اگر [20, 5.1.1] .3.2.1 قضیه

آن�گاه کنیم، تعریف را

6Schwarz
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.∥ x+ y ∥6∥ x ∥ + ∥ y ∥ ،X در y و x هر براي (i)

.∥ αx ∥=| α |∥ x ∥ ،x ∈ X و α ∈ C هر براي (ii)

.x = 0 آن�گاه ،∥ x ∥= 0 اگر (iii)

ضابطه�ي با نرم تابع x ∈ X به�ازاي�هر باشد. داخلی ضرب فضاي یک (X, ⟨., .⟩) کنیم فرض .4.2.1 تعریف

باناخ فضاي �یک نرم این با X درصورتی�که می�کنیم. تعریف داخلی ضرب این از شده القا نرم را ∥x∥2 = ⟨x, x⟩

می�دهیم. نمایش H با معمولاً و می�نامیم هیلبرت �یکفضاي را X دهد، تشکیل

است. C مختلط میدان روي هیلبرت فضاي یک H از منظور نامه، پایان این سرتاسر در

Cn در�این�صورت Cn := {z = (z1, . . . , zn) | zi ∈ C, i = 1, . . . , n} و n ∈ N کنیم فرض .5.2.1 مثال

است هیلبرت فضاي یک زیر داخلی ضرب با

⟨x.y⟩ =
n∑

i=1

xiyi ; x = (x1, . . . , xn) , y = (y1, . . . , yn).

در�این�صورت باشد. X اندازه��پذیر فضاي در m جبر سیگما روي مثبت اندازه�ي یک µ کنیم فرض .6.2.1 مثال

است. هیلبرت فضاي یک زیر داخلی ضرب با L2(µ) فضاي

⟨f, g⟩ =
∫
X

fḡdµ, f, g ∈ L2(µ)

می�کنیم توجه است. خوش�تعریف ⟨f, g⟩ نتیجه در است. L1(µ) در 8.1.1 قضیه�ي طبق راست سمت انتگرالده

که

∥f∥ = ⟨f, f⟩
1
2 =

( ∫
X

|f |2dµ
) 1

2 = ∥f∥2

است. هیلبرت فضاي یک L2(µ) در�واقع که می�دهد نشان 10.1.1 قضیه�ي بنابر ،L2(µ) بودن کامل

هیلبرت فضاي در پایه�ها و متعامد مجموعه�هاي 3.1
آن�گاه باشند H از اعضایی y, x و H از زیرمجموعه�هایی {uα}α∈I و {να}α∈I , E,B,A اگر .1.3.1 تعریف
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x ⊥ y می�نویسیم دراین�صورت که ⟨x, y⟩ = 0 هرگاه گوییم عمود�بر�هم یا متعامد را x, y عضو دو .1

باشد. x = 0 اگر تنها و اگر x ⊥ x و است y ⊥ x آن�گاه باشد x ⊥ y اگر

که ⟨x, y⟩ = 0 ،y ∈ B و x ∈ A به�ازاي�هر هر�گاه نامیم عمود�بر�هم یا متعامد را Bو A مجموعه�ي دو .2

.A ⊥ B می�نویسیم دراین�صورت

داشته e1 ̸= e2 که e1, e2 ∈ E هر براي هرگاه است متعامد زیرمجموعه�ي یک H از E زیرمجموعه�ي .3

.e1 ⊥ e2 باشیم

می�کنیم: تعریف زیر صورت به و می�دهیم نمایش A⊥ با را A متعامد مکمل .4

A⊥ = {y ∈ H : ⟨x, y⟩ = 0, x ∈ A به�ازاي�هر }.

،x ∈ A به�ازاي�هر و بوده عمود هم بر A متمایز عضو دو هر هرگاه گوییم یکامتعامد را A مجموعه�ي .5

.∥x∥ = 1 باشیم: داشته

.⟨να, uβ⟩ = δαβ هرگاه �نامیم، دومتعامد را {uα}α∈I و {να}α∈I مجموعه�ي دو .6

باشد: برقرار زیر شرایط هرگاه گوییم H براي �یکپایه را {να}α∈I مجموعه�ي .7

x =
∑
α∈I

cανα.به�طوري�که باشد موجود {cα}α∈I مانند اسکالرها از خانواده�اي x ∈ H به�ازاي�هر (آ)

به�طوري�که باشند موجود {cα}α∈I ضرایب اگر �یعنی باشد خطی مستقل {να}α∈I مجموعه�ي (ب)

.cα = 0 گرفت نتیجه بتوان α ∈ I به�ازاي�هر آن�گاه ∑
α∈I

cανα = 0

x ∈ H اگر �یعنی باشد صفر خانواده این بر عمود عضو تنها اگر گوییم کامل H در را {να}α∈I دنباله�ي .8

.Span{να} = H دیگر عبارت به �یا و x = 0 آن�گاه � ⟨x, να⟩ = 0 ،α ∈ I به�ازاي�هر که باشد چنان

می�نامیم. غیرکامل را آن نباشد کامل فضایی اگر

می�شود. نامیده یکامتعامد یکپایه�ي باشد کامل H فضاي در که یکامتعامد مجموعه�ي هر .9
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می�نامیم. جدایی�پذیر هیلبرت فضاي را H باشد، شمارا و چگال زیر�مجموعه�ي داراي H اگر .10

آن�گاه باشد، H در متعامد مجموعه�اي {xk}nk=1 اگر .2.3.1 ملاحظه

∥x1 + . . .+ xn∥2 = ∥x1∥2 + . . .+ ∥xn∥2

آن مولفه�هاي بقیه و 1 آن -ام n مؤلفه�ي که باشد ℓ2(N) از عضوي en ،n ∈ N براي کنیم فرض .3.3.1 مثال

نامیده استاندارد متعامد پایه�ي که است یکامتعامد پایه�ي ℓ2(N) براي {en}∞n=1 صورت این در باشد. صفر

می�شود.

x ∈ H و یکامتعامد یکمجموعه�ي {en}∞n=1 دنباله�ي فرضکنیم [20, 8.4.1] 7 نامساويبسل .4.3.1 قضیه

صورت این در .
∞∑
n=1

| ⟨x, en⟩ |26∥ x ∥2 .

تعدادي حداکثر براي آن�گاه ، x ∈ H و باشد H در یکامتعامد مجموعه�اي E اگر [20, 9.4.1] .5.3.1 نتیجه

. ⟨x, e⟩ ̸= 0 ،e ∈ E بردارهاي از شمارا

یکامتعامد خانواده�ي هر و است یکامتعامد پایه�ي داراي هیلبرت فضاي هر [1, 34.4][35, 4.18] .6.3.1 قضیه

است. شمارا ،H جدایی�پذیر هیلبرت فضاي �یک در

است. یکریخت ℓ2(I) Hبا آن�گاه Hباشد، براي یکامتعامد پایه�ي یک {xn}n∈I اگر [35, 4.19] .7.3.1 قضیه

در�این�صورت هیلبرتHباشد. فضاي در یکامتعامد یکمجموعه�ي {να}α∈I فرضکنیم [1, 34.2] .8.3.1 قضیه

هم�ارزند. زیر احکام

است. H براي یکامتعامد پایه�ي یک {να}α∈I دنباله�ي .1

.x =
∑
α∈I

⟨x, να⟩να ،x ∈ H براي�هر .2

است. 8معروف پارسوال اتحاد به تساوي این ،∥x∥2 = ∑
α∈I

|⟨x, να⟩|2 ،x ∈ H براي�هر .3

7Bessel

8Parseval
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.Span{να}α∈I = H .4

.x = 0 آن�گاه ،⟨x, να⟩ = 0 باشیم داشته α ∈ I اگربراي�هر و x ∈ H اگر .5

بسته�اي زیر�مجموعه�ي اگر باشد. X از بسته�اي زیر�مجموعه�ي M و نرم�دار فضایی X کنیم فرض .9.3.1 تعریف

متکامل یکزیر�فضاي Mرا آن�گاه X = M +N Mو ∩N = {0} به�طوري�که باشد داشته وجود N مانند

.X = M ⊕N می�نویسیم و می�نامیم X

.H = M ⊕M⊥ داریم آن�گاه باشد، H از بسته�اي زیر�فضاي M اگر [34, 12.4] .10.3.1 قضیه

.(M⊥)⊥ = M آن�گاه باشد، H از بسته�اي زیر�فضاي M اگر [34, 12.4] .11.3.1 نتیجه

مثبتی اعداد هرگاه می�نامیم 9 ریس پایه�ي H هیلبرت فضاي در را {xn}n∈Z کامل دنباله�ي .12.3.1 تعریف

باشیم داشته {cn}n∈Z ∈ ℓ2(Z) متناهی دنباله�ي به�ازاي�هر که طوري به باشند موجود B و A مانند

A
∑
n∈Z

|cn|2 6 ∥
∑
n∈Z

cnxn∥2 6 B
∑
n∈Z

|cn|2.

ریسمی�نامیم. �یکدنباله را آن� باشد Span{xn} براي ریس پایه�ي {xn}n∈Z ⊆ H صورتی�که در

بالاي کران ماکسیمم، با است برابر ریس پایه�ي ثابت و می�نامیم ریس پایه�ي پایینی و بالایی کران�هاي را B و A

یعنی ریس، پایه�ي پایین کران عکس و ریس پایه�ي

ریس پایه�ي =ثابت max{B,
1

A
}

در�این�صورت .x ∈ H کنیم فرض [19, 2.3.4] .13.3.1 قضیه

∥x∥ = sup{|⟨x, y⟩| ; y ∈ H , ∥y∥ = 1}.

عملگرها 4.1
خطی �یکعملگر را T : X −→ Y نگاشت باشند. مختلط برداري فضاي دو Y Xو کنیم فرض .1.4.1 تعریف

.T (αx+ y) = αT (x) + T (y) ،α ∈ C اسکالر هر و x, y ∈ X هر ازاي به اگر می�نامیم
9Riesz
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نمایش ∥T∥ با را T خطی عملگر نرم در�این�صورت باشند. نرم�دار فضاي دو Y و X کنید فرض .2.4.1 تعریف

می��کنیم: تعریف زیر �صورت به و می�دهیم

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ 6 1} = sup{∥Tx∥ : x ∈ X, ∥x∥ = 1}

می�نامیم. بی�کران خطی عملگر را آن� غیر�این�صورت در و ∥T∥ < ∞ درصورتی�که نامیم کران�دار را T خطی عملگر

یک را T ،X = Y اگر می�دهیم. نمایش B(X,Y ) با را Y به X از کران�دار خطی تبدیلات تمام مجموعه�ي

می�دهیم. نشان B(X) با را B(X,X) و می�نامیم X روي عملگر

فضاي Y اگر می�دهد. تشکیل نرم�دار فضاي �یک عملگر نرم با B(X, Y ) مجموعه�ي [34, 4.1] .3.4.1 قضیه

است. باناخ فضاي یک نیز B(X, Y ) آن�گاه باشد باناخ

نرم با مجموعه این آن�گاه باشد H2 به H1 از کران�دار خطی تبدیلات تمام مجموعه�ي B(H1,H2) اگر

با را B(H1,H2) فضاي آن�گاه H = H1 = H2 اگر است. باناخ فضاي یک ∥T∥ = sup
∥x∥H1

61

∥Tx∥H2

می�دهیم. نمایش B(H)

X∗ با را X روي کران�دار و خطی تابعک�هاي تمام مجموعه و می�گوییم تابعکخطی را T آن�گاه Y = C اگر

زیرفضاهاي می�نامیم. X دوگان فضاي و می�دهیم نشان

Ker(T ) = {x ∈ X : T (x) = 0}

و

Ran(T ) = {y ∈ Y : T (x) = y xاي ∈ X براي }

می�نامیم. T برد فضاي و پوچ فضاي را Y و X از ترتیب به

∥I−T∥ < 1 و T ∈ B(X) و نرم�دار برداري فضاي Xیک اگر (10 نویمان ,19](قضیه 2.2.3] .4.4.1 قضیه
10Neumann


