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تشͺر و تقدیر

در که است عزیزانͬ از سپاسͽزاری جاست، به و لازم بدان اشاره که مهم بس نکته
در که گرامیم راهنمای استاد هدایتیان دکتر آقای ازجناب اند، بو�ده یاورم و یار راه این
و تشͺر صمیمانه اند بوده من مشوق و حامͬ دلسوزانه تحقیق این تدوین مراحل همه
دکتر آقایان از همچنین مͬ�نمایم. پیروزی و سربلندی آرزوی وبرایشان نموده قدردانͬ
دکتر و کرمزاده(داور) دکتر مشاور)، فروزانفر(استاد دکتر دوم)، رضایی(استادراهنمای
سپاسͽزاری مفید تذکرات ارائه و تحقیق مطالعه زحمت قبول خاطر به مهرابی(داور)

مͬ�کنم.

تنیده مریم
٨٨ بهمن
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پیشͽفتار

هندسه از جوانͬ نسبتا شاخه و است ریمانͬ هندسه از ای شاخه ١ فینسلر هندسه
نظری ͷفیزی جمله از علوم در فراوانͬ کاربردهای که مͬ�باشد نیز ͷکلاسی دیفرانسیل

دارد. وبیولوژی
توسط ١٩١٨ سال در بار نخستین ریمان یافته تعمیم متر با فضا ͷی ساختن نظریه
کار این ١٩٢٠ سال در سپس رسید. انجام به آن از مراحلͬ و شد بیان فینسلر پائول
هندسه از تعمیمͬ عنوان به ۴ بروالد ویژه به ٣و تیلور ،٢ سینج چون دانانͬ ریاضͬ توسط
نیز ۵ راندرز همچون بیولوژی و نظری ͷفیزی دانشمندان طرفͬ از یافت. گسترش ریمان

برداشتند. نظریه این پیشرفت در موثری های گام
را آن سایرین و نموده ابداع فینسلر که را ای هندسه اصول ۶ کارتان ١٩٣٣ سال در
معرفͬ با و داد گسترش مͬ�شد شناخته فینسلر هندسه عنوان به و بودند کرده تر کامل
را ͷکم بیشترین شد، نامیده کارتان هموستار یعنͬ او خود نام به که هموستار نوعͬ
آنها از ͬͺی بررسͬ به اینجا در نیز ما که نمود فینسلر فضای از جالب نتایج حصول در

پرداخت. خواهیم
جمله از که نموده ارائه فینسلر فضای مورد در را مقالاتͬ اکبرزاده پرفسور نیز اخیرا
روی ͷکوچ بی�نهایت تبدیل ͷی آنکه برای وکافͬ لازم شرط ͷی ١٩۶٣ سال در آنها
روی که کرد ثابت ١٩٧٩ سال در نیز و آورد دست به باشد همدیس فینسلر فضای ͷی
به ، همدیس تبدیلات گروه شرایطͬ تحت ثابت، عددی انحنای با فینسلر منیفلد ͷی

مͬ�یابد. کاهش ایزومتری تبدیلات گروه
١P.Finsler
٢J.L.Synge
٣J.H.Taylore
۴L.Berwald
۵G.Randers
۶E.Cartan



٩ پیشͽفتار

عنوان به که است داشته زمینه این در ٧تحقیقاتͬ یامائوشͬ نیز اخیر های سال در
مورد ریمان فضای روی را ایزومتری و متجانس ، همدیس تبدیلات ١٩٧٨ سال در مثال
روی متجانس و همدیس تبدیلات بررسͬ به ١٩٩٠ سال در همچنین و داده قرار بحث

است. پرداخته فینسلر فضای
دارند. زیادی اهمیت کامل یافته ترفیع برداری های میدان فینسلر هندسه مطالعه در

است: آمده دست به کامل یافته ترفیع برداری های میدان زمینه در زیر نتایج

ترفیع برداری میدان Xc و M روی برداری میدانͬ X ریمانͬ، منیفلدی (M, g) گیریم •

ͷی Xc آنگاه بͽیریم نظر در g٢ متر با را TM اگر باشد. TM روی X کامل یافته
باشد. متجانس M روی X اگر وتنها اگر است TM روی همدیس برداری میدان

آنگاه بͽیریم نظر در g١ + g٣ متر با را TM اگر باشد، ریمانͬ منیفلدی (M, g) گیریم •

باشد. متجانس اگر وتنها اگر است TM روی همدیس برداری میدان ͷی Xc

وقضایای مͬ�پردازیم g̃ یا TM روی یافته ترفیع ریمان متر وشبه متر معرفͬ به ما اینجا در
مͬ�رسانیم: اثبات به را زیر

هر ،آنگاه g̃ متر با همراه آن مماس فضای TM و باشد ریمانͬ منیفلدی M گیریم •

است. متجانس TM روی همدیس کامل یافته ترفیع برداری میدان

g یافته ترفیع متر g̃ و آن بر مماس فضای TM فینسلری، منیفلدی (M, g) کنیم فرض •

متجانس TM همدیسروی کامل یافته ترفیع برداری میدان هر آنگاه باشد. TM روی
است.

است: فصل پنج شامل نامه پایان این
مͬ�پردازیم. منیفلد هندسه مقدمات ونیز تاریخچه بیان به اول فصل در

ونیز آن وانواع فینسلر منیفلد معرفͬ به است بخش شش شامل خود که دوم فصل
دارد. اختصاص کارتان یا فینسلر هموستار با همراه منیفلد ͷی ویژگیهای

لͬ ومشتق مͬ�پردازد برداری میدان ͷی به نسبت تانسورها لͬ مشتق بیان به سوم فصل
متر چهار معرفͬ با ادامه در و مͬ�کنیم محاسبه را آن دوگان و TTM فضای پایه اعضای

مͬ�پردازیم. آنها لͬ مشتق محاسبه به TM روی متفاوت ریمان
کامل یافته ترفیع برداری های میدان به مربوط قضایای اثبات به وپنجم چهارم های فصل

پرداخت. خواهیم وفینسلر ریمان منیفلدهای روی همدیس

٧K.Yamaushi



١ فصل

نیاز مورد قضایای و تعاریف

تاریخچه ١.١
گشود، جهان به دیده آلمان در ٢واقع هیلبورن در ١٨٩۴ آوریل یازدهم در ١ فینسلر پائول
کانستا در ١٩١٢ تا ١٩٠٨ های سال در و گذراند ٣ یورخ در را خویش ابتدایی دوره
برای ١٩١٣ سال در التحصیلͬ فارغ از پس نمود. کامل را خویش ی متوسطه ی ۴دوره
همچون دانان ریاضͬ بهترین از جمعͬ محضر از و ۵رفت گوتینگن به تحصیل ادامه

گردید. مند بهره ٨ کلین و ٧ ،هیلبرت ۶ ادموند
توسط که ٩ عمومͬ فضاهای در ها ومنحنͬ ها رویه درباره فینسلر دکترای رساله
در کرد. مطرح دان هندسه ͷی عنوان به را فینسلر نام شد راهنمایی ١٠ کاراتئودوری
در را وی نام که نوشت فینسلر ی هندسه نام به کتابی ١٩٣۴ سال در ١١ کارتان واقع

نهاد. پایه دیفرانسیل هندسه
١Paul Finsler
٢Hilborn
٣Urch
۴Consta
۵Gotingen
۶Edmond
٧Hilbert
٨Klein
٩Curvature and surfaces in general spaces
١٠Caratheodori
١١Cartan



١١ نیاز مورد قضایای و تعاریف

قوس طول پذیر دیفرانسیل تابع آن در که است ١٢ ریمان فضای تعمیم فینسلر فضای
مجموعه نظریه به فینسلر مͬ�کند.[١٠] حفظ موضعͬ طور به را ١٣ ͬͺمینکوفس هندسه ،
پایان گذاشت. کنار را دیفرانسیل هندسه زیادی زمان مدت تا و بود شده مند علاقه ها
کولوگن دانشͽاه در ١٩٢٢ سال در بود فینسلر هندسه خواص با رابطه در که فینسلر نامه
عنوان"آیا تحت وی بینͬ پیش قابل غیر مقاله بعد سال ͷوی گرفت قرار تایید مورد ١۴

رسید. چاپ دارد"به وجود ریاضیات در تناقضͬ
درجه به دانشͽاه آن در ١٩۴۴ سال به و رفت زوریخ دانشͽاه به فینسلر ١٩٢٧ سال در

رسید. استادی
نظریه اعداد، نظریه ، دیفرانسیل هندسه روی ها، مجموعه نظریه بر علاوه زوریخ در

پرداخت. تحقیق به ریاضیات مبانͬ و احتمال
نظریه "مبانͬ عنوان ها،تحت مجموعه نظریه در خود را کار مهمترین فینسلر ١٩٢۶ در
ی دنباله در نیز را کار این دوم قسمت که داشت تمایل وی رساند. چاپ ها"به مجموعه
گرفت قرار شدید انتقاد مورد نخست قسمت که آنجا از اما برساند چاپ به اول بحث
در که داد اختصاص نقدها به دادن پاسخ به را دوم وقسمت کرد عوض را اش برنامه

رسید. چاپ به ١٩۶۵ سال
فرو جهان از چشم سوییس کشور در زوریخ در ١٩٧٠ آوریل ٢٩ تاریخ در فینسلر

بست.

آن بر مماس وکلاف پذیر دیفرانسیل منیفلد ٢.١
نگاشت باشد. U ⊆M ،Rn از بازی مجموعه زیر O و ناتهͬ مجموعه ͷی M کنیم فرض

دوسویی
x :U −→ x(U) = O ⊆ Rn

مͬ�نامیم. موضعͬ کارت ͷی را (x, U) زوج و بعدی n کارت ͷی را

باشد. پیوسته آن ام k پذیرومشتق مشتق بار k گاه هر گوییم Ck کلاس از را f تابع

١٢Riemann
١٣Minkowski
١۴Cologn



١٢ نیاز مورد قضایای و تعاریف

مرتبط کارت دو این گوییم باشند M روی بعدی n موضعͬ کارت دو (y, V ) و (x,U)اگر
زیر نگاشت و بوده باز y(U ∩ V ) و x(U ∩ V ) هرگاه هستند Ck کلاس از

yox−١ : x(U ∩ V ) −→ y(U ∩ V )

باشند. Rn باز مجموعه زیر دو بین Ck کلاس از توابعͬ آن ومعکوس

روی Ck بعدی n اطلس ͷی تشͺیل {(xα, Uα)}α∈I مرتبط Ck کارتهای از خانواده ͷی
بپوشاند. را M آنها تعریف حوزه هرگاه دهند مͬ M

( است موجود زورن لم بنابر Ck(که بعدی n ماکزیمال اطلس ͷی با همراه M مجموعه
. Ckمͬ�نامند کلاس از بعدی n پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی را

کارت برای گاه هر گوییم پذیر دیفرانسیل p ∈ M نقطه در را g : M −→ R نگاشت
نگاشت p نقطه حول (x,U) دلخواه

gox−١ : x(U) −→ R

نقاطش تمام در گاه هر گویند پذیر دیفرانسیل M روی را gنگاشت باشد. پذیر دیفرانسیل
باشد. پذیر دیفرانسیل

.[١] است کارت انتخاب از مستقل نگاشت ͷی پذیری دیفرانسیل که مͬ�شود ثابت
حقیقͬ توابع همه مجموعه C∞(M) از منظور باشد پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی M اگر

است. M روی C∞ کلاس از مقدار

ͷی از عبارتست p ی نقطه در M بر مماس بردار ͷی آنگاه p ∈ M اگر .١.٢.١ تعریف
نگاشت:

Xp : C∞(M) −→ C∞(M)

که: قسمͬ به
∀ a, b, k ∈ R f, g ∈ C∞(M)

Xp(af + bg) = aXp(f) + bXp(g) .١

Xp(fg) = Xp(f)g(p) + f(p)Xp(g) .٢

Xp(k) = ٠ .٣



١٣ نیاز مورد قضایای و تعاریف

آن که مͬ�دهند برداری فضای ͷی تشͺیل p در M بر مماس بردارهای همه مجموعه
خانواده آنگاه باشد M روی کارت ͷی x اگر که مͬ�شود ثابت مͬ�دهیم. نمایش TpM با را
را Xp مماس بردار هر بنابراین .[١] است TpM برای پایه ͷی {

∂
∂xi

}n

i=١ جزیی مشتقات
صورت به مͬ�توان

Xp =
n∑

i=١
yi ∂

∂xi

داد. نمایش
بعدی ٢n پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی TM صورت این در TM =

∪
p∈M TpM کنید فرض

(xi, yi) تایی ٢n توسط TM در نقطه هر مختصات مͬ�نامیم. مماس کلاف را آن که است
Xp مماس بردار های مولفه ها yi و p نقطه مختصات ها xi آن در که مͬ�شود مشخص

هستند.
آنچه مشابه راحتͬ به باشد. Xp در TM منیفلد بر مماس فضای TXp(TM) کنید فرض
پایه

{
∂

∂xi ,
∂

∂yi

}
تایی ٢n کرد ثابت مͬ�توان است شده گفته {

∂
∂xi

} بودن پایه اثبات در که
مͬ�دهیم قرار است. TXp(TM) برای موضعͬ ای

T (TM) =
∪

Xp∈TM

TXp(TM)

کلاف را آن که است بعدی ۴n پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی نیز TTM صورت این در
مͬ�نامند. M دوم مماس

ͬͽهمسای در دیͽر مختصات دستگاه ͷی (x′١, ..., x′n) های مولفه ,′x)با U ′) کنید فرض
آنگاه: باشد m ∈M نقطه

x : U −→ Rn

m 7→ ((x١(m), ..., xn(m))

x′ : U ′ −→ Rn

m 7→ (x′١(m), ..., x′n(m))

: از عبارتست کارت تغییر نگاشت

x′ox−١ : x(U ∩ U ′) −→ x′(U ∩ U ′)



١۴ نیاز مورد قضایای و تعاریف

(x١(m), ..., xn(m)) 7→ (x′١(m), ..., x′n(m))

زیͽما علامت حذف بر مبنͬ دیفرانسیل هندسه در بندی جمع قرارداد به توجه با همچنین
داریم: شود١۵ تکرار وپایین بالا در اندیس ͷی که هنگامͬ

Xm = yi ∂

∂xi
, Xm = y′i

∂

∂x′i
, y′k = yi ∂x

′k

∂xi
, yk = y′i

∂xk

∂x′i

صورت به بالا روابط به توجه با شده داده مختصات تغییر ماتریس ژاکوبین بنابراین
بود: خواهد زیر

J =

 ∂x′i

∂xi
∂x′i

∂yi

∂y′i

∂xi
∂y′i

∂yi

 =

 ∂x′i

∂xi ٠
ya ∂٢x′i

∂xi∂xa
∂x′i

∂xi


عکس گفت مͬ�توان است مثبت فوق دترمینان چون معکوس تابع قضیه به توجه با

است. پذیر دیفرانسیل و موجود مختصات تغییر نگاشت
لذا: است TXm(TM) برای ای پایه

{
∂

∂xi ,
∂

∂yi

}
چون

∂

∂x′j
= Ai

j

∂

∂xi
+Bi

j

∂

∂yi

داریم: yk بر رابطه طرفین دادن اثر وبا Ak
j = ∂xk

∂x′j داریم: xk بر رابطه طرفین دادن اثر با

Bk
j =

∂yk

∂x′j
− ∂xi

∂x′j
∂yk

∂xi
=
∂yk

∂x′j
= y′i

∂٢xk

∂x′i∂x′j

بنابراین
∂

∂x′j
=

∂xi

∂x′j
∂

∂xi
+ y′i

∂٢xi

∂xi∂x′j
∂

∂yi

کرد: ثابت مͬ�توان ترتیب همین وبه

∂

∂y′j
=

∂yi

∂y′j
∂

∂yi

m ∈ E نقطه هر به که است تابعͬ E روی X برداری میدان ͷی . E ⊆ M کنید فرض
شود. مراجعه [١] به انیشتین های اندیس رقص قانون مشاهده ١۵برای



١۵ نیاز مورد قضایای و تعاریف

دیͽر: بیان به مͬ�دهد نسبت را TmM از Xm مماس بردار ͷی

X : E −→ TM

m 7→ Xm ∈ TmM

در m هر وبرای بوده باز M در آن دامنه گاه هر است C∞ کلاس از برداری میدان ͷی
باشد. C∞(M) از عضوی نیز Xm.f باشیم داشته f ∈ C∞(M) هر و X دامنه

باشد. M از W باز روی Ck کلاس از برداری میدان ͷی X کنید فرض [١] .٢.٢.١ قضیه
از یͺتا خانواده ͷوی W در U مانند m از ͬͽهمسای ،ϵ > ٠ مانند عددی W هر ازای به

که: طوری به دارد وجود {ϕt} مانند Ck های دیفئومورفیسم

ϕt : U −→ ϕt(U) ⊆M

مͬ�کند: صدق زیر موارد در |t| < ϵ شرط با ϕt و

نگاشت •

ψ : (−ϵ, ϵ) × U −→W

(t,m) 7→ ϕt(m)

است. Ck ازکلاس

ϕsoϕt = ϕs+t |t| < ϵ, |s| < ϵ, |s+ t| < ϵ •

ϕ٠ = Id

است. توابع ترکیب عمل o آن در که

دیͽر: بیان به است. ϕm : t 7→ ϕt(m) منحنͬ سرعت بردار Xm آنگاه m ∈ U اگر •

X(m) =
d

dt
ϕt(m)

∣∣
t=٠

تولید پارامتری ͷی گروه را موضعͬ های دیفئومورفیسم از {ϕt} خانواده صورت این در
مͬ�نامیم. X توسط شده

.[١] برعکس و مͬ�کند تعریف پارامتری ͷی موضعͬ گروه ͷی برداری میدان هر بنابراین



١۶ نیاز مورد قضایای و تعاریف

پارامتری ͷی موضعͬ گروه گاه هر مͬ�نامیم ١۶ کامل را X برداری میدان تعریف٣.٢.١.
شود. تعریف t حقیقͬ عدد هر ازا به آن

نگاشت: صورت این در X,Y ∈ TM کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف

[
X,Y

]
: C∞(TM) −→ C∞(TM)

f 7→
[
X,Y

]
.f

آن در ]که
X,Y

]
.f = X.(Y.f) − Y.(X.f)

مͬ�شود. نامیده Y و X برداری میدان دو کروشه

١۶Complete



٢ فصل

فینسلر فضای

مقدمه ١.٢
استمͬ�پردازیم. فینسلر منیفلد بر ای مقدمه که ریمانͬ تعریفمنیفلد به ابتدا بخش این در
به آنها از استفاده با وسپس مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را تانسورها ابتدا راستا این در
فینسلری منیفلد ادامه در مͬ�پردازیم. پذیر دیفرانسیل منیفلد روی ریمانͬ ساختار معرفͬ

مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را آن خاص وساختارهای ومترها کرده تعریف را
اصلͬ قضایای اثبات در مهمͬ بسیار نقش که خطͬ وغیر خطͬ هموستار فصل انتهای در

شد. خواهد تعریف دارد تحقیق این

ریمانͬ منیفلد ٢.٢
را f خطͬ p نگاشت هر باشد، K میدان روی بعدی n برداری فضای ͷی E کنید فرض

مͬ�نامیم. کواریان (٠
p

) نوع از تانسور ͷی E روی

f : E × . . .× E︸ ︷︷ ︸
مرتبه p

−→ K

مͬ�دهیم. نمایش ⊗٠pE به را کواریان مرتبه p تانسورهای همه مجموعه



١٨ فینسلر فضای

مͬ�نامیم. p-فرمͬ ͷی را متناوب کواریان (٠
p

) تانسور ͷی

f : E × . . .× E︸ ︷︷ ︸
مرتبه p

−→ K

f(X١, ..., Xi, ..., Xj , ..., Xp) = −f(X١, ..., Xj , ..., Xi, ..., Xp)

را مͬ�باشد) E دوگان فضای E∗ (که E∗ روی کواریان (٠
q

) تانسورهای تمام مجموعه
گویند. E روی کنتراواریان (

q
٠
) تانسورهای

f : E∗ × . . .× E∗︸ ︷︷ ︸
مرتبه q

−→ K

p + q نگاشت ͷی کنتراواریان مرتبه q و کواریان مرتبه p یعنͬ (
q
p

) تانسور کلͬ حالت در
است: زیر فرم به خطͬ

f : E × . . .× E︸ ︷︷ ︸
مرتبه p

×E∗ × . . .× E∗︸ ︷︷ ︸
مرتبه q

−→ K

فضای ͷی TmM داریم m ∈ M هر برای آنگاه باشد منیفلد ͷی M اگر که مͬ�دانیم
داریم را زیر تعریف لذا K = C∞(M) و E = TmM مͬ�دهیم قرار پس است. برداری

مͬ�دهیم قرار .١.٢.٢ تعریف

⊗٠p TM =
∪

m∈M

⊗٠p TmM

تانسور p ͷی ،M روی کواریان تانسور p ͷی از منظور باشد، بعدی n منیفلد ͷی M اگر
یعنͬ است TM روی کواریان

⊗٠pM ∼= ⊗٠p TM

دهیم. مͬ نشان Ωp(M) با را M روی ها p-فرمͬ تمام مجموعه
صورت به آن نمایش باشد، M بعدی n منیفلد روی کواریان مرتبه p تانسور ͷی T اگر

:[١] است زیر

T (Xi١ , ..., Xip) = ti١...ipdx
i١ ⊗ ...⊗ dxip(Xi١ , ..., Xip) ١ ≤ ik ≤ n , k = ١, .., p



١٩ فینسلر فضای

داریم: باشد (
q
p

) مرتبه تانسور T واگر
T (Xi١ , ..., Xip , ωj١ , . . . , ωjq ) = t

j١...jq

i١...ip
dxi١ ⊗ . . .⊗ dxip . . .⊗ ∂

∂xj١

⊗ . . .⊗ ∂

∂xjq
(Xi١ , ..., Xip , ωj١ , . . . , ωjq )

١ ≤ ik ≤ p,١ ≤ jk ≤ q , ωjk
∈ C∞(M)

نقطه حول (x,U) کارت به نسبت TmM از {
∂

∂xik

} پایه دوگان {
dxik

} و Xik
∈ TmM آن در که
مͬ�باشد. m ∈M

M پذیر دیفرانسیل منیفلد روی ریمانͬ ساختار یا ١ ریمان متر ͷی .٢.٢.٢ تعریف
متقارن که TpM مماس فضای روی ⟨

,
⟩

p
داخلͬ ضرب ͷی p ∈M هر به که است نگاشتͬ

دیͽر بیان به مͬ�دهد. نسبت است معین مثبت و خطͬ ،دو
g : M −→ {TM روی داخلͬ ضرب {فضای

p 7→ gp : TpM × TpM −→ C∞(M)

< X,Y >p:= gp(X,Y ) = gijdx
i ⊗ dxj(X,Y )

آن در که
gij =

⟨ ∂

∂xi
|p,

∂

∂xj
|p

⟩
p

است. M روی پذیر دیفرانسیل تابع ͷی
نمͬ�شود. نوشته ⟨

,
⟩

p
تابع در p اندیس ابهام وجود عدم صورت در معمولا

متر ͷی همراه به پذیر دیفرانسیل منیفلد ͷی مͬ�نامند. ریمان متر های مولفه را ها gij

مͬ�شود. نامیده ریمانͬ منیفلد ریمان،
کرد: تعریف نیز زیر صورت به تانسور ͷی عنوان به را ریمان متر مͬ�توان

که: قسمͬ به (٠
٢
) نوع از g تانسور ͷی M منیفلد روی ریمان متر ͷی از منظور

∀X,Y ∈ TM g(X,Y ) = g(Y,X) باشد متقارن •

g(X,Y ) ≥ ٠ باشد معین مثبت •

که است (٠
٢
) نوع از g تانسور ͷی M منیفلد روی ٢ ریمان شبه متر ͷی از ومنظور

١Riemannian metric
٢Pseudo Riemannian metric



٢٠ فینسلر فضای

.X = ٠ آنگاه g(X,Y ) = باشیم:٠ داشته Y ∈ TM هر ازا به اگر و بوده متقارن
.gij = gji آن در که مͬ�شود نوشته g = gijdx

i ⊗ dxj صورت به ریمان متر هر واقع در
مͬ�نامیم. ریمانͬ منیفلد ͷی ریمان متر ͷی با همراه را M منیفلد

صورت به ریمان متر ͷی R٢ اقلیدسͬ فضای روی بردارها داخلͬ ضرب .٣.٢.٢ مثال
مͬ�کند: تعریف زیر

g(X,Y ) = gijdx
idxj(X,Y )

آن در که
gij =< ei, ej >= δi

j

بنابراین:
g = (dx١)٢ + (dx٢)٢

استفاده با آن روی را c منحنͬ قوس طول مͬ�توان منیفلد ͷی روی ریمان متر تعریف با
رابطه از

s =
∫ b

a

⟨dc
dt
,
dc

dt

⟩١
٢
dt

.[۵] است آمده دیفرانسیل هندسه مقدماتͬ کتب در رابطه این اثبات که آورد دست به
آن روی ریمان متر تعریف مستلزم منیفلد ͷی روی منحنͬ ͷی قوس طول محاسبه لذا
بدون مͬ�توان آن در که فینسلر فضای تعریف برای بود ای انگیزه خود این و است منیفلد
در که کرد محاسبه را منیفلد روی منحنͬ ͷی قوس طول ریمان متر ضرایب از استفاده
برای dxi و xi متغیرهای با تابعͬ باشد منیفلد روی کارت ͷی (x,U) اگر نیز فضا این

مͬ�شود[۴]. معرفͬ قوس طول گیری اندازه

فینسلری منیفلد ٣.٢
نگاشت M منیفلد روی فینسلری ساختار ͷی از منظور .١.٣.٢ تعریف

F : TM \ ◦ −→ [٠,∞)

F (x, y) = F (yi ∂
∂xi |x)

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در که است

باشد. C∞ کلاس از F (x, y) •


