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චاری... ণپاس໋�
انوار و است تابان روشن، روز چهره بر او قدرت آثار که جلاله و جل را خدای مر ستایش و سپاس

ما بر را علم درهای و شناساند ما به را خویشتن که آفریدگاری درفشان. تار، شب دل در او حͺمت

بیازماید. معرفت و علم طریق در را ضعیفخویش بنده بدان، تا فرمود عطا فرصتͬ و عمری و گشود

کشیدند برایم که فراوانͬ زحمات خاطر به خیرفام بهروز دکتر آقای مهربانم استاد از مͬ�کنم تشͺر

کردند. تمام حقم در معنا تمام به را استادی و

و فرموده زحمت قبول كه سپاسͽزارم نیز حدیقه غفاری علیرضا و پورمحمود جعفر دكتر آقایان از

گرفتند. برعهده را تحقيق اين داوری

راه در صبوری�هایشان و مهربانͬ سایه زیر توانستم که عزیزم پدر و مادر دستان بر مͬ�زنم بوسه و

بردارم. قدم دانش و علم کسب

حسین�پور نسرین

١٣٩٣ شهریورماه
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چͺیده

لحاظ از مͬ�باشند، مؤثر بهینه�سازی مسائل از بسیاری حل برای اولیه-دوگان نقطه-درونͬ روش�های

با مقایسه در کوتاه، گام طول با الͽوریتم�های برای شده شناخته پیچیدگͬ کران بهترین تئوری

مؤثر بزرگ بهنگام�سازی الͽوریتم�های عمل در ولͬ است. بهتر بزرگ بهنگام�سازی الͽوریتم�ها�ی

مͬ�نامند. عمل و تئوری بین شͺاف را پدیده این و بوده

بیان خطͬ بهینه�سازی مسائل برای خود-منظم ͬͺنزدی تابع ویژگͬ�های برخͬ ابتدا پایان�نامه این در

ما که خاص خود-منظم ͬͺنزدی توابع است. گردیده مطرح همͺاران و رس١ توسط که مͬ�شود

که مͬ�شوند سبب ویژگͬ�ها این هستند خاصͬ ویژگͬ�های دارای مͬ�کنیم، استفاده آن�ها از این�جا در

برای طبیعͬ انتخاب تنها باشد، داشته قرار مرکزی مسیر از بزرگ ͬͽهمسای ͷی در کنونͬ تکرار وقتͬ

برپایه نقطه-درونͬ روش ͷی طرح برای را نتایج این ما �باشد. بزرگ بهنگام�سازی بهنگام�سازی،

همانند مͬ�تواند روش این که مͬ�دهیم نشان و مͬ�بریم به�کار Γ١,q و Γ١,٣ خاص خود-منظم توابع

ͷی شده ارائه روش کند. پیش�بینͬ را دوگانͬ شͺاف تغییرهای استاندارد، نقطه-درونͬ روش�های

بزرگ بهنگام�سازی برخلافروش�های که بزرگبوده ͬͽهمسای در ͬͺبزرگدینامی روشبهنگام�سازی

نمͬ�کند. استفاده مرکزیت بهبود برای داخلͬ تکرار هیچ از پیشین

اندازه مانع پارامتر q که مͬ�باشد، O
(
qn

q+١
٢q log(n

ϵ
)
)
روش این برای حالت بدترین در تکرار کران

روش�های برای را پیچیدگͬ کران بهترین الͽوریتم این q = log n برای مͬ�باشد. خود-منظم ͬͺنزدی

١Roos

چ



Γ١,٣ ͬͺنزدی تابع برای همچنین مͬ�دهد. نتیجه را O
(√

n log n log n
ϵ

)
یعنͬ بزرگ، بهنگام�سازی

مͬ�آوریم. به�دست را O
(
n

٢
٣ log n

ϵ

)
یعنͬ حالت، بدترین در پیچیدگͬ کران

خود- ͬͺنزدی تابع اولیه-دوگان، نقطه-درونͬ روش خطͬ، بهینه�سازی کلیدی: واژه�های

چندجمله�ای. پیچیدگͬ منظم،



پیشͽفتار

به�صورت خطͬ محدودیت�های برخͬ تحت خطͬ هدف تابع با مسئله�ای (LO) خطͬ بهینه�سازی

روش اولین است. ریاضͬ زمینه�های پرکاربردترین از ͬͺی LOمسئله�ی مͬ�باشد. نامساوی یا مساوی

است گردیده ٢ارائه دانتزی توسط ١٩۴٧ درسال که بوده سادک روش LO مسائل حل برای عملͬ

که گردید ارائه ١٩٧٩ ٣درسال خاچیان توسط LO مسائل حل برای چندجمله�ای روش سپس .[٣]

ͷتکنی این از استفاده با است. بوده غیرخطͬ بهینه�سازی برای بیضͬ�گون ͷتکنی براساس روش این

.[٨] هستند حل قابل ای چندجمله زمان مدت در LO مسائل که داد نشان خاچیان

خاچیان الͽوریتم از بهتری پیچیدگͬ کران با ای چندجمله یͷالͽوریتم کارمارکار۴ ١٩٨۴ سال در

تا ١٩٨۴ سال�های بین در .[٧] است بوده خاچیان الͽوریتم از کاراتر هم، عمل در که داد ارائه

روش�ها این که گردیدند ارائه کارمارکار تصویری روش بهتر درک برای ١٣٠٠مقاله از بیش ١٩٨۶

تولید نقاط که حقیقت این از نقطه-درونͬ روش�های نام شدند. مشهور نقطه-درونͬ روش�های به

است. شده ناشͬ دارند قرار شدنͬ ناحیه�ی داخل در روش، این به�وسیله�ی شده

مͬ�شوند: تقسیم گروه سه به که بوده -مسیر تعقیب روش�های نقطه-درونͬ روش�های از دسته�ای

پیشͽو-تصحیح. روش�های و بزرگ بهنگام�سازی روش�های کوتاه، گام طول با روش�های

الͽوریتم�های پیچیدگͬ کران از بهتر کوتاه گام طول با الͽوریتم�های پیچیدگͬ کران این�که وجود با

را این که شدند واقع مؤثر بزرگ بهنگام�سازی الͽوریتم�های عمل در ولͬ بوده بزرگ بهنگام�سازی

٢Dantzing
٣Khachian
۴Karmarkar
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الͽوریتم�های تکرار کران کردن بهتر برای بسیاری تلاش�های مͬ�گویند. عمل و تئوری بین شͺاف

بررسͬ به که بودند کسانͬ اولین ٧ ترلاکͬ ۶و پنگ ،۵ رس است. گرفته صورت بزرگ بهنگام�سازی

خود هسته�ی توابع عنوان تحت مانع، توابع از کلاسͬ براساس اولیه-دوگان نقطه-درونͬ روش�های

بهنگام�سازی الͽوریتم�های برای را پیچیدگͬ کران و پرداخته خطͬ بهینه�سازی مسائل برای -منظم،

براساس اولیه-دوگان نقطه-درونͬ روش�های رس ٩و الغامͬ ،٨ بای بخشیدند[٩]. بهبود بزرگ

ارائه را نبوده خود-منظم لزوماً که شرایط، واجد هسته�ی توابع عنوان تحت هسته توابع از دسته�ای

دادند[١].

LO مسائل برای را تکرار کران خود-منظم، ͬͺنزدی تابع جالب ویژگͬ�های براساس پایان�نامه این در

مͬ�کنیم. بیان

مͬ�شود. بیان خاص خود-منظم توابع از ویژگͬ�هایی و مقدماتͬ مفاهیم تعاریف، اول، فصل در

سپس و مͬ�شود بیان خود-منظم تابع ͷی برای ͬͺدینامی بهنگام�سازی روش ͷی دوم، فصل در

برای ͬͺدینامی بزرگ بهنگام�سازی روش سوم، فصل در مͬ�گردد. مشخص الͽوریتم پیچیدگͬ

در نتایج برخͬ نهایتاً و مͬ�شود بیان الͽوریتم پیچیدگͬ با همراه خود-منظم توابع از خانواده�ای

مͬ�گردد. بیان چهارم فصل

۵Roos
۶Peng
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نمادها

Rn
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامنفͬ مؤلفه�ی n با بردارهای مجموعه

Rn
++ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثبت مؤلفه�ی n با بردارهای مجموعه

xi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x iام مؤلفه�ی

∥ x ∥ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∥ u ∥٢= (
∑n

i=١ u
٢
i )

١
٢ ،∀u ∈ Rn

xmax . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x مؤلفه�ی بزرگترین

xmin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x مؤلفه�ی کوچͺترین

ذ



١ فصل

تعاریف و مقدماتͬ مفاهیم

را اولیه-دوگان نقطه-درونͬ روش�های به مربوط اساسͬ قضیه�های و مقدماتͬ مفاهیم برخͬ ابتدا

مͬ�کنیم. بیان خطͬ بهینه�سازی برای

خطͬ برنامه�ریزی مسئله ١.١

به�صورت خطͬ برنامه�ریزی مسئله ͷی

(
P
)

min{cTx : Ax = b, x ≥ ٠}

مسئله این دوگان . b ∈ Rm و x, c ∈ Rn ،rank(A) = m ،A ∈ Rm×n آن در که مͬ�شود تعریف

)به�صورت
D
)

max{bTy : ATy + s = c, s ≥ ٠}

.y ∈ Rm و s ∈ Rn آن در که است شده بیان

و اولیه مسئله شدنͬ جواب ͷی کند صدق Ax = b محدودیت�های در که x نامنفͬ بردار هر

زیر قضیه مͬ�شود. نامیده دوگان شدنͬ جواب ͷی کند صدق ATy + s = c قیود در که (y, s) هر

مͬ�کند. بیان را (x, y, s) اولیه-دوگان جواب ͷی بهینگͬ برای کافͬ و لازم شرایط

١



٢ تعاریف و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

نقطه�ی (y, s) و (P) برای نقطه�یشدنͬ x هرگاه :(١ کروش-کان-تاکر (شرایط ١.١ قضیه

به�ترتیب بهینه جواب�های (y, s) و x این�که برای کافͬ و لازم شرایط آنگاه باشد، (D) برای شدنͬ

که است این باشند، (D) و (P) برای

Ax = b, x ≥ ٠,
ATy + s = c, s ≥ ٠,
xs = ٠.

(١.١)

مͬ�شود. نامیده مͺملͬ شرط سوم معادله ،١.١ دستگاه در

مͬ�کنیم. بیان را مͬ�گیرند قرار استفاده مورد زیاد الͽوریتم��ها تحلیل در که لم دو ادامه در

داریم ،٠ ≤ α ≤ ١ و t ≥ −١ هر ازای به :[٨] ١.١ لم

(١+ t)α ≤ ١+ αt, (٢.١)

مͬ�کنیم تعریف ،٠ ≤ α ≤ ١ و t ≥ −١ هر ازای به : برهان

f(t) = (١+ t)α − ١− αt

هستند زیر به�صورت دوم و اول مشتق�های که

f
′
(t) = α(١+ t)α−١ − α, f

′′
(t) = α(α− ١)(١+ t)(α−٢).

t = ٠ در f(t) پس ،f ′
(٠) = ٠ چون و بوده مقعر f(t) تابع بنابراین f ′′

(t) ≤ ٠ که است واضح

یعنͬ مͬ�گیرد، را مقدارش بیشترین

f(t) ≤ f(٠) = ٠.

� مͬ�شود. نتیجه مطلوب نامساوی f(٠) = ٠ از که
١Kaurush-Kuhn-Tucker



٣ تعاریف و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

h(٠) = ٠ �طوری�که به باشد �دوم مرتبه مشتق�پذیر محدب تابع ͷی h(t) کنید فرض :[٨] ١.٢ لم

در h′′
(t) اگر بͽیرد. را مقدارش کمترین t∗ > ٠ در h(t) کنید فرض به�علاوه .h′

(٠) < ٠ و

،٠ ≤ t ≤ t∗ در t هر ازای به آنگاه باشد، صعودی [٠, t∗]

h(t) ≤ th
′
(٠)
٢

t ∈ [٠, t∗] هر ازای به h′
(t) ≤ ٠ و t > ٠ برای h′′

(t) ≥ ٠ ،h(٠) = ٠ از استفاده با : برهان

بنویسیم مͬ�توانیم

h(t) =

∫ t

٠
h

′
(ξ)dξ

= h
′
(٠)t+

∫ t

٠

∫ ξ

٠
h

′′
(ζ)dζdξ ≤ h

′
(٠)t+

∫ t

٠
ξh

′′
(ξ)dξ

= h
′
(٠)t+

∫ t

٠
ξdh′

(ξ)

= h
′
(٠)t+ (ξh

′
(ξ)) |t٠ −

∫ t

٠
h

′
(ξ)dξ = h

′
(٠)t− h(t),

� مͬ�شود. ثابت لم این�ترتیب به

مرکزی مسیر ١.١.١

با را (١.١) دستگاه سوم معادله�ی که است این اولیه-دوگان نقطه-درونͬ روش�های اصلͬ ایده�ی

به منجر که مͬ�کنند عوض ،µ > ٠ و e = (١,١, . . . ,١)T آن در که ،xs = µe غیرخطͬ معادله�ی

مͬ�شود: زیر دستگاه

Ax = b, x ≥ ٠,
ATy + s = c, s ≥ ٠,
xs = µe.

(٣.١)

دستگاه جواب مͬ�توانند بودن مثبت صورت در فقط s و xپس ،e بردار و µ > تعریف٠ به توجه با

به�طوری دارد وجود ای (x٠, y٠, s٠) که مͬ�کنیم فرض کلیت، از کاستن بدون بنابراین باشند. فوق



۴ تعاریف و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

که

Ax٠ = b, x٠ > ٠, ATy٠ + s٠ = c, s٠ > ٠.

بزرگتر مسئله�ی ͷی در مͬ�توان را (٣.١) دستگاه است. مشهور نقطه-درونͬ شرط به شرط این

جانشانͬ از استفاده با بنابراین مͬ�کند، صدق نقطه-درونͬ شرط در که کرد جانشانͬ خود-دوگان

جواب این�صورت در باشد شدنͬ اکیداً نقطه�ی ͷی ،x٠ = s٠ = e مͬ�کنیم فرض خود-دوگان،

برای کافͬ و لازم شرط ͷی نقطه-درونͬ شرط پس دارد، وجود دوگان و اولیه مسائل برای بهینه

هر ازای به نقطه-درونͬ، شرط برقراری درصورت واقع در است. (١.١) دستگاه بودن حل قابل

x(µ) مͬ�دهیم. نشان (x(µ), y(µ), s(µ)) با را آن که یͺتاست جواب دارای (٣.١) دستگاه µ > ٠

را {(x(µ), y(µ), s(µ)) : µ > ٠} مجموعه�ی و (D) -مرکز µ را (y(µ), s(µ)) ،(P) µ-مرکز را

حد چون دارد. وجود مرکزی مسیر حد آنگاه ،µ→ ٠ اگر .[١۵] مͬ�نامیم (D) و (P) مرکزی مسیر

توجه مͬ�آیند. به�دست (D) و (P) مسائل برای بهینه جواب�های پس مͬ��کند، صدق مͺملͬ شرط در

تکراری روش��های از باید آن حل برای و بوده غیرخطͬ معادله�ی (٣.١) دستگاه سوم معادله�ی که کنید

آورد به�دست مͬ�توان را (٣.١) دستگاه تقریبی جواب�های نیوتن روش بستن کار به با شود. استفاده

.[١٧]

نیوتن جهت�های ٢.١.١

با که است این هدف باشند، (٣.١) دستگاه جواب ͷی µ > ٠ برای ،s > ٠ و x > ٠ کنید فرض

مͬ�خواهیم بنابراین کنیم. حرکت µ-مرکزها جهت در ∆s و ∆y ،∆x جستجوی جهت�های تعیین

یعنͬ کنند صدق (٣.١) دستگاه در s+∆s و y +∆y ،x+∆x تکرار نقاط

A(x+∆x) = b, x+∆x > ٠,
AT (y +∆y) + (s+∆s) = c, s+∆s > ٠,

(x+∆x)(s+∆s) = µe.
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داشت خواهیم هستند دوگان و اولیه شدنͬ جواب�های s و x چون

A∆x = ٠,
AT∆y +∆s = ٠,

s∆x+ x∆s+∆x∆s = µe− xs.

(۴.١)

عبارت گرفتن نادیده با بنابراین است. x∆s∆غیرخطͬ دوم درجه�ی عبارت به توجه با سوم معادله�ی

مͬ�شود زیر دستگاه به منجر بالا دستگاه ،∆x∆s غیرخطͬ

A∆x = ٠,
AT∆y +∆s = ٠,
s∆x+ x∆s = µe− xs.

(۵.١)

نمͬ�گیرند قرار مرکزی مسیر روی s+∆s و y+∆y ،x+∆x تکرار نقاط ،∆x∆s گرفتن نادیده به�دلیل

نیوتن جستجوی جهت�های که مͬ�دهد نشان زیر قضیه هستند. جواب برای بهتری تقریب�های ولͬ

هستند. (۵.١) دستگاه یͺتای جواب (∆x,∆y,∆s)

به�صورت یͺتای جواب دارای (۵.١) دستگاه :[١٢] ١.٢ قضیه

∆y =
(
AXS−١AT

)−١ (
b− µAS−١) .

∆s = −AT∆y.

∆x = µs−١ − x− xs−١∆s.

.S := diag(s) و X := diag(x) آن در که مͬ�باشد

داریم (۵.١) دستگاه سوم معادله از : برهان

∆x+ xs−١∆s = µs−١ − x. (۶.١)

که مͬ�شود نتیجه Ax = b و A∆x = ٠ از استفاده و A به چپ از معادله این ضرب با

AXS−١∆s = µAs−١ − Ax = µAs−١ − b.
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مͬ�شود حاصل بالا معادله در (۵.١) دوم معادله از ∆s = −AT∆y جایͽذاری با

AXS−١AT∆y = b− µAs−١.

بنابراین است. معکوس�پذیر AXS−١AT پس بوده کامل سطری رتبه از A چون

∆y =
(
AXS−١AT

)−١ (
b− µAS−١) .

� مͬ�گردد. تعیین (۶.١) از ∆x نهایتاً و مͬ�آید به�دست ∆s ،∆s = −AT∆y در ∆y جایͽذاری با

هسته تابع ٣.١.١

و بوده مشتق�پذیر دوبار ψ هرگاه مͬ�گوییم، هسته تابع ψ(t) : (٠,∞) → [٠,∞) متغیره ͷی تابع به

کند: صدق زیر خاصیت�های در

ψ
′
(١) = ψ(١) = ٠ .١

ψ
′′
(t) > ٠ t > ٠ هر برای .٢

.limt→٠+ψ(t) = limt→∞ψ(t) = +∞ .٣

از استفاده با مͬ�تواند که مͬ�باشد محدب اکیداً و نامنفͬ تابع ͷی ،ψ(t) هسته تابع بنابراین

ψ(t) =

∫ t

١

∫ ξ

١
ψ

′′
(ζ)dζdξ, (٧.١)

گردد. مشخص

معادل�اند: زیر عبارت�های :[٨] ١.٣ لم

ψ(
√
t١t٢) ≤ ١

٢(ψ(t١) + ψ(t٢)) .١

ψ
′
(t) + tψ

′′
(t) ≥ ٠ ،t > ٠ برای .٢
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است. محدب ψ(eξ) .٣

مͬ�شود. نامیده e-محدب یا نمایی تحدب سوم خاصیت

معادل�اند: زیر خاصیت�های ،ψ(t) دوم مرتبه�ی مشتق�پذیر تابع برای :[۴] ١.۴ لم

ψ(

√
t٢١+t

٢
٢

٢ ) ≤ ١
٢(ψ(t١) + ψ(t٢)) ،t١, t٢ > ٠ هر ازای به .١

tψ
′′
(t)− ψ

′
(t) ≥ ٠, t > ٠ هر ازای به .٢

است. محدب ψ(
√
ξ) .٣

به�طوری�که باشند ξ١, ξ٢ ∈ R+ اگر تنها و اگر است محدب ψ(
√
ξ) مͬ�دانیم :٣ ⇔ ١ : برهان

ψ

(√
١
٢(ξ١ + ξ٢)

)
≤ ١

٢
(
ψ(
√
ξ١) + ψ(

√
ξ٢)
)
.

داشت خواهیم t٢ :=
√
ξ٢ و t١ :=

√
ξ١ دادن قرار با حال

ψ

(√
t٢١ + t٢٢
٢

)
≤ ١

٢ (ψ(t١) + ψ(t٢)) .

اگر تنها و اگر است نامنفͬ ψ(
√
ξ) دوم مرتبه�ی مشتق :٣ ⇔ ٢

١
۴ξ ٣

٢

(√
ξψ

′′
(
√
ξ)− ψ

′
(
√
ξ)
)
≥ ٠,

که مͬ�شود نتیجه t :=
√
ξ جایͽذاری با

١
۴t٣

(
tψ

′′
(t)− ψ

′
(t)
)
≥ ٠,

که مͬ�کند ایجاب این

tψ
′′
(t)− ψ

′
(t) ≥ ٠, ∀t > ٠,

� است. تمام اثبات و
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،t ≥ ١ هر ازای به :[۴] ١.۵ لم

tψ
′
(t) ≥ ψ(t).

�کنید تعریف : برهان

g(t) := tψ
′
(t)− ψ(t).

داریم به�علاوه .g(١) = ٠ که است واضح

g
′
(t) = tψ

′′
(t) ≥ ٠.

پس است صعودی t ≥ ١ برای g(t) که مͬ�دهد معنͬ این

g(t) ≥ g(١) = ٠.

�

خود-منظم تابع ۴.١.١

مͬ�کنیم. بیان را خود-منظم هسته توابع از پایه�ای ویژگͬ�های و تعریف�ها برخͬ قسمت این در

در اگر تنها و اگر است خود-منظم ψ : (٠,∞) → R که ψ(t) ∈ C٢ تابع :[٩] ١.١ تعریف

کند: صدق زیر ویژگͬ�های

مانند مثبت ثابت�های به�علاوه .ψ(١) = ψ
′
(١) = ٠ و بوده محدب اکیداً ،t > ٠ با ψ(t) .١

به�طوری�که باشند q ≥ ١ و p ≥ ١ و ν٢ ≥ ν١ > ٠ با q و p پارامترهای و ν٢ و ν١

ν١
(
tp−١ + t−١−q) ≤ ψ

′′
(t) ≤ ν٢

(
tp−١ + t−١−q) , (٨.١)

مͬ�نامند. رشد درجه�ی را p و مانع درجه�ی را q پارامتر که
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باشیم داشته r ∈ [٠,١] و t١, t٢ > ٠ هر برای .٢

ψ(tr١t
١−r
٢ ) ≤ rψ(t١) + (١− r)ψ(t٢). (٩.١)

به�صورت که Ψ(x) : Rn
++ → Rn

+ تابع :[٩] ١.٢ تعریف

Ψ(x) = (ψ(x١), ψ(x٢), . . . , ψ(xn)),

باشد. خود-منظم ψ(t) : R++ → R+ یعنͬ هسته�اش، تابع اگر مͬ�شود نامیده خود-منظم است،

�است. خاصیتخود-منظم دارای که مشخصمͬ�شود هسته�ای براساستابع خود-منظم ͬͺنزدی تابع

مͬ�کند. بیان خود-منظم تابع دوم خاصیت برای معادل شرط ͷی زیر لم

این�صورت در باشد، دوم مرتبه� مشتق�پذیر تابع ψ(t) : (٠,∞) → [٠,∞) فرضکنید :[٨] ١.۶ لم

محدب ζ در ψ(exp(ζ)) تابع اگر تنها و اگر مͬ�کند صدق خود-منظمͬ (٩.١) خاصیت در ψ(t)

.ψ′
(t) + tψ

′′
(t) ≥ ٠ معادل به�طور یا باشد،

ζ١, ζ٢ ∈ R ازایهر به اگر تنها و ψ(exp(ζ))محدباستاگر تعریفتحدبی، از استفاده با : برهان

،r ∈ [٠,١] و

ψ (exp(rζ١ + (١− r)ζ٢)) ≤ rψ(exp(ζ١)) + (١− r)ψ(exp(ζ٢)),

داریم پس ،t٢ := exp(ζ٢) و t١ := exp(ζ١) مͬ�دهیم قرار

ψ(tr١t
١−r
٢ ) ≤ rψ(t١) + (١− r)ψ(t٢), ∀r ∈ [٠,١], ∀t١, t٢ ∈ (٠,+∞),

اگر تنها و اگر مͬ�کند صدق (٩.١) خاصیت در ψ تابع بنابراین است. (٩.١) رابطه�ی همان که

یعنͬ باشد نامنفͬ ψ′′
(exp(ζ)) اگر تنها و اگر دیͽر به�عبارت باشد، محدب ψ(exp(ζ))

exp(٢ζ)ψ′′
(exp(ζ)) + exp(ζ)ψ

′
(exp(ζ)) ≥ ٠.


