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قدردانͬ

دانش و علم طریق به و بخشید هستͬ�مان که را یͺتا پروردگار بی�کران سپاس

چینͬ خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینͬ به و شد رهنمونمان

ساخت. روزیمان را معرفت و علم از

در تا ساخته نصیبم فداکار مادری و پدر کرم، روی از که شاکرم بسͬ را خدای

سایه�ی از و گیرم برگ و شاخ آن�ها ریشه�ی از و بیاسایم وجودشان پربار درخت سایه�ی

افتخاری تاج بودنشان که والدینͬ نمایم. تلاش دانش و علم کسب راه در وجودشان

انسان و بودن زندگͬ، برایم که آموزگارانͬ بودنم، بر است دلیلͬ نامشان و سرم بر است

کردند. معنا را بودن

استاد از است شایسته بسͬ الخالق، یشͺر لم المخلوق، یشͺر لم من مصداق به

سرزمین خورشید، چون کرامتͬ با که داریوشبهمردی، دکتر آقای بزرگوارم و فرهیخته

و کارساز راهنمایی�های با را دانش و علم سرای گلشن و بخشیدند روشنͬ را دل

�نمایم. تشͺر و تقدیر ساختند بارور سازنده

کمال فرمودند تقبل را نامه پایان این مشاوره�ی زحمت که بهروزی فرید دکتر آقای از

دارم. را تشͺر

عزیزمان کشور علمͬ جامعه�ی به ͷکوچ چند هر پژوهشخدمتͬ این که دارم آن امید

باشد.



ت

چͺیده

خاصیت چنین هم مͬ�کنیم بیان را محفوظ اکستریم نقاط مفهوم پایان�نامه این در

این بین ارتباط نمایان نقاط معرفͬ با و کرده بیان را میلمن کرین و نیͺودیم رادون

نشان و مͬ�کنیم موشͺافͬ ها قضیه بیان با را اکستریم نقاط و نمایان نقاط و خواص

میلمن کرین خاصیت دارد، نیͺودیم رادون خاصیت که باناخͬ فضای هر مͬ�دهیم

انعکاسͬ، باناخ فضاهای و محفوظ اکستریم نقاط بین ارتباط به نهایت در و دارد نیز

مͬ�پردازیم.

نقطه�ی نمایان، نقطه�ی محفوظ، اکستریم نقطه�ی اکستریم، نقطه�ی . کلیدی کلمات

خاصیت نیͺودیم، رادون خاصیت نمایان، ضعیف طور به نقطه�ی نمایان، قوی طور به

فضای یͺنواخت، ضعیفمدور طور به نرم یͺنواخت، مدور موضعا نرم میلمن، کرین

انعکاسͬ.
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مقدمه

نیͺودیم رادون خاصیت و میلمن کرین خاصیت اکستریم، نقطه�ی مفاهیم آنالیز؛ در

دیفرانسیل�پذیری خصوص به دیفرانسیل�پذیری، مفاهیم مͬ�کنند. ایفا را مهمͬ نقش

به مفاهیم این نامه پایان این در که است غیرخطͬ آنالیز مهم مفاهیم از گاتو و فرشه

قابل مفاهیم این بین که متقابلͬ ارتباط و گرفته�اند قرار بررسͬ مورد کامل صورت

کرده�ایم. بیان کامل، اثبات و قضایا بیان با را هستند بررسͬ و بحث

باناخ فضای در پیش�نیازها و اولیه مفاهیم بیان به اول فصل در حاضر مجموعه�ی در

گاتو، دیفرانسیل�پذیری نیز و فرشه دیفرانسیل�پذیری مفهوم دوم فصل در مͬ�پردازیم.

بیان را میلمن کرین خاصیت و نیͺودیم رادون خاصیت سوم فصل در مͬ�شود. بیان

مͬ�کنیم معرفͬ استرا نمایان نقاط و اکستریم نقاط شامل که نقاط انواع نیز و مͬ�کنیم

کرده گردآوری نیاز مورد مفاهیم اساس بر را قبل فصل سه مطالب چهارم فصل در و

نیز و نیͺودیم رادون و میلمن کرین خاصیت و اکستریم نقاط بین ارتباط بیان به و

در شده گردآوری مطالب عمده�ی که است ذکر قابل مͬ�پردازیم. انعکاسͬ، فضاهای

مͬ�باشند. [١٠] و [٩] [۶]و منبع به استناد با نامه پایان این

چ



١ فصل

نیازها پیش و اولیه مفاهیم

باشد. حقیقͬ میدان با باناخ فضای ͷی X = (X, ||.||) کنیم فرض .١.١ یادآوری

و فضا واحد گوی را B||.||(X) = {x ∈ X; ||x|| ≤ ۱}

مͬ�گیریم. نظر در فضا واحد کره�ی S||.||(X)را = {x ∈ X; ||x|| = ۱}

شده�اند. آورده [١٧] مرجع از که مͬ�کنیم بیان را زیر تعاریف ابتدا

زیرمجموعه�های از τ مانند گردایه�ای ،X مجموعه�ی در توپولوژی ͷی .١.١ تعریف

مͬ�کند. صدق زیر شرایط در که است X

هستند. τ به متعلق ∅ و X (۱)مجموعه�های

است. τ به متعلق ،τ زیرگردایه�ی هر اعضای اجتماع (۲)

است. τ به متعلق ،τ متناهͬ زیرگردایه�ی هر اعضای (اشتراک) (۳)مقطع

فضای است، شده مشخص τ مانند توپولوژی�ای آن برای که را X مجموعه�ی و

مͬ�نامیم. ͬͺتوپولوژی

بسته مجموعه�ای را باز مجموعه�ی هر متمم و مͬ�نامیم باز مجموعه�ی را τ عناصر

مͬ�نامیم.

زیرمجموعه�ای که β باشد، ͬͺتوپولوژی فضای ͷی (X, τ) کنیم فرض .١.٢ تعریف

مͬ�شود نامیده τ توپولوژی برای (مبنا) ͬͺتوپولوژی پایه�ی ͷی است، فرضشده τ از

١



٢ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

نوشت. β اعضای از اجتماعͬ صورت به بتوان را باز زیرمجموعه�ی هر هرگاه

Y اگر باشد، τ توپولوژی با ͬͺتوپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض .١.٣ تعریف

گردایه�ی باشد، X از زیرمجموعه�ای

τY = {Y ∩ U ;U ∈ τ}

توپولوژی این با است. موسوم زیرفضایی توپولوژی به و است Y روی توپولوژی ͷی

همه�ی از عبارتند توپولوژی این باز مجموعه�های مͬ�خوانند. X زیرفضای ͷی را Y

.Y با X باز مجموعه�های مقاطع

اعداد اگر گوییم معادل را X باناخ فضای روی ||.|| و |.| نرم دو [٩] .١.۴ تعریف

باشیم داشته ،x ∈ X هر برای که طوری به باشند داشته وجود M و mمثبت

m||x|| ≤ |x| ≤M ||x||

،۰ ≤ t ≤ ۱ هر برای اگر است محدب C ⊂ X مجموعه�ی .١.٢ یادآوری

شامل C باید ۰ ≤ t ≤ ۱ و y ∈ Cو x ∈ C اگر دیͽر عبارتͬ به .tC + (۱− tC) ⊂ C

باشد. tx+ (۱− t)y

متقارن� و محدب کران�دار، بسته، زیرمجموعه�ی ͷی C فرضکنیم [٩] تعریف۵.١.

ͬͺتابعکمینکوفس باشد، C مجموعه�ی درونͬ نقطه�ی صفر و Xباشد باناخ فضای از

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به C مجموعه�ی µC(x) ١

µC(x) = inf{λ > ۰; x ∈ λC}

.µC(x) ≤ ۱ آن�گاه ،x ∈ C اگر است بدیهͬ
Minkowski١



٣ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

هر و x ∈ C هر ازای به که صورتͬ در مͬ�نامیم، مخروط ͷی را C .١.۶ تعریف

.λx ∈ C ،λ > ۰

شده�اند. آورده [٢۶] مرجع از زیر تعاریف

به همیشه موضعͬ پایه�ی اصطلاح ،ͬͺتوپولوژی برداری فضاهای در .١.٧ تعریف

ͬͺتوپولوژی برداری فضای یͷپایه�یموضعͬ است.لذا صفر در یͷپایه�یموضعͬ معنͬ

شامل همسایͽͬصفر هر طوری�که استبه همسایͽͬ�هایصفر از β مانند Xگردایه�ای

مͬ�باشد. β از عضوی

گردایه�ی را B(X,Y ) باشند، ͬͺتوپولوژی برداری فضای دو Y و X اگر تعریف١.٨.

B(X) با را B(X,X) سادگͬ، خاطر به مͬ�گیریم. Y توی به X از عملͽرها تمام

مͬ�نامیم دوگان فضای را B(X,Y ) بͽیریم، اسͺالر میدان را Y وقتͬ مͬ�دهیم. نمایش

مͬ�دهیم. نمایش x∗ با و

که باشد τ توپولوژی با ͬͺتوپولوژی برداری فضای ͷی X کنیم فرض .١.٩ تعریف

ضعیف توپولوژی را X روی توپولوژی X∗ است. X نقاط جداکننده�ی ،X∗ دوگانش

مͬ�نامیم. X∗ توپولوژی -ستاره ضعیف را X∗ روی توپولوژی X و مͬ�نامیم X

ͬͽهمسای هر اگر است همͽرا صفر به ضعیف طور به xn مͬ�گوییم .١.١٠ تعریف

حالت این در باشد. بزرگ کافͬ قدر به n با xnها، همه�ی شامل صفر، ضعیف

به ͬͽهمسای ͷی شامل صفر، ضعیف ͬͽهمسای هر چون . xn w // ۰ مͬ�نویسیم

شͺل

V = {x; |Λix| < ri ; ∀i,۱ ≤ i ≤ n} (١.١)

وتنها اگر xn w // ۰ که مͬ�شود معلوم آسانͬ به ،ri > ۰ و Λi ∈ X∗ آن در که است

.Λxn → ۰ باشیم داشته Λ ∈ X∗ هر ازای به اگر،

ها xn تمام حاوی صفر، نرمͬ ͬͽهمسای هر اگر است صفر به همͽرا xn مͬ�گوییم و



۴ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

باشد. بزرگ کافͬ قدر به n با

است. همͽرا ضعیف طور به همͽرا، نرمͬ دنباله�ی هر

اگر فقط و اگر است، کران�دار ضعیف طور به E ⊂ X مجموعه�ی .١.١١ تعریف

و اگر مͬ�دهد رخ این باشد. t = t(V ) > ۰ ازای به tE شامل (١.١) شͺل به V هر

هر ازای به که باشد موجود چنان γ(Λ) <∞ مانند عددی Λ ∈ X∗ هر نظیر اگر فقط

.|Λx| ≤ γ(Λ) ،x ∈ E

اگر فقط و اگر است کران�دار ضعیف طور به ،E ⊂ X مجموعه�ی دیͽر، عبارتͬ به

باشد. E بر کران�دار تابع ͷی ،Λ ∈ X∗ هر

شمارش�پذیر یͷزیرمجموعه�یچͽال هرگاه است، ٢ Xتفکی�ͷپذیر فضای تعریف١.١٢.

باشد. داشته وجود X در

این در ،f : X −→ Y و باشند ͷمتری فضای دو Y و X کنیم فرض .١.١٣ تعریف

با است برابر f نمودار صورت

Gf = {(x, f(x)) : x ∈ X, y ∈ Y, y = f(x)} ⊆ X × Y

است. بسته X × Y در f نمودار آن�گاه باشد، fپیوسته : X −→ Y اگر و

ͷی T ∈ B(X,Y ) هر به باشند. نرم�دار فضای دو Y و X کنیم فرض .١.١ قضیه

رابطه�ی در که است نظیر T ∗ ∈ B(Y ∗, X∗) مانند فرد به منحصر الحاقͬ عملͽر

⟨Tx, y∗⟩ = ⟨x, T ∗y∗⟩

رابطه�ی در T ∗ ، علاوه به مͬ�کند. ∗yصدق ∈ Y ∗ هر و x ∈ X هر ازای به

مͬ�نماید. صدق ||T ∗|| = ||T ||

Separable٢



۵ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

با که E محدب غلاف باشد، E ⊂ X و برداری فضای ͷی X اگر .١.١۴ تعریف

E شامل که است X محدب زیرمجموعه�های تمام اشتراک مͬ�شود، نموده co(E)

E اعضای از متناهͬ محدب ترکیبات تمام مجموعه�ی co(E) دیͽر، بیان به مͬ�باشد.

است عبارت مͬ�شود نوشته co(E)صورت به که E بسته�ی محدب غلاف و مͬ�باشد

.co(E)بستار از

ͷی اگر است، موضعͬ محدب فضای ،X ͬͺتوپولوژی برداری فضای تعریف١.١۵.

باشد. داشته محدب�اند، اعضایش که β مانند موضعͬ پایه�ی

برداری میدان X که باشند B(X) از اعضایی B و A کنیم فرض [١۶] .١.٢ قضیه

داریم. را زیر گزاره�های صورت این در α ∈ R و است حقیقͬ

(αA+B)∗ = αA∗ +B∗ (i)

A∗∗ = (A∗)∗ = A (ii)

(AB)∗ = B∗A∗ (iii)

(A∗)−۱ = (A−۱)∗ و است معکوس�پذیر A∗ باشد، معکوس�پذیر A اگر (iv)

. شده�اند آورده [٩] مرجع از زیر تعاریف

تمام باناخ فضای با است برابر p ∈ [۱,∞) برای ℓp(N) فضای .١.١۶ تعریف

∞∑و
i=۱ |xi|p < که x = {xi}∞i=۱ صورت به دنباله�هایی

||x||p =
( ∞∑

i=۱

|xi|p
) ۱

p
.

با دار کران های دنباله تمام باناخ فضای با است برابر ℓ∞ = ℓ∞(N) .١.١٧ تعریف

.||.||∞ نرم

داریم، x = {xi}∞i=۱ ∈ ℓ∞ هر برای دیͽر عبارت به

||x||∞ = sup{|xi|; i ∈ N}



۶ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

دنباله�های تمام از متشͺل ℓ∞ زیرفضای ͷی c۰ = c۰(N) فضای .١.١٨ تعریف

است. صفر برابر آن�ها حد که است {xi}∞i=۱

باشد، X موضعͬ محدب فضای از زیرمجموعه ͷی C ⊂ X اگر [۵] تعریف١.١٩.

مجموعه�ی آن�گاه α > ۰ و f ∈ X∗

S(f, C, α) = {x ∈ C; f(x) > supf(C)− α}

مͬ�شود. نامیده C برش ͷی

اگر مͬ�شود نامیده ٣ دندانه�ای نقطه�ی ͷی ،x ∈ C نقطه�ی [۵] .١.٢٠ تعریف

در C نرمͬ توپولوژی برای مبنا ͷی تشͺیل هستند، x نقطه�ی شامل که Cبرش�های

بدهند. را x نقطه�ی

برای که طوری به باشد، داشته وجود f مانند تابعͬ یعنͬ فضا۴، نیم .١.٢١ تعریف

.f(X) > α باشیم داشته ،x ∈ X برای و α ∈ R هر

M عناصر خطͬ مستقل ترکیبات تمام مجموعه�ی span(M) [١٠] .١.٢٢ تعریف

است. M حاوی که X خطͬ بسته��ی فضای کوچͺترین span(M) و است

مͬ�کنیم. معرفͬ را پذیر دندانه مجموعه�ی حال

پذیر۵ دندانه ،X باناخ فضای ͷی از S زیرمجموعه�ی ͷی [٢۴] .١.٢٣ تعریف

که، طوری به باشد، داشته وجود x ∈ S ، ϵ > ۰ هر برای اگر مͬ�شود، نامیده

.x /∈ co(S\B(x, ϵ))

روند. مͬ کار به مجموعه ͷی بودن پذیر دندانه برای نیز زیر لم دو

مفروضͬ، ϵ > ۰ برای اگر است، پذیر دندانه ،B مجموعه�ی ͷی [٢۴] .١.١ لم

x /∈ co{y ∈ B; ||x− y|| > ϵ} که طوری به باشد، داشته وجود x ∈ B

denting٣
half-space۴
dentable۵



٧ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

محدب و کران�دار بسته، غیرخالͬ، زیرمجموعه�ی ͷی C کنیم فرض [٢۴] .١.٢ لم

C۱, C۲ بسته�ی و محدب زیرمجموعه�های ، ϵ > ۰ برای اگر باشد، X باناخ فضای از

،diamC۲ ≤ ϵو C۱ ̸= C۲ و C = co(C۱ ∪C۲) که طوری به باشند داشته وجود C از

است. پذیر دندانه C آن�گاه

به که π نگاشت اگر مͬ�شود گفته ۶ انعکاسͬ ،X باناخ فضای [٩] .١.٢۴ تعریف

باشد. X∗∗ روی به X از پوشا نگاشتͬ مͬ�شود، تعریف زیر صورت

π : X −→ X∗∗

π(x) : f 7−→ f(x)

است. X∗∗ با ͷایزومتری X انعکاسͬ فضای

آورده [١٠] مرجع از که مͬ�باشند پذیری انعکاس خاصیت به مربوط زیر گزاره�های

شده�اند.

ضعیففشرده طور به BX اگر فقط و اگر است، Xانعکاسͬ باناخ فضای .١.٣ قضیه

باشد.

باشد. انعکاسͬ X∗ اگر فقط و اگر است انعکاسͬ X باناخ فضای .١.١ گزاره

و ضعیف توپولوژی اگر فقط و اگر است انعکاسͬ X باناخ فضای .١.٢ گزاره

باشند. منطبق هم بر X∗ -ستاره�ی ضعیف توپولوژی

بسته، خالͬ، غیر زیرمجموعه�ی ͷی C کنیم فرض فلپس)٧ - (بی�شاب .١.۴ قضیه

تمام مجموعه�ی صورت این در باشد، X حقیقͬ باناخ فضای از دار کران و محدب

X∗ در مͬ�کنند، اختیار C روی را ماکزیممشان Xکه روی پیوسته و خطͬ تابعک�های

چͽالند.
Reflexive۶

Bishop-phelps٧



٨ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

اختیار را نرمشان Xکه روی پیوسته و تابعک�هایخطͬ تمام خاصمجموعه�ی طور به

چͽالند. X∗ در مͬ�کنند) اختیار BX روی را (ماکزیممشان مͬ�کنند،

،x ∈ X و ϵ > ۰ باشد، X∗ از دار کران زیرمجموعه�ی ͷی C اگر [۶] تعریف١.٢۵.

مͬ�شود. تعریف زیر صورت به C ٨ برش -ستاره ضعیف

S(x,C, ϵ) = {f ∈ C; f(x) > sup{g(x), g ∈ C} − ϵ}.

x ∈ X هر ازای به اگر است، ٩ نرمینگ -C ،A مͬ�گوییم [٩] .١.٢۶ تعریف

sup{f(x); f ∈ A ∩BX∗} ≥ ۱
C
||x||

باشد. -نرمینگ C ، C ≥ ۱ هر برای اگر است نرمینگ ،A مͬ�گوییم و

کرد. خواهیم استفاده ،X∗ بسته�ی زیرفضاهای برای فقط نرمینگ اصطلاح از

X نقاط جداکننده�ی مجموعه�ی ͷی ،X∗ نرمینگ فضای زیر هر [٩] .١.٣ گزاره

است.

است. X∗ نرمینگ زیرفضای F−۱(۰) گاه آن ،F ∈ X∗∗ \X اگر

ضعیف طور به زیرا باشد، نرمینگ نمͬ�تواند x−۱(۰) آن�گاه ،x ∈ X \ {۰} ⊂ X∗∗ اگر

است. بسته -ستاره

باشد. X از Mزیرفضایی و باناخ فضای ͷی X فرضکنید ([٢۶]) تعریف١.٢٧.

صورت این در

M⊥ = {x∗ ∈ X∗; ⟨x, x∗⟩ = ۰, ∀x ∈M}

تشͺیل مͬ�شوند، Mصفر روی Xکه بر دار کران و خطͬ تابعک�های تمام ⊥Mاز لذا

است. شده
weak*-slice٨
C-norming٩



٩ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

تغییر M روی x آن�ها در که است ϕx تابعک�های پوچ فضاهای اشتراک M⊥ چون

بسته�ی زیرفضای ͷی روی به X از ایزومتر یͺریختͬ ͷی ϕ : X → X∗∗ و مͬ�کند

داریم، x∗ ∈ X∗ برای یعنͬ مͬ�باشد، X∗∗

⟨x, x∗⟩ = ⟨x∗, ϕx⟩

داریم x ∈ X برای و

||ϕx|| = ||x||

مͬ�باشد. X∗ بسته�ی -ستاره ضعیف زیرفضای ͷی M⊥ لذا

∧ ∈ B(X,Y ) هر به باشند، دار نرم فضای دو Y و X کنیم فرض [٢۶] .١.۵ قضیه

عدد

|| ∧ || = sup{|| ∧ x||;x ∈ X; ||x|| ≤ ۱}

تبدیل دار نرم فضای ͷی به را B(X,Y ) فضای ،|| ∧ تعریف|| این مͬ�کنیم. مربوط را

است. چنین نیز B(X,Y ) باشد، باناخ فضای Y اگر مͬ�کند.

گاه، آن ،∧ ∈ B(X,Y ) و باشند دار نرم فضاهای Y و X هرگاه [٢۶] .١.۶ قضیه

|| ∧ || = sup{|⟨∧x, y∗⟩|; ||x|| ≤ ۱; ||y∗|| ≤ ۱}

ناتهͬ دلخواه مجموعه�ی Γ و باشد باناخ فضای ͷی X کنیم فرض .١.٢٨ تعریف

دو سیستم ͷی X ×X∗ عضو {(xγ , x∗γ); γ ∈ Γ} خانواده�ی صورت این در باشد.

است. کرونکر دلتای δαβ که ، x∗β(xα) = δαβ اگر مͬ�شود نامیده متعامد

١٠ متعامد دو سیستم ͷی باشد، باناخ فضای ͷی X کنیم فرض [٩] تعریف١.٢٩.

اگر مͬ�شود، نامیده X از ١١ مارشوویچ پایه�ی ͷی ،X در {(xγ , x∗γ); γ ∈ Γ} ،

biorthogonal١٠
Markushevich١١



١٠ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

باشد. X نقاط جداکننده�ی {x∗γ}γ∈Γ و span{xγ}γ∈Γ = X

فضای زیر ͷیX∗ آن�گاه باشد، تفکی�ͷپذیر باناخ Xیͷفضای اگر [٩] .١.٧ قضیه

دارد. X از مارشوویچ پایه��ی با کامل

شده�اند آورده [١٣] مرجع از که مͬ�کنیم بیان را اندازه مبحث به مربوط مفاهیم حال

واقع نیاز مورد کرد، خواهیم بیان ٣ فصل در که نیͺودیم رادون تعریفخاصیت در و

شد. خواهند

در گوییم جبر ͷی را X ناتهͬ زیرمجموعه�های از S ناتهͬ خانواده�ی .١.٣٠ تعریف

که، صورتͬ

باشد. داشته تعلق S به نیز A ∪B آن�گاه باشند، S به متعلق B و A اگر (۱)

باشد. داشته تعلق S به نیز آن مͺمل ،S به متعلق A مجموعه�ی هر برای (۲)

گوییم σ-جبر ͷی را X مجموعه�ی ناتهͬ زیرمجموعه�های از S جبر .١.٣١ تعریف

باشند. متعلق S به نیز S اعضای از شمارا اجتماع اگر

شمارا اجتماع صورت به را آن بتوان اگر نامیم، مͬ Fσ را یͷمجموعه تعریف١.٣٢.

اشتراک صورت به را آن بتوان اگر مͬ�نامیم، Gδ را آن و نوشت بسته مجموعه�های از

نوشت. باز مجموعه�های از شمارا

و f(y) ̸= −∞ اگر است پیوسته نیم پایین از y ی نقطه در f تابع .١.٣٣ تعریف

f(y) ≤ lim inf
x→y

f(x) = sup
δ>۰

inf
۰<|x−y|<δ

f(x)

زیرمجموعه�های از جبر σͷیMو باشد دلخواه Xمجموعه�ی فرضکنیم تعریف١.٣۴.

اگر گوییم اندازه تابع را µ :M → R ∪ {±∞} تابع باشد، X

µ(E) ≥ ۰ باشیم داشته E ∈M هر برای (۱)

µ(∅) = ۰ (۲)

µ(∪∞
i=۱(Ai)) =

∑∞
i=۱ µ(Ai) (۳)



١١ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

لب͹مͬ�نامیم اندازه�پذیر Xرا ناتهͬ مجموعه�ی Eاز یͷزیرمجموعه�ی تعریف١.٣۵.

باشد، برقرار زیر رابطه�ی X از A ناتهͬ زیرمجموعه�ی هر برای اگر

µ(A) = µ(A ∩ E) + µ(A ∩ Ec)

اعداد مجموعه�ی R آن در که (R,M,m)است، فضای اندازه، فضای ͷی از مثالͬ

مͬ�باشد. حقیقͬ اعداد از ͹لب اندازه�پذیر mمجموعه�های و ͹لب Mاندازه�ی حقیقͬ،

گوییم. متناهͬ را µ اندازه�ی ،µ(X) <∞ اگر .١.٣۶ تعریف

M عناصر از {Ej} دنباله�ی ͷی هرگاه مͬ�نامیم -متناهͬ σ اندازه�ی ͷی را µ نیز و

.µ(Ej) <∞ و X = ∪∞
j=۱Ej که طوری به باشد موجود

موجود M عناصر از {Ej} دنباله�ی اگر گوییم -متناهͬ σ را E ∈ M مجموعه�ی و

.µ(Ej) <∞ باشیم داشته j هر ازای به و E = ∪∞
j=۱Ej که طوری به باشد

اگر گوییم ساده را φ : X −→ R تابع .١.٣٧ تعریف

باشد. پذیر اندازه φ تابع (۱)

باشد. متناهͬ φ برد (۲)

اندازه�پذیر مجموعه�ی روی که باشد اندازه�پذیر کران�دار تابع ͷی f اگر تعریف١.٣٨.

برابری با E روی را f ͹لب انتگرال است، شده تعریف ،mE متناهͬ اندازه�ی با E

∫
E
f(x)dx = inf

∫
E
ψ(x)dx

مͬ�شود. گرفته ψ ≥ f ساده�ی توابع همه�ی روی inf آن در که مͬ�کنیم تعریف

مͬ�کنیم. تعریف ١٢را (JT)جیمز درختͬ فضای حال

James Tree space١٢



١٢ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

مجموعه�ی (i) [٩] .١.٣٩ تعریف

T = {(n, i); ۰ ≤ i ≤ ۲n − ۱;n ∈ N \ {۰}}

مͬ�گیریم. نظر در را کرده�ایم تعریف زیر در که (<) جزئͬ ترتیب با

(n, i) < (n+ ۱, j) ⇐⇒ j ∈ {۲i,۲i+ ۱}

مͬ�شود. ١٣نامیده دوتایی درخت ͷی (T,<)صورت این در

زیرمجموعه�ی قطعه١۴، ͷی از منظور ،T تعریف از استفاده با (ii)

S = {t ∈ T ; (n, i) ≤ t ≤ (m, j)}

هستند. T عضو (m, j) و (n, i) که است

١۵گوییم. شاخه ͷی را خطͬ ترتیب با T ماکزیمال زیرمجموعه�ی ͷی (iii)

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را جیمز درختͬ فضای نهایت در و

با که است T روی شده تعریف حقیقͬ توابع تمام شامل جیمز، درختͬ فضای (iv)

است. شده مجهز زیر نرم

||x|| = sup
( k∑

j=۱

( ∑
(n,i)∈Sj

x(n, i)
)۲) ۱

۲

است. شده گرفته T مجزای قطعه�های از متناهͬ مجموعه�های تمام از سوپریمم که

فضای از زیرفضایی Y و باشد برداری فضای ͷی X فرضکنیم [٩] تعریف۴٠.١.

X از Y زیرفضای روی بر تصویر ͷی P : X −→ X خطͬ نگاشت باشد، X برداری
binary tree١٣
segment١۴
branch١۵



١٣ نیازها پیش و اولیه مفاهیم .١ فصل

.y ∈ Y هر برای P (y) = y و P (X) = Y اگر است

X در شده) ١۶(کامل تکمیل X باناخ فضای از Y فضای زیر [٩] .١.۴١ تعریف

باشد. داشته وجود Y روی به X از دار کران و خطͬ تصویر ͷی اگر است،

است تکمیل X در Y۱ از Y۲ مͬ�گوییم باشد، X بسته�ی فضای زیر ͷی Y۱ فرضکنیم

باشد. X بسته�ی فضای زیر ͷی Y۲ و X = Y۱ ⊕ Y۲ اگر

بسته Y آن�گاه باشد، X باناخ فضای از شده کامل فضای زیر ͷی Y اگر کنید توجه

نیست. شده کامل X بسته�ی فضای هر اما است،

باناخ فضای از بسته فضای زیر ͷی Y کنیم فرض (سابزیͺز)١٧[٩] .١.٨ قضیه

است. تکمیل X در Y آن�گاه باشد، c۰ با ͷایزومورفی Y اگر باشد، X تفکی�ͷپذیر

وجود ℓ∞ Mاز البعد نامتناهͬ و بسته -ستاره ضعیف زیرفضای ͷی [٢١] .١.٣ لم

M ∩ c۰ = {۰} که طوری به دارد

A : X → Y اگر و باشند باناخ فضاهای Y Xو اگر باز) نگاشت (قضیه�ی .١.٩ قضیه

Aیͷنگاشت آن�گاه ،A(X) = Y و باشد Y Xبه از پوشا و پیوسته خطͬ، یͷعملͽر

است. باز

complemented١۶
Sobczyk’s١٧


