


کاشان دانشگاه

ریاضی علوم دانشکده
محض ریاضی گروه

پایان�نامه

ارشد کارشناسی درجه�ی اخذ جهت
جبر) (گرایش محض ریاضی رشته�ی در

عنوان:

حلقه یک صفر مقسوم�علیه�های گراف

راهنما: استاد
جهانی�نژاد رضا دکتر

بوسیله:

جوانمرد فاطمه

١٣٩٠ بهمن



تقدیم:
پشتیبان بهترین روزگاران سردترین این در که وجودشان امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به
شجاعت به پناهشان در ترس و سرگردانی و است فریادرس که بزرگشان قلب�های پاس به است.

نمی�کند. فروکش هرگز که بی�دریغشان محبت�های پاس به می�گراید.

می�کنم. تقدیم عزیزم مادر و پدر به را مجموعه این



تشکر و �تقدیر

ستایش نعمت. مزید اندرش شکر به و است قربت موجب طاعتش که جل و عز را خدای� منت
محضر در آموختن موهبت و اندیشیدن توانایی که خدایی قلم. خالق و است جهان بخش هستی که او از
بذل از و بوده من راهنمای که عالمانی نزد علم فراگیری فرمود. عطا حقیر بنده این به را فرهیختگان
راهنمایی�ام راه این در که آنان از می�دانم لازم برخود نورزیدند. دریغ شاگردشان به نسبت خویش عنایت

کنم. سپاس�گزاری کردند
گرامیم: راهنمای استاد جهانی�نژاد رضا دکتر آقای جناب

گویم سپاس چگونه است. یقین و عشق از سرشار که را شما لطف و مهربانی گویم سپاس چگونه
در آری است. ساخته فروزان وجودم محقر کلبه�ی به را هدایت روشن چراغ که را شما علم�آموزی تأثیر
آقایان بزرگوار اساتید از وصف. کلام نه و است سپاس توان نه را شما شکوه و عظمت همه این مقابل
داخل و خارج متخصص و صاحب�نظر اساتید عنوان به که بازیگران بهنام دکتر و رحمتی فرهاد دکتر
همچنین می�کنم. قدردانی گرفته�اند، عهده به را اینجانب پایان�نامه داوری و مطالعه زحمت دانشگاه، از
اینجانب دفاع جلسه در که بامنیری عبدالحمید دکتر آقای جناب تکمیلی تحصیلات محترم نماینده از
عزیزم خانواده�ی خالصانه�ی و بی�دریغ زحمات از پایان در سپاسگزارم. صمیمانه نیز نموده�اند شرکت
توفیقات و سلامتی آنان برای و سپاسگزاری بودند سهیم علمی�ام پیشرفت در که عزیزانی همه�ی از و

دارم. مسئلت متعال خداوند درگاه از را روزافزون

جوانمرد فاطمه

١٣٩٠ زمستان



چکیده

حلقه یک R کنید فرض می�پردازیم. حلقه یک صفر مقسوم�علیه�های گراف بررسی به پایان�نامه این در

مقسوم�علیه هر که می�دهیم نشان Γ(R) با را R تعویض�پذیر حلقه�ی از صفر مقسوم�علیه گراف باشد.

اگر تنها و اگر مجاورند Γ(R) از y و x متمایز رأس دو و است آن رأس یک R از غیرصفری

رئوس مجموع با ساده گرافی ،ΓI(R) ،R تعویض�پذیر حلقه�ی از I ایدآل هر برای همچنین .xy = ٠

ΓI(R) از y و x متمایز رأس دو و است {x ∈ R \ I | xy ∈ I ،y ∈ R \ I یک برای }

پس است. R صفر مقسوم�علیه گراف از تعمیمی گراف، نوع این .xy ∈ I اگر تنها و اگر مجاورند

مستقیمی مجموع به وابسته گراف�های خواص بررسی به گراف�ها، نوع این مقدماتی خواص بررسی از

توانی سری�های و چندجمله�ای حلقه�های از صفر مقسوم�علیه�های گراف همچنین می�پردازیم. حلقه�ها از

حلقه��ی یک از صفر مقسوم�علیه گراف بررسی به خاتمه در و می�دهیم قرار بررسی و مطالعه مورد نیز را

می�پردازیم. غیرتعویض�پذیر

کلیدی: کلمات

پرایمال. ضعیفاً و پرایمال ایدآل کمر، قطر، کامل، و همبند گراف حلقه، و گراف



مطالب فهرست

صفحه عنوان

١ مقدمه

۴ پیش�نیاز�ها و مقدمات ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حلقه و گراف نظریه از مقدماتی ١.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرایمال ضعیفاً و پرایمال ایدآل�های ٢.١

٣۴ پرایمال وضعیفاً پرایمال ایدآل�های به نسبت صفر مقسوم�علیه گراف ٢
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . پرایمال ایدآل به نسبت صفر مقسوم�علیه گراف ١.٢
۵٠ . . . . . . . . . . . . . غیرپرایمال ایدآل به نسبت صفر مقسوم�علیه گراف ٢.٢
۵٧ . . . . . . . . . . . . پرایمال ضعیفاً ایدآل به نسبت صفر مقسوم�علیه گراف ٣.٢

۶۵ تعویض�پذیر حلقه�های از مستقیمی مجموع برای صفر مقسوم�علیه گراف ٣
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Γ(R١ ×R٢) گراف قطر محاسبه ١.٣
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . |Z∗(R)| = ۵, ۶, ٩, ١٠ با حلقه�هایی ٢.٣

حلقه�ی یک صفر مقسوم�علیه گراف و چندجمله�ای حلقه�های صفر مقسوم�علیه گراف ۴
٨٨ غیرتعویض�پذیر
٨٩ . . . . . توانی سری�های و چندجمله�ایی حلقه�های از صفر مقسوم�علیه�های گراف ١.۴
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . R غیرتعویض�پذیر حلقه برای صفر مقسوم�علیه گراف ٢.۴

١١۵ مراجع فهرست

آ



مقدمه

تعویض�پذیر حلقه�ی یک از صفر مقسوم�علیه�های مجموعه و گراف یک بین رابطه�ی بار اولین برای

معرفی [٨] در تعویض�پذیر حلقه�های رنگ�پذیری عنوان تحت مقاله�ای در ١٩٨٨ سال در بک توسط

مجاورند y و x متمایز رأس دو و است گراف رأس یک R از غیرصفری صفر مقسوم�علیه هر که شد

نیسر و اندرسون می�دهیم. نشان Γ(R) با را R صفر مقسوم�علیه گراف .xy = ٠ اگر تنها و اگر

کردند. ثابت را بک حدس از متعددی مثال�های و دادند ادامه بک تعریف با را کار ١٩٩٣ سال در

٢٠٠٨ سال در دادند. ادامه را مبحث این روی بررسی دانشمندان دیگر و آذرپناه سامعی، آن از پس

و متباین گراف�های قطر محاسبه به یاسمی سیامک و ستاری آسیه سلیمی، مریم میمنی، حمیدرضا

به نسبت را صفر مقسوم�علیه گراف مفهوم ردموند ٢٠٠٣ سال در پرداختند. آن�ها یکریختی همچنین

[١٢] در یوسفیان احمد و ابراهیمی شهاب�الدین ٢٠٠٩ سال در ادامه در داد. ارائه [٢١] در ایدآل یک

دادند. قرار بررسی مورد خاص ایدآل یک به نسبت را صفر مقسوم�علیه گراف

تعمیم را است شده معرفی بک توسط که صفر مقسوم�علیه�های گراف مفهوم که است این ما هدف

حلقه�های و غیرتعویض�پذیر ، تعویض�پذیر حلقه یک صفر مقسوم�علیه�های گراف صورت این در بدهیم.

می�کنیم. بررسی را ایدآل یک به نسبت صفر مقسوم�علیه گراف همچنین و توانی سری�های و چندجمله�ای

است. [٢٣] و [١٢] ،[٧] ،[۶] ،[١] مراجع از پایان�نامه این مطالب اکثر

حلقه جا هر و نیست یکدار و تعویض�پذیر لزوماً که باشد حلقه یک R می�کنیم فرض متن سراسر در

در باشد. R حلقه�ی از زیرمجموعه یک S می�کنیم فرض می�کنیم. ذکر را باشد یکدار و تعویض�پدیر

١



مجموعه Max(R) و است R یکال عناصر مجموعه�ی U(R) .S∗(R) = S(R) \ {٠} صورت این

می�دهیم. نشان Z(R) با را R حلقه�ی از صفر مقسوم�علیه�های مجموعه است. R ماکسیمال ایدآل�های

موضعی، حلقه است. R ماکسیمال ایدآل�های همه اشتراک یعنی ،R حلقه��ی جیکبسون رادیکال J(R)

باشد. داشته ماکسیمال ایدآل یک تنها که است حلقه�ای

تعاریف به اول بخش در که است بخش دو شامل اول فصل است. فصل چهار بر مشتمل پایان�نامه این

به بعدی فصل�های در که را مقدماتی و مفاهیم همچنین و می�پردازیم گراف نظریه از مقدماتی مفاهیم و

پرایمال ضعیفاً و پرایمال ایدآل مفهوم دوم بخش در می�کنیم. بیان خلاصه طور به را می�شود نیاز آن�ها

می�دهیم. نشان قضایا در را آن�ها بین ارتباط و کرده بیان را

خصوصیات بررسی به فصل این در است. R از ایدآلی I و یکدار و تعویض�پذیر حلقه�ای R دوم فصل در

نشان ΓI(R) با را گراف نوع این که می�پردازیم I ایدآل یک به نسبت R صفر مقسوم�علیه گراف

می�کنیم. تقسم بخش سه به را فصل این است R از ایدآلی نوع چه I که این به توجه با می�دهیم.

محاسبه را باشد R از پرایمال ایدآل یک I که حالتی در را ΓI(R) گراف کمر و قطر اول، بخش در

بررسی را نباشد R از پرایمالی ایدآل I که حالتی در را ΓI(R)گراف ویژگی�های دوم بخش در می�کنیم.

مطالعه به صورت این در و می�گیریم نظر در پرایمال ضعیفاً ایدآل یک را I سوم، بخش در می�کنیم.

می�پردازیم. ΓI(R) گراف ویژگی�های

می�کنیم. ذکر باشد یکدار حلقه هرجا و است یکدار لزوماً نه و تعویض�پذیر حلقه�ای R سوم فصل در

R٢ و R١ حلقه�ی دو از مستقیمی مجموع گراف قطر اول بخش در است. بخش دو شامل فصل این

با متناهی میدان یک Fq دوم بخش در می�کنیم. محاسبه Γ(R٢) و Γ(R١) گراف�های قطر برحسب را

متناهی و موضعی حلقه�ی دو برای می�کنیم ثابت بخش این در است. عنصر q

|Z∗(R١ ×R٢)| = |R١| × |M٢|+ |R٢| × |M١| − |M١| × |M٢| − ١

.|Z∗(R)| = ۵, ۶, ٩ یا ١٠ که می�آوریم بدست را R حلقه�های همه�ی همچنین

بخش این در است. تعویض�پذیر حلقه�ی یک R اول بخش در که است بخش دو شامل نیز چهارم فصل

٢



همچنین می�دهیم. قرار بررسی مورد را توانی سری�های و چندجمله�ای حلقه�های صفر مقسوم�علیه گراف

دوم بخش در می�کنیم. محاسبه را Γ(R[[x]]) و Γ(R[x]) ،Γ(R) گراف�های کمر و قطر بین رابطه�ی

می�پردازیم. Γ(R) گراف بررسی به بخش این در است. غیرتعویض�پذیر حلقه�ی یک R

٣



١ فصل

پیش�نیاز�ها و مقدمات

جداگانه بخش دو در داریم نیاز آن�ها به پایان�نامه این در که را مقدماتی مفاهیم و تعاریف فصل این در

همچنین و می�کنیم بیان را گراف نظریه از مقدماتی مفاهیم و اولیه تعاریف اول بخش در می�دهیم. شرح

از مفاهیمی دوم بخش در شده�ایم. آشنا آن�ها با مختلف کتب در که پرداخته حلقه�ها نظریه از مقدماتی به

می�دهیم. نشان قضایا در را آن�ها بین ارتباط و می�کنیم معرفی را پرایمال ضعیفاً و پرایمال ایدآل جمله

است. [٢۴] و [٢٢] ،[١٨] ، [١٧] ،[١۶] ،[١۵] ،[١٣] ،[١٠] ،[۴] فصل این اصلی مراجع

حلقه و گراف نظریه از مقدماتی ١.١

قضایایی و تعاریف بیان به همچنین و می�پردازیم گراف نظریه� از اولیه تعاریف و مفاهیم به بخش این در

پایان�نامه این در که است مهم تعاریف و نکات از برخی یادآوری جهت صرفاً که پرداخته حلقه�ها نظریه از

ماکسیمال ایدآل�های تمام اشتراک می�گیریم. نظر در یکدار را حلقه�ها بخشهمه�ی این در داریم. احتیاج

۴



R ماکسیمال ایدآل�های مجموعه Max(R) از منظور همچنین می�دهیم. نشان J(R) با را R حلقه�ی

است. R اول ایدآل�های مجموعه Spec(R) و

V (Γ) آن در که (V (Γ), E(Γ)) مرتب زوج از است عبارت ،Γ ساده گراف یک .١.١ تعریف

مجزای عناصر نامرتب جفت�های از مجموعه�ا�ی E(Γ) و رأس�ها مجموعه�ی نام به ناتهی مجموعه�ای

(x, y) = (y, x) ،(x, x) ̸∈ E(Γ) ،x, y ∈ V (Γ) هر ازای به که است یال�ها مجموعه�ی نام به ،V (Γ)

با ترتیب به را E(Γ) Vو (Γ) گاهی می�باشد. موجود یال یک حداکثر آن رأس دو هر بین همچنین و

دو بین یال و x, y, z . . . کوچک حروف با را رئوس پایان�نامه این سراسر در می�دهیم. نشان E و V

می�دهیم. نشان x− y نماد با را y و x رأس

می�نامیم. متناهی را Γ گراف باشد، متناهی Γ گراف رئوس مجموعه گاه هر

رئوس بین یالی گاه هر می�گوییم، مجاور را y و xرأس دو باشد. گراف یک Γ کنید فرض .٢.١ تعریف

باشد. داشته وجود y و x

x٠−x١−· · ·−xn صورت به یال�ها از متناهی و ناتهی دنباله�ی ،Γگراف در گشت یک .٣.١ تعریف

مجزا x٠, x١, · · · , xn رئوس اگر می�نامیم. گذر یک را باشد مجزا آن یال�های تمام که گشتی است.

می�نامیم. مسیر یک را گذر باشند،

x١ − x٢ − · · · − xn − x١ مانند یال�ها از دنباله�ای ،Γ گراف در n طول به دور یک .۴.١ تعریف

باشد. xn و x١ بین مسیر یک x١ − x٢ − · · · − xn آن در که است

داشته وجود مسیر یک حداقل آن رأس دو هر بین گاه هر می�نامیم، همبند را Γ گراف .۵.١ تعریف

کلا گراف را Γ باشد، یال فاقد Γ گراف چنان�چه می�نامیم. ناهمبند را Γ صورت این غیر در باشد.

می�نامیم. پوچ یا ناهمبند

هرگاه می�نامیم، Γ زیرگراف را H باشند. گراف دو Γ و H کنید فرض .۶.١ تعریف

۵



V (H) ⊆ V (Γ) و E(H) ⊆ E(Γ)

می�نامیم، Γ القایی زیرگراف یک را H است. Γ از سره زیرگراف یک H آن�گاه ،E(H) ⊂ E(Γ) اگر

باشند. مجاور Γ در y و x اگر تنها و اگر مجاورند H در y و x ،H از y و x رأس دو هر برای هرگاه

می�دهیم. نشان را Γ گراف از القایی گراف زیر یک زیر شکل در

از را Γ = (V,E) ناهمبند گراف از H٢ = (V٢, E٢) و H١ = (V١, E١) گراف زیر دو .٧.١ تعریف

باشد. نداشته وجود V٢ از رأسی به V١ رأس یک از مسیری هیچ گاه هر می�نامیم، هم�مجزا

y و x بین مسیری اگر ،x, y ∈ V (Γ) رئوس از جفت هر برای ،Γ = (V,E) گراف در .٨.١ تعریف

d(x, y) با را آن و می�نامیم y و x فاصله را y و x بین مسیر کوتاهترین طول آن�گاه باشد، داشته وجود

صورت این در باشد، نداشته وجود Γ گراف در y و x رأس دو بین مسیری چنان�چه می��دهیم. نشان

.d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) داریم x, y, z ∈ V (Γ) دلخواه رئوس برای علاوه به .d(x, y) =∞

max{d(x, y) | x, y ∈ V (Γ)} صورت این در باشد. همبند گراف یک Γ کنید فرض .٩.١ تعریف

قطر آن�گاه باشد، ناهمبند Γ گراف اگر می�دهیم. نشان diam(Γ) نماد با و می�نامیم Γ گراف قطر را

می�کنیم. ∞تعریف را آن

طول گاه آن باشد، دور یک حداقل دارای Γ اگر باشد. گراف یک Γ کنید فرض .١٠.١ تعریف

۶



دور فاقد Γ گراف گاه هر می�دهیم. نشان gr(Γ) با و می�نامیم گراف کمر را Γ گراف در دور کوتاهترین

.gr(Γ) > ٣ ،Γ گراف هر برای وضوح به می�کنیم. ∞تعریف را گراف کمر باشد،

رأس n با کامل گراف باشند. مجاور آن رأس دو هر گاه هر می�نامیم، کامل را Γ گراف .١١.١ تعریف

می�دهیم. نشان Kn با را

گرافی ،Γ از القایی زیرگراف هر صورت این در باشد. کامل گراف یک Γ کنید فرض .١٢.١ گزاره

است. کامل

رئوس مجموعه گاه هر می�نامیم، دوبخشی را Γ گراف باشد. گراف یک Γ کنید فرض .١٣.١ تعریف

را V١ از رأس یک ،Γ یال هر که طوری به کرد افراز V٢ و V١ مجزای مجموعه دو به بتوان را گراف

گراف در بنابراین می�شود. نامیده گراف دوبخشی�سازی یک (V١, V٢) زوج کند. وصل V٢ از رأسی به

V٢ از رأسی دو هیچ طور همین ،V١ از رأسی دو هیچ ،V = (V١, V٢) رئوس مجموعه با دوبخشی

نیست. متصل V٢ از رأس هر به V١ از رأس هر لزوماً دوبخشی گراف در این بر علاوه نیستند. مجاور

صورت این در باشد. تابع یک φ : V (Γ)→ V (H) و گراف دو H و Γ کنید فرض .١۴.١ تعریف

نتیجه را رأس دو آن تصاویر مجاورت دامنه، از رأس دو مجاورت هر�گاه می�نامیم، هم�ریختی یک را φ

x − y اگر ،V (Γ) از y و x رأس دو هر برای هرگاه است، هم�ریختی یک φ دیگر عبارت به دهد.

φ آن�گاه باشند، هم�ریختی نیز φ−و١ هم�ریختی و دوسوئی تابع یک φ اگر حال .φ(x)− φ(y) آن�گاه

می�نامیم. یک��ریختی را

کامل دوبخشی گراف یک را V = (V١, V٢) رئوس مجموعه با Γ دوبخشی گراف .١۵.١ تعریف

می�دهیم، نمایش Kn,m با را گراف این باشد. مجاور V٢ از رأس هر با V١ رأس هر گاه هر می�نامیم،

کامل دوبخشی گراف است. V٢ مجموعه اعضای تعداد m و V١ مجموعه�ی اعضای تعداد n آن در که

Γ رئوس مجموعه اگر همچنین می�نامیم. ستاره گراف مرکز را x ∈ V١ رأس و ستاره گراف را K١,n

که ١ 6 i, j 6 r هر برای که طوری به کرد، افراز V١, . . . , Vr مجزای زیرمجموعه�های به بتوان را

٧



آن�گاه باشد، نداشته وجود Vi رئوس بین یالی ،i هر برای و باشند مجاور Vj و Vi رئوس همه ،i ̸= j

ni ،١ ≤ i ≤ r هر برای که می�دهیم نشان Kn١ ,... ,nr نماد با و نامیده r−�بخشی کامل گراف را Γ

دوبخشی�سازی با کامل دوبخشی گراف یک از مثالی ١.١ شکل است. Vi مجموعه�ی اعضای تعداد

.V٢ = {a, b, c} و V١ = {d, e, f} که است V = (V١, V٢)

کامل دوبخشی گراف :١.١ شکل

برقرارند: زیر احکام .١۶.١ گزاره

.diam(Kn) = ١ ،n > ١ طبیعی عدد هر برای و diam(K١) = ٠ .١

.diam(Kn,m) = ١ یا ٢ ،m و n طبیعی عدد هر برای .٢

این در ،n > ١ می�کنیم فرض .diam(K١) = ٠ پس است، رأس یک با گرافی K١ چون .١ اثبات.

.diam(Kn) = ١ نتیجه در و مجاورند رأس دو هر کامل، گراف تعریف بنابر صورت

.diam(K١,١ ) = ١ ،١ بند بنابر لذا و K١,١ = K٢ صورت این در .n = m = ١ می�کنیم فرض .٢

.d(x, y) = ٢ ،١۵.١ تعریف بنابر ،Kn,m از y و x مجاور غیر رأس دو هر برای صورت این غیر در

� .diam(Kn,m ) = ٢ بنابراین

می�پرداریم. �حلقه�ها نظریه از قضایایی و تعاریف بیان به قسمت این در

می�نامیم، متباین را J و I Rباشند. تعویض�پذیر حلقه�ی از ایدآل�هایی J و I فرضکنید .١٧.١ تعریف

.I + J = R هرگاه
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می�گردد. حاصل زیر نتیجه به�سادگی تعریف، این به توجه با

صورت این در باشند. متباین R تعویض�پذیر حلقه�ی از J و I ایدآل�های کنید فرض .١٨.١ گزاره

I ∩ J = IJ

صورت این در باشد. R از ایدآلی I و تعویض�پذیر حلقه�ی یک R کنید فرض .١٩.١ تعریف
√
I = {r ∈ R | rn ∈ I که باشد داشته وجود n طبیعی عدد }

می�نامیم. I رادیکال را آن و می�شود شامل را I که است R از ایدآلی

عدد هر برای صورت این در باشد. R تعویض�پذیر حلقه�ی از اول ایدآل یک P کنید فرض

.
√
P n = P که است واضح ،n طبیعی

می�نامیم، رادیکالی را I ایدآل باشد. R تعویض�پذیر حلقه�ی از ایدآلی I کنید فرض .٢٠.١ تعریف

.I =
√
I هرگاه

متباین
√
J و
√
I اگر باشند. R تعویض�پذیر حلقه�ی از ایدآل�هایی J و I کنید فرض .٢١.١ گزاره

هستند. متباین نیز J و I آن�گاه باشند،

� شود. رجوع [۵] از ١.١۶ گزاره به اثبات.

صورت این در باشد. R تعویض�پذیر حلقه�ی از ایدآلی I کنید فرض .٢٢.١ گزاره
√
I = ∩{P ∈ Spec(R) | I ⊆ P}

� شود. رجوع [٢٢] از ۶٠ صفحه�ی به اثبات.

مجموعه�ی Min(I)نشاندهنده�ی و R تعویض�پذیر حلقه سره�ی ایدآل یک I کنید فرض .٢٣.١ نتیجه

.
√
I =

∩
P∈Min(I)

P صورت این در باشد. I مینیمال اول ایدآل�های
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که طوری به باشد داشته وجود n طبیعی عدد هرگاه می�نامیم، پوچ�توان را R حلقه�ی از a عنصر

nil(R) نماد با و می�نامیم R پوچ رادیکال را R تعویض�پذیر حلقه پوچ�توان عناصر مجموعه .an = ٠

که گرفت نتیجه می�توان است صفر ایدآل شامل اول ایدآل هر که این از حال می�دهیم. نمایش

nil(R) =
√
٠ =

∩
P∈Spec(R)

P

نباشد. غیرصفر پوچ�توان عنصر هیچ شامل R هرگاه می�نامیم، تقلیل�یافته را R حلقه

رادیکالی ایدآل یک I صورت این در باشد. R تعویض�پذیر حلقه�ی از ایدآلی I فرضکنید .٢۴.١ گزاره

باشد. تقلیل�یافته حلقه�ی R

I
اگر تنها و اگر است R از

در باشد. پوچ�توان عنصر یک x+ I ∈ R

I
و R از رادیکالی ایدآل یک I می�کنیم فرض (← اثبات.

نتیجه در و xn ∈ I پس .xn + I = I لذا و (x+ I)n = I که دارد وجود n طبیعی عدد صورت این

ندارد. غیرصفر پوچ�توان عنصر R

I
حلقه لذا و x+ I = I بنابراین .x ∈

√
I = I

که است واضح .I =
√
I می�کنیم ثابت باشد. تفلیل�یافته حلقه�ی R

I
می�کنیم فرض (→

لذا .an ∈ I که دارد وجود n طبیعی عدد صورت این در .a ∈
√
I می�کنیم فرض .I ⊆

√
I

غیر�صفر پوچ�توان عنصر R

I
چون است. R

I
پوچ�توان عنصر a+I بنابراین .(a+I)n = an+I = I

� است. R از رادیکالی ایدآل یک I بنابراین .
√
I ⊆ I نتیجه در و a ∈ I پس ندارد،

می�آید. دست به زیر نتیجه قبل، گزاره از

حلقه�ی R صورت این در باشد. R تعویض�پذیر حلقه�ی از اولی ایدآل P کنید فرض .٢۵.١ نتیجه

.
∩

P∈Spec(R)

P = ٠ اگر تنها و اگر است تقلیل�یافته

حلقه�ی از ایدآل�هایی ،n ≥ ٢ که ،I١, . . . , In کنید فرض ( باقمانده�چینی (قضیه .٢۶.١ قضیه

ضابطه با φ : R −→ R

I١
× . . . × R

In
تابع صورت این در باشند. R تعویض�پذیر

این بر علاوه است. حلقه�ای همریختی یک φ(r) = (r + I١, r + I٢, · · · , r + In)

.
n∩

i=١

Ii = ٠ اگر تنها و اگر است یک به یک φ .١
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باشند. متباین دو به دو �Iiها اگر تنها و اگر پوشاست φ .٢

� شود. رجوع [۵] از ١.١٠ گزاره�ی به اثبات.

از b و a هر برای و ١ ∈ S هرگاه می�نامیم، ضربی�بسته را R تعویض�پذیر حلقه�ی از S زیر�مجموعه

در باشد. R از ضربی�بسته زیرمجموعه یک S و تعویض�پذیر حلقه�ی یک R کنید فرض .ab ∈ S ،S

و می�دهیم نشان S−١R با را S به نسبت R کسرهای حلقه صورت این

S−١R = {a
s
| a ∈ R , s ∈ S}

صورت این در باشد. R منظم عناصر تمام مجموعه�ی S و تعویض�پذیر حلقه�ی� یک R کنید فرض

می�نامیم. R کسرهای کلّی حلقه را S−١R

صورت این در باشد. R تعویض�پذیر حلقه�ی از ضربی�بسته زیرمجموعه یک S کنید فرض .٢٧.١ قضیه

از ایدآلی S−١I = {a
s
∈ S−١R | s ∈ S و a ∈ I عنصر یک {برای ،R از I ایدآل هر برای

است. S−١R

� شود. رجوع [٢۴] از ٧.۴ قضیه به اثبات.

R از ایدآلی I و R تعویض�پذیر حلقه�ی از ضربی�بسته زیرمجموعه�ی یک S کنید فرض .٢٨.١ قضیه

.S ∩ I ̸= ∅ اگر تنها و اگر S−١I = S−١R صورت این در باشد.

� شود. رجوع [٢۴] از ٨.۴ قضیه به اثبات.

R از ایدآلی P و R تعویض�پذیر حلقه�ی از ضربی�بسته زیرمجموعه�ی یک S کنید فرض .٢٩.١ قضیه

صورت این در باشد.

.S−١P ∈ Spec(S−١R) آن�گاه ،P ∩ S = ∅ و P ∈ Spec(R) اگر .١

.P = S−١P و P ∩S = ∅ که دارد وجود R از P اول ایدآل یک آن�گاه ،P ∈ Spec(S−١R) اگر .٢

� شود. رجوع [٢٢] از ٣٢.۵ قضیه به اثبات.
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R از ضربی�بسته زیر�مجموعه یک Sو R تعویض�پذیر حلقه�ی از ایدآلی I کنید فرض .٣٠.١ قضیه

R ایدآل�های از زیر مجموعه��ی صورت این در .I ∩ S = ∅ که باشد

Σ = {J | J ∩ S = ∅ و I ⊆ J که باشد R از ایدآلی J }

است. R اول ایدآل یک Σ ماکسیمال عضو هر و دارد ماکسیمال عضو یک حداقل

� شود. رجوع [٢٢] از ۴۴.٣ قضیه به اثبات.

می�نامیم، R ابتدایی ایدآل را I باشد. R تعویض�پذیر حلقه�ی از ایدآلی I کنید فرض .٣١.١ تعریف

هرگاه

باشد. R از سره�ای ایدآل I یعنی ،I ⊂ R .١

.bn ∈ I که طوری به دارد وجود n طبیعی عدد یا a ∈ I آن�گاه ،ab ∈ I اگر a, b ∈ R هر برای .٢

است. ابتدایی ایدآل یک R تعویض�پذیر حلقه�ی از اول ایدآل هر که می�شود دیده سادگی به

اگر لذا است. R از اولی ایدآل
√
I ،R تعویض�پذیر حلقه از I ابتدایی ایدآل هر برای به�علاوه،

است. P−�ابتدایی ایدآل یک I می�گوییم آن�گاه ،P =
√
I

ایدآل
√
I = M که طوری به باشد R تعویض�پذیر حلقه�ی از ایدآلی I کنید فرض .٣٢.١ قضیه

است. R از M−�ابتدایی ایدآل یک I صورت این در باشد. R ماکسیمال

� شود. رجوع [٢٢] از ٩.۴ قضیه به اثبات.

یا تقسیم حاصل باشند. R تعویض�پذیر حلقه�ی از ایدآل�هایی Jو I کنید فرض .٣٣.١ تعریف

واضح می�کنیم. تعریف (I : J) = {a ∈ R | aJ ⊆ I} صورت به را (I : J) خارج�قسمت

ایدآل ،I = ٠ که خاصی حالت در است. R از ایدآلی (I : J) که است

(٠ : J) = {a ∈ R | aJ = ٠} = {a ∈ R | ab = ٠ ،b ∈ J هر ازای به }

می�دهیم. نمایش Ann(J) با را آن و می�نامیم J پوچ�ساز را
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این در .a ∈ R و باشد R تعویض�پذیر حلقه�ی از P−�ابتدایی ایدآل یک I کنید فرض .٣۴.١ گزاره

برقرارند: زیر احکام صورت

.(I : a) = R آن�گاه a ∈ I اگر .١

.
√
(I : a) = P لذا و است P−�ابتدایی ایدآل یک (I : a) آن�گاه a ̸∈ I اگر .٢

.(I : a) = I آن�گاه a ̸∈ P اگر .٣

� شود. رجوع [٢٢] از ١۴.۴ لم به اثبات.

عنصر هرگاه می�نامیم، R صفر چپ) (یا راست مقسوم�علیه را R حلقه�ی از a غیرصفر عنصر

چپ و راست مقسوم�علیه فاقد R اگر .(ab = ٠ (یا ba = ٠ که باشد داشته وجود R از b غیرصفر

تعویض�پذیر R هرگاه می�نامیم، صحیح دامنه�ی را R دامنه یک می�نامیم. دامنه را R آن�گاه باشد، صفر

غیرصفر عنصر می�دهیم. نشان Z(R) با را R تعویض�پذیر حلقه�ی صفر مقسوم�علیه�های مجموعه باشد.

R صفر چپ مقسوم�علیه نه و صفر راست مقسوم�علیه نه a هرگاه می�نامیم، منظم را R حلقه�ی از a

می�دهیم. نشان Reg(R) با را R منظم عناصر مجموعه باشد.

صورت این در باشد. تعویض�پذیر و متناهی حلقه�ی یک R کنید فرض .٣۵.١ گزاره

است. R یکال عناصر مجموعه U(R) که ،U(R) = Reg(R) .١

.Z(R) = M آن�گاه باشد، M ماکسیمال ایدآل با موضعی حلقه�ای R اگر .٢

بودن متناهی از .{x, x٢, . . .} ⊆ R بنابراین می�گیریم. نظر در را x ∈ Reg(R) عنصر .١ اثبات.

پس است منظم x چون .xn = xm که طوری به دارند وجود m و n طبیعی اعداد که می�شود نتیجه R

.x ∈ U(R) نتیجه در و xxn−m−١ = ١ بنابراین .xn−m = ١ آن�گاه n > m اگر است. منظم نیز xm

.Reg(R) = U(R) بنابراین .U(R) ⊆ Reg(R) همواره طرفی از .Reg(R) ⊆ U(R) پس

١٣



بنابر پس است، برابر M ماکسیمال ایدآل با موضعی، حلقه یک غیریکال عناصر مجموعه چون .٢

� .Z(R) = R \Reg(R) = R \ U(R) = M ،١ بند

این در .I ⊆ J که طوری به باشند R تعویض�پذیر حلقه�ی از ایدآل�هایی J و I کنید فرض .٣۶.١ گزاره
J

I
∈ Spec(

R

I
) دیگر عبارت به باشد. R اول ایدآل J اگر تنها و اگر است اول R

I
از J

I
ایدآل صورت

.J ∈ Spec(R) اگر تنها و اگر

� شود. رجوع [٢٢] از ٢٨.٣ لم به اثبات.

هرگاه می�نامیم، نوتری حلقه� یک را R صورت این در باشد. تعویض�پذیر حلقه یک R کنید فرض

مانند R ایدآل�های از صعودی زنجیر هر برای یعنی کند. صدق ایدآل�ها از صعودی زنجیر شرط در R

.Ik = Ik+i ،i ∈ N هر برای که باشد داشته وجود k طبیعی عدد ،I١ ⊆ I٢ ⊆ . . . Ii ⊆ Ii+١ ⊆ . . .

،I١ ⊃ · · · ⊃ Ii ⊃ · · · مانند R ایدآل�های از نزولی زنجیر هر برای هرگاه می�نامیم، آرتینی را R حلقه

حلقه هر و میدان هر که است واضح .Ik = Ik+i ،i ∈ N هر برای که باشد داشته وجود k طبیعی عدد

هستند. آرتینی هم و نوتری هم متناهی

.P ∈ Spec(R) و باشد R نوتری و تعویض�پذیر حلقه��ی روی مدولی M کنید فرض .٣٧.١ تعریف

داشته mوجود ∈M غیرصفر عنصر هرگاه Mمی�نامیم، به وابسته اول ایدآل یک را P صورت این در

که باشد

(٠ : m) = P

می�دهیم. نمایش Ass(M) با را M به وابسته اول ایدآل�های مجموعه

صورت این در باشد. نوتری و تعویض�پذیر حلقه�ی یک R کنید فرض .٣٨.١ گزاره

Z(R) =
∪

P∈Ass(R)

P

� شود. رجوع [٢٢] از ٣۶.٩ نتیجه�ی به اثبات.

١۴


