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พ়ࢁඟوदدردای
هیچͽاه زندگͬ�ام نشیب و پرفراز مسیر در و نهاد وجودم در را آموختن شوق که شاکرم را منان خداوند

افتخار که فرزانه�ای استادان از فروتنͬ نهایت در نساخت. تهͬ مساعدتخویش و یاری به امید از را دلم

زحمات و تلاش مرهون مجموعه این گردآوری بی�تردید مͬ�کنم. قدردانͬ داشته�ام را آنها شاگردی

راهنما درایت، و صبر نهایت با راهنما، استاد ͷی از فراتر که است میرزایی دکتر جناب راهنمایم استاد

باشم. ایشان قدردان که مͬ�دانم لازم برخود من و است بوده� پژوهش این انجام در اینجانب مشوق و

صلابت با و استوار کوهͬ چون مهربانͬ اوج در که مͬ�کنم تقدیم مادرم و پدر به را اثر این معنوی اجر

از همچنین بوده�اند. دانش و علم کسب راه در بنده حامͬ و مشوق همواره زندگͬ لحظات تمام در

تشͺر صمیمانه داشت نگاه روشن دلم در را امید نور همواره خویش بینهایت عشق با که مهربانم همسر

مͬ�کنم.

چهار



چͺیده

همنهشت یͺسان مساحت با چندضلعͬ دو هر ٢-بعدی، اقلیدسͬ فضای در معروف قضیه�ای اساس بر

چندضلعͬ قطعات همان که کرد افراز چنان متناهͬ قطعات به را ͬͺی مͬ�توان که معنا این به برشͬ�اند،

-٣ اقلیدسͬ فضای در حͺم این آیا که مͬ�شود مطرح چنین هیلبرت سوم مسئله بپوشانند. نیز را دوم

٣-بعدی، اقلیدسͬ فضای در یͺسان حجم با چندوجهͬ دو هر آیا معادل بطور یا است؟ برقرار نیز بعدی

برای کافͬ و لازم شرایط مطالعه پایان�نامه این هدف و است منفͬ سوال این پاسخ برشͬ�اند؟ همنهشت

اثبات دِن١، ناوردای معرفͬ با راستا این در مͬ�باشد. یͺسان حجم با چندوجهͬ دو برشͬ همنهشتͬ

برابر آنها دِن ناوردای اگر فقط و اگر برشͬ�اند همنهشت یͺسان حجم با چندوجهͬ دو هر که مͬ�کنیم

جبری توپولوژی و همولوژی جبر روشهای از استفاده با و دوپون٢ روش اساس بر اثبات، این باشند.

از استفاده با سپس و داده برشͬ همنهشتͬ مسئله از ͷهمولوژی توصیفͬ ابتدا منظور این برای است.

دنباله�های موضعͬ، ضرایب سیستم با تیتس٣ فضاهای همولوژی گروهها، همولوژی چون مفاهیمͬ

مͬ�پردازیم. اصلͬ مسئله مطالعه به غیره و طیفͬ

دنباله�های گروهها، همولوژی دِن، ناوردای برشͬ، همنهشتͬ هیلبرت، سوم مسئله کلیدی: واژه�های

تیتس فضاهای طیفͬ،
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پیش�گفتار

چینیها چنانچه بود. شده شناخته انسان برای همواره مساحت هم چندضلعͬ�های برشͬ همنهشتͬ مسئله

بار اولین برای قضیه ͷی شͺل به آن اثبات و طرح اما مͬ�کرده�اند. استفاده آن از باستان مصریهای و

چندضلعͬ هر بعدی، دو اقلیدسͬ صفحه در که کرد ثابت قضیه�ای طͬ او شد. انجام والیس١ توسط

حاصل قضیه این از که مستقیمͬ نتیجه است. برشͬ همنهشت واحد طول از ضلع ͷی با مستطیلͬ با

برای حͺمͬ چنین آیا اما برشͬ�اند. همنهشت یͺسان، مساحت با چندضلعͬ�های که است این شد

است؟ برقرار نیز E٣ اقلیدسͬ فضای در چندوجهͬ�ها

تقسیم بار نامتناهͬ با یͺسان حجم با چندوجهͬ دو هر که کرد اثبات گاوس٢ مسئله این مطالعه در

هیلبرت ماند. باقͬ سوال ͷی بشͺل همچنان مسئله اولیه شͺل اما هستند. برشͬ همنهشت کردن،

کنگره در خود سخنرانͬ در ١٩٠٠ سال در رو این از باشد. منفͬ باید سوال این جواب بود معتقد ٣

مطرح چنین خود معروف مسئله ٢٣ از مسئله سومین عنوان به را مسئله این پاریس در ریاضیات جهانͬ

دِن۴ سال، همان در نباشند. برشͬ همنهشت که بیابید چنان را یͺسان حجم�های با چندوجهͬ دو کرد:

در نیست. برقرار E٣ در وجهͬ�ها چند برای برشͬ همنهشتͬ مسئله که داد نشان نقض مثال ͷی ارائه با

نیستند. برشͬ همنهشت واحد، حجم�های با منتظم مͺعب و منتظم چهاروجهͬ که کرد اثبات دِن واقع

نشان [٧] سیدلر۵ بعدها .[١] کرد معرفͬ را دِن ناوردای بنام ناوردایی خود ادعای اثبات برای دِن

و حجم برابری ،E٣ اقلیدسͬ فضای در چندوجهͬ�ها برشͬ همنهشتͬ برای کافͬ و لازم شرط که داد
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Hilbert ٣
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Sydler ۵
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ͷی برای که مͬ�شود تعریف صورت بدین خود مدرن شͺل در دِن ناوردای .[٧] آنهاست دِن ناوردای

،P چندوجهͬ

D(P ) :=
∑
l∈A

L(l)⊗ θ(l)

π
∈ R⊗Z R/Z,

یال در که است P از وجهͬ دو بین زاویه θ(l) و l یال طول L(l) ،P یالهای تمام مجموعه A بطوریͺه

�بود.) نشده معرفͬ تانسوری ضرب هنوز دِن زمان در که باشید داشته (توجه مشترک�اند. l

ناوردای که داد خواهیم نشان و کرد خواهیم معرفͬ را P(E٣) برشͬ همنهشتͬ گروه پایان�نامه این در

بصورت گروهͬ همریختͬ ͷی دِن،

D : P(E٣) −→ R⊗Z R/Z

داد خواهیم نشان باشد، منشورها توسط شده تولید P(E٣) از گروهͬ زیر Z(E٣) اگر مͬ�کند. القاء

داشت، خواهیم زیر بصورت همریختͬ ͷی بنابراین .D(Z(E٣)) = ٠ که

D̄ : P(E٣)/Z(E٣) −→ R⊗Z R/Z.

این از بلافاصله سیدلر قضیه که دید خواهیم و است ͷبه�ی�ͷی D̄ که داد خواهیم نشان پایان�نامه این در

و همولوژی جبر روشهای از استفاده با سیدلر قضیه اثبات پایان�نامه این هدف مͬ�شود. نتیجه واقعیت

است. جبری توپولوژی

فیلترسازی�ها همولوژیگروهها، دنباله�ها، مانند نیاز، مورد اولیه مفاهیم از خلاصه�ای دوم و اول فصلهای در

گروه ابتدا ما مͬ�پردازیم. برشͬ همنهشتͬ مسئله به سوم فصل در است. شده آورده طیفͬ دنباله�های و

به چهار فصل در داد. خواهیم ارائه گروه این از ͷهمولوژی توصیفͬ سپس و معرفͬ را برشͬ همنهشتͬ

همچنین و سادکͬ مجموعه�های ما اینکار برای پرداخت. خواهیم انتقالͬ برشͬ همنهشتͬ گروه مطالعه

در نهایت در کرد. خواهیم مطالعه و معرفͬ را موضعͬ ضرایب سیستم با تیتس١ فضاهای همولوژی

کرد. خواهیم اثبات و بیان را سیدلر) (قضیه برشͬ همنهشتͬ قضیه پنج، فصل

Tits ١
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اول فصل

گروهها همولوژی

دنباله�ها ١.١

{Cn, ∂
C
n }n∈Zبصورت یͷخانواده R-مدولها، •Cاز دنباله از منظور باشد. یͺدار Rحلقه�ای فرضکنید

R-مدولͬ همریختͬ ͷی ∂Cn : Cn −→ Cn−١ و R-مدول ͷی Cn ،n هر ازای به آن در که مͬ�باشد

بصورت را C• دنباله .∂Cn ◦ ∂Cn+١ = ٠ بطوریͺه است

C• : · · · −→ Cn+١
∂C
n+١−→ Cn

∂C
n−→ Cn−١ −→ · · ·

کنید فرض ،n هر ازای به مͬ�نامیم. C• دنباله n مرتبه دیفرانسیل را ∂Cn همریختͬ مͬ�دهیم. نمایش

مͬ�شود نتیجه آسانͬ به ∂Cn ◦ ∂Cn+١ = ٠ رابطه از .Bn(C•) := im(∂Cn+١) و Zn(C•) := ker(∂Cn )

مͬ�شود: تعریف زیر بصورت C• دنباله همولوژی n-امین .Bn(C•) ⊆ Zn(C•) که

Hn(C•) :=
Zn(C•)

Bn(C•)
.

.Bn(C•) = Zn(C•) عبارتͬ به یا Hn(C•)و = ٠ هرگاه مͬ�نامیم، دقیق مͺان n-امین در را C• دنباله

D• و C• کنید فرض .Hn(C•) = ٠ ،n ∈ Z هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم، دقیق دنباله ͷی را C• دنباله

٣



دنباله از ریخت ͷی را R-همریختͬ�ها از f • := {fn : Cn −→ Dn}n∈Z خانواده باشند. دنباله دو

معناست بدین این واقع در .fn−١ ◦∂Cn = ∂Dn ◦fn ،n ∈ Z هر ازای به هرگاه •Dمͬ�نامیم دنباله به C•

است. جابجایی زیر نمودار که
Cn

∂C
n−−−→ Cn−١

fn

y yfn−١

Dn
∂D
n−−−→ Dn−١

مͬ�کند القاء زیر بصورت دنباله�ها همولوژی از R-مدولͬ یͷهمریختͬ ،n هر ازای به ریختͬ، چنین هر

Hn(f•) : Hn(C•) −→ Hn(D•),

و f• : C• −→ D• هرگاه که کنید توجه .Hn(f•)(x) = f(x) ،x ∈ Hn(C•) هر ازای به آن در که

است. زیر بصورت ریخت دو این ترکیب آنگاه باشند، ریخت دو g• : D• −→ E•

g• ◦ f• := {gn ◦ fn : Cn −→ En}n∈Z

ͷی تشͺیل آنها میان ریخت همراه به R-مدولͬ دنباله�های همه مجموعه که دید مͬ�توان آسانͬ به

ضابطه با Hn : CH −→ ModR ،n هر ازای به و مͬ�دهیم نمایش CH با آنرا که مͬ�دهد، رسته

R-مدولهاست. رسته به دنباله�ها رسته از تابعگونͬ C• 7−→ Hn(C•)

g• : D• −→ C• و f• : C• −→ D• ریخت�های هرگاه مͬ�نامیم یͺریخت را D• و C• دنباله�های

ͷی را f• : C• −→ D• ریخت .f• ◦ g• = idD• و g• ◦ f• = idC• بطوریͺه باشند داشته وجود

بطوریͺه باشد داشته وجود sn : Cn −→ Dn+١ همریختͬ ،n هر ازای به هرگاه گوییم پوچ هموتوپی

ریخت هرگاه گوییم هموتوپ را f•, g• : C• −→ D• ریخت دو .fn = sn−١ ◦ ∂Cn + ∂Dn+١ ◦ sn

نمایش f• v g• نماد با را هموتوپی این باشد. پوچ هموتوپی ͷی ،f• − g• := {fn − gn}n∈Z

هرگاه ،C• ∼ D• مͬ�نویسیم و مͬ�نامیم هموتوپ هم�ارز •Dرا و C• دنباله دو اساس همین بر مͬ�دهیم.

و g• ◦ f• v idC• بطوریͺه باشند داشته وجود g• : D• −→ C• و f• : C• −→ D• ریخت�های

.f• ◦ g• v idD•

۴



،n ∈ Z هر ازای به آنگاه باشد. پوچ هموتوپی ͷی f• : C• −→ D• کنید فرض الف) .١.١.١ لم

.Hn(f•) = ٠

،n ∈ Z هر ازای به آنگاه باشند، هموتوپ f•, g• : C• −→ D• ریخت�های اگر ب)

Hn(f•) = Hn(g•).

.Hn(C•) w Hn(D•) آنگاه ،C• v D• اگر پ)

c̄ ∈ Hn(C•) عضو هر Hn(f•) : Hn(C•) −→ Hn(D•)نگاشت ،n ∈ Z هر ازای به الف) اثبات.

نگاشت ،n ∈ Z هر ازای به است، پوچ هموتوپی ͷی f• که آنجا از مͬ�نگارد. fn(c) ∈ Hn(D•) به را

که آنجا از اما .fn(c) = sn−١ ◦ ∂Cn (c) + ∂Dn+١ ◦ sn(c) که دارد وجود چنان sn : Cn −→ Dn+١

.Hn(f•)(c̄) = fn(c) = ٠ نتیجه در .fn(c) = ∂Dn+١(sn(c)) ∈ Bn(D•) داریم پس .∂Cn (c) = ٠

ازای به (الف)، قسمت بنابر حال است. پوچ هموتوپی ͷی f• − g• پس .f• ∼ g• کنید فرض ب)

.Hn(f•) = Hn(g•) نتیجه در .Hn(f• − g•) = ٠ ،n هر

بطوریͺه دارند وجود g• : D• −→ C• و f• : C• −→ D• ریخت�های پس ،C• ∼ D• چون پ)

داریم: ،Hn بودن تابعگون خاصیت و (ب) قسمت بنابر حال .g• ◦ f• ∼ idC• و f• ◦ g• ∼ idD•

Hn(f•) ◦Hn(g•) = Hn(f• ◦ g•) = Hn(idD•) = idHn(D•),

Hn(g•) ◦Hn(f•) = Hn(g• ◦ f•) = Hn(idC•) = idHn(C•).

.Hn(C•) ≃ Hn(D•) لذا

است. صفر دنباله ،٠ از منظور آن در که C• v ٠ هرگاه است دقیق C• دنباله الف) .١.٢.١ نتیجه

باشد. پوچ هموتوپی ͷی idC• : C• −→ C• ریخت اگر فقط و اگر است دقیق C• دنباله ب)

مͬ�آیند. بدست ،١.١.١ قبل لم از بلافاصله فوق ادعاهای اثبات.

۵



،n ∈ Z هر ازای به هرگاه گوییم C• زیردنباله را D• دنباله .١.٣.١ تعریف

باشد، Cn از زیرمدولͬ Dn (١

.∂Dn = ∂Cn |Dn (٢

دنباله ،C•/D• قسمتͬ خارج دنباله از منظور باشد، C• از زیردنباله�ای D• هرگاه

C•/D• : · · ·
∂
C/D
n+١−→ Cn+١/Dn+١

∂
C/D
n−→ Cn/Dn

∂
C/D
n−١−→ Cn−١/Dn−١

.∂C/D
n (x) := ∂Cn (x) بطوریͺه است

بصورت دنباله�ای دنباله�ها این مستقیم جمع باشد. دنباله�ها از خانواده�ای {Kα
• }α∈A کنید فرض

،n ∈ Z هر ازای به که دید مͬ�توان سهولت به مͬ�باشد. {
⊕
α∈A

Kα
n ,

⊕
α∈A

∂K
α

n }n∈Z

Hn(
⊕
α∈A

Kα
• ) ≃

⊕
α∈A

Hn(K
α
• ).

زیر بصورت را C• ⊗R M دنباله باشد. R-مدول ͷی M و دنباله ͷی C• کنید فرض .١.۴.١ مثال

مͬ�کنیم، تعریف

Cn ⊗R M := {Cn ⊗R M,∂Cn ⊗ idM}n∈Z.

این حال ساختیم. جدیدی دنباله دنباله، ͷی در مدول ͷی تانسوری ضرب از استفاده با مثال این در

باشند، منفͬ غیر دنباله •Dدو •Cو فرضکنید گسترشمͬ�دهیم. دنباله دو تانسوری ضرب به را مفهوم

یعنͬ

C• : · · · −→ C٢ −→ C١ −→ C٠ −→ ٠,
D• : · · · −→ D٢ −→ D١ −→ D٠ −→ ٠.

،n ∈ Z هر ازای به که است {(C• ⊗D•)n, ∂
⊗
n }n∈Z بصورت دنباله�ای دنباله، دو این تانسوری ضرب

ضابطه با ∂⊗n : (C• ⊗D•)n −→ (C• ⊗D•)n−١ دیفرانسیل و (C• ⊗D•)n :=
⊕

r+s=n

Cr ⊗R Ds

کرد ثابت آسانͬ به مͬ�توان مͬ�شود. تعریف ∂⊗n (cr ⊗ ds) = ∂Cr (cr) ⊗ ds + (−١)rcr ⊗ ∂Ds (ds)

Z-مدولهاست. از دنباله ͷی ،C• ⊗D• که

دارد. کلیدی نقشͬ قضایا، برخͬ اثبات در پایان�نامه این در که مͬ�پردازیم قضیه�ای ذکر به اینجا در

۶



بلند) دقیق (دنباله .١.۵.١ قضیه

یͷهمریختͬ ،n هر ازای به آنگاه باشد. دقیق ٠ −→ K•
f•−→ L•

g•−→M• −→ ٠ دنباله فرضکنید

است. دقیق زیر دنباله بطوریͺه دارد وجود δn : Hn(M•) −→ Hn−١(K•)

· · · −→ Hn+١(M•)
δn+١−→ Hn(K•)

Hn(f•)−→ Hn(L•)
Hn(g•)−→ Hn(M•)

δn−→ Hn−١(K•) −→ · · ·

کنید. مراجعه [٨] مرجع از ١.٣.١ قضیه به اثبات.

X غیرتهͬ مجموعه توسط شده تولید آزاد Z-مدول یا آزاد آبلͬ گروه ͷی M گوییم .١.۶.١ تعریف

،x ∈ X آن در که نوشت
∑
nxx جمع بصورت یͺتا بطور بتوان را M از عضو هر هرگاه است

نماد با معمولا را M آزاد آبلͬ گروه مͬ�باشند. صفر غیر nx-ها از متناهͬ تعدادی تنها که nx ∈ Z

.١x := x و ٠x := ٠ مͬ�نویسیم: همواره ما که کنید توجه مͬ�دهیم. نشان M = ZX =
⊕
x∈X

Zx

است. X پایه با آزاد MیZͷ-مدول بنابراین

Z-مدول ،n ≥ ٠ ،Cn(X) فرضکنید باشد. دلخواه ناتهͬ مجموعه ͷیX فرضکنید .١.٧.١ مثال

Z-مدولͬ همریختͬ باشد. Xn+١ := {(x٠, . . . , xn)|xi ∈ X} مجموعه توسط شده تولید آزاد

مͬ�کنیم تعریف زیر بصورت را ∂n : Cn(X) −→ Cn−١(X)

∂n(x٠, . . . , xn) =
n∑

i=٠
(−١)i(x٠, . . . , x̂i, . . . , xn)

(x٠, . . . , xi−١, xi+١, . . . , xn) عضو (x٠, . . . , x̂i, . . . , xn) از منظور ،٠ ≤ i ≤ n ازایهر به آن در که

است. دنباله ͷی C•(X) = {Cn(X), ∂n}n≥٠ خانواده کنیم ثابت مͬ�خواهیم مͬ�باشد. Cn−١(X) از

که کنید توجه .∂n ◦ ∂n+١ = ٠ ،n هر ازای به که کنیم ثابت باید امر این برای

∂n ◦ ∂n+١(x٠, . . . , xn+١) = ∂n(
n+١∑
i=٠

(−١)i(x٠, . . . , x̂i, . . . , xn+١))

=
n+١∑
i=٠

(−١)i[
i−١∑
j=٠

(−١)j(x٠, . . . , x̂j, . . . , x̂i, . . . , xn+١)]

+
n+١∑
i=٠

(−١)i[
n+١∑

j=i+١

(−١)j−١(x٠, . . . , x̂i, . . . , x̂j, . . . , xn)]

٧



=
n+١∑
i=٠

i−١∑
j=٠

(−١)i+j (x٠, . . . , x̂j, . . . , x̂i, . . . , xn+١)

+
n+١∑
i=٠

n+١∑
j=i+١

(−١)i+j−١ (x٠, . . . , x̂i, . . . , x̂j, . . . , xn+١) .

ادعا حال .∂n ◦ ∂n+١ = ٠ نتیجه در و مͬ�شوند حذف دو به دو فوق جملات که مͬ�شود دیده آسانͬ به

مͬ�کنیم

Hn(C•(X)) ≃


Z n = ٠

٠ n ̸= ٠.

باشد زیر دنباله C̄•(X) کنید فرض

C̄•(X) : · · · −→ Cn(X) −→ Cn−١(X) −→ · · · −→ C١(X)
∂١−→ C٠(X)

∂٠=ε−→ Z −→ ٠

مͬ�شود تعریف زیر ضابطه با ∂٠ = ε : C٠(X) −→ Z =: C−١(X) که

ε(
∑

ni(x٠i)) =
∑

ni.

کافͬ فوق ادعای اثبات برای است. دنباله ͷی C̄•(X) پس .∂٠ ◦ ∂١ = ٠ که مͬ�شود دیده آسانͬ به

.im(∂n+١) j ker(∂n)پس است، دنباله ͷی C̄•(X) که آنجا از است. دقیق C̄•(X) دهیم نشان است

پس .β =
∑
m(x٠, . . . , xn) ∈ ker(∂n) کنید فرض حال

∂n(β) =
∑ n∑

i=٠
(−١)im(x٠, . . . , x̂i, . . . , xn) = ٠.

که مͬ�شود نتیجه فوق رابطه از باشد. X از دلخواه عضوی x کنید ∑فرض n∑
i=٠

(−١)im(x, x٠, . . . , x̂i, . . . , xn) = ٠. (١.١)

اگر حال

α :=
∑

m(x, x٠, . . . , xn) ∈ Cn+١(X),

داریم: (١.١) رابطه و ∂n تعریف از استفاده با

∂n+١(α) = β +
∑ n∑

i=٠
(−١)i+١m(x, x٠, . . . , x̂i, . . . , xn)

٨



= β −
∑ n∑

i=٠
(−١)im(x, x٠, . . . , x̂i, . . . , xn) = β.

هر ازای به فوق اثبات که آنجایی از .ker(∂n) = im(∂n+١) بنابراین و β ∈ im(∂n+١) نتیجه در

مͬ�نامیم. X افزوده دنباله را C̄•(X) دنباله است. دقیق C̄•(X) دنباله لذا است، صادق n ≥ −١

است: زیر بصورت دقیق دنباله ͷی ،M R-مدول از (چپ) تحلیل ͷی .١.٨.١ تعریف

· · · −→ P٢
∂٢−→ P١

∂١−→ P٠
ε−→M −→ ٠.

(آزاد) تصویری R-مدول Pi-ها، ،i هر ازای به هرگاه مͬ�دهیم. نمایش P• −→M با را تحلیلͬ چنین

مͬ�نامیم. (آزاد) تصویری تحلیل ͷی را تحلیل این باشند،

Z از Z-مدولͬ آزاد تحلیل ͷی ،C̄•(X) دنباله شد، اثبات ١.٧.١ مثال در آنچه بنابر .١.٩.١ مثال

مͬ�شود. داده نمایش C•(X)
ε−→ Zبصورت که مͬ�باشد

دارد. Mوجود از تصویری بنابراین و آزاد تحلیل ͷی ،M R-مدول هر ازای به .١.١٠.١ لم

کنید. مراجعه [۶] مرجع از ۶.٢ گزاره به اثبات.

Mباشد. از تصویری تحلیل ͷی P•
ε−→M و راست MیRͷ-مدول فرضکنید تعریف١.١١.١.

مͬ�کنیم: تعریف چنین را TorRn (M,N) ،N چپ R-مدول برای

TorRn (M,N) := Hn(P• ⊗R N),

است: زیر دنباله P• ⊗R N آن در که

P• ⊗R N : · · · −→ P٢ ⊗R N −→ P١ ⊗R N
∂P
١ ⊗idN−→ P٠ ⊗R N −→ ٠.

اینصورت در .n = ٠ کنید فرض .١.١٢.١ مثال

TorR٠ (M,N) = H٠(P• ⊗R N) =
P٠ ⊗R N

im(∂P١ ⊗ idN)
.

دنباله پس است، راست دقیق تابعگون تانسوری ضرب چون طرفͬ از

P١ ⊗R N
∂P
١ ⊗idN−→ P٠ ⊗R N

ε⊗idN−→ M ⊗R N −→ ٠

٩



نتیجه در است. دقیق

M ⊗R N ≃ P٠ ⊗R N

im(∂P١ ⊗ idN)

تحلیل انتخاب از مستقل TorR٠ (M,N) که مͬ�دهد نشان امر این .TorR٠ ≃ M ⊗R N بنابراین و

است. صادق n هر ازای به امر این واقع در است. P• −→M تصویری

TorRn (M,N) ،N R-مدول هر برای آنگاه باشد. R-مدول ͷی M کنید فرض .١.١٣.١ قضیه

است. P• −→M تصویری تحلیل انتخاب از مستقل

کنید. مراجعه [۶] مرجع از ۶.٢١ نتیجه به اثبات.

با B و Aتابدار زیرگروههای بترتیب Btor و Ator آبلͬ گروههای B و A کنید فرض .١.١۴.١ گزاره

آنگاه باشند. آنها

TorZn(A,B) ≃



A⊗Z B n = ٠

TorZ١ (Ator, Btor) n = ١

٠ n ≥ ٢

کنید. مراجعه [٨] مرجع از ٣.١٢ گزاره به اثبات.

گروهها همولوژی ٢.١

G عناصر توسط شده تولید آزاد Z-مدول ،ZG کنید فرض باشد. دلخواه گروه ͷی (G, .) کنید فرض

به را ZG که مͬ�یابد گسترش ZG روی ضرب ͷی به زیر بصورت یͺتا بطور G گروهͬ عمل باشد.

مͬ�کند، تبدیل یͺدار حلقه ͷی

(
∑

ngg).(
∑

ng′g
′) :=

∑∑
(ngng′)(g.g

′).

١٠



همواره پایان�نامه این در بود. خواهد جابجایی حلقه�ای ZG باشد، آبلͬ Gیͷگروه هرگاه که کنید توجه

مͬ�نامیم بدیهͬ یGͷ-مدول Mرا آبلͬ گروه مͬ�باشد. چپ یZGͷ-مدول یGͷ-مدول، از منظور

برای g.m := m ،g ∈ G هر و m ∈ M هر ازای به یعنͬ کند، عمل M روی بدیهͬ بطور G هرگاه

مͬ�گیریم. نظر در بدیهͬ یGͷ-مدول را Z مواقع اکثر در مثال

MیGͷ-مدول که مͬ�شود دیده آسانͬ به باشد. جمعͬ گروه ͷی (M,+) فرضکنید .٢.١.١ نکته

هر ازای به یعنͬ باشد، پخشͬ جمع به نسبت عمل این و کند عمل M روی G اگر فقط� و اگر است

،m١,m٢ ∈M و g ∈ G

g.(m١ +m٢) = g.m١ + g.m٢.

چنان را آن روی G عمل ͷی Mبا جمعͬ گروه است کافͬ یGͷ-مدول ساختن برای فوق نکته بنابر

شود. پخش جمع روی عمل این که بیابیم

مͬ�باشد. ١- یا ١ آن اعضای دترمینان که باشد GLn(Rn) از زیرگروهͬ G کنید فرض .٢.٢.١ مثال

�مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت Mرا روی G عمل ،M دلخواه یZͷ-مدول برای

g.m := det(g)m.

با را G-مدول این است. G-مدول ͷی M فوق عمل با که مͬ�شود دیده آسانͬ به ٢.١.١ نکته بنابر

.M t ⊗Z Zt ≃M که کرد بررسͬ مͬ�توان مͬ�دهیم. Mنمایش t

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت MGرا گروه باشد. MیGͷ-مدول کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

MG :=
M

⟨m−mg|m ∈M, g ∈ G⟩
.

است. بدیهͬ MGیGͷ-مدول ،g.m̄ := g.m = m̄ عمل با که کنید توجه

یGͷ-مدول به را آن m.gمͬ�توان := g−١.m عمل با همواره آنگاه باشد، چپ MیGͷ-مدول اگر

M⊗ZGN M⊗GNهمان از منظور آنگاه باشند، دلخواه G-مدول Nدو Mو اگر کرد. تبدیل راست

مͬ�باشد.

١١



آنگاه باشد. MیGͷ-مدول کنید فرض .٢.۴.١ گزاره

M ⊗G Z ≃ Z⊗G M ≃MG

φ خوشتعریفͬ مͬ�کنیم. تعریف φ(m̄) = ١ ⊗m بصورت را φ : MG −→ Z ⊗G M تابع اثبات.

مͬ�شود: اثبات زیر بصورت

φ(٠̄) = φ(m− gm) = ١⊗ (m− gm)

= ١⊗m− ١⊗ gm = ١⊗m− ١.g ⊗m

= ١⊗m− ١⊗m = ٠.

آنجا از بͽیرید. نظر در را ψ(r ⊗ m) = rm ضابطه با ψ : Z ⊗G M −→ MG نگاشت حال

یͺریختͬ مͬ�شود. حاصل نظر مورد یͺریختͬ بنابراین ،ψ ◦ φ = idZ⊗GM و φ ◦ ψ = idMG
که

مͬ�گردد. اثبات مشابه Mبطور ⊗G Z ≃MG

C•(G)
ε−→ Z آنگاه دهیم، قرار را G دلخواه گروه X جای به ١.٧.١ مثال در هرگاه .٢.۵.١ مثال

ͷی Cn(G) ،g.(g٠, . . . , gn) := (gg٠, . . . , ggn) عمل با است. Z روی Z-مدولها از آزاد تحلیل ͷی

در بدیهͬ G-مدول ͷی را Z هرگاه پس مͬ�باشد. {(١, g١, . . . , gn)|gi ∈ G} پایه� با آزاد G-مدول

تحلیل را تحلیل این است. ZG روی Z از آزاد تحلیل ͷی C•(G)
ε−→ Z فوق تعریف با بͽیریم، نظر

مͬ�نامیم. G استاندارد

را M در ضرایب با G گروه n-ام همولوژی باشد. G-مدول ͷی M کنید فرض .٢.۶.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر بصورت

Hn(G,M) := Hn(P•⊗GM) ≃ TorZGn (Z,M)

،١.١٣.١ قضیه بنابر است. بدیهͬ ZG-مدول بعنوان Z از دلخواه تصویری تحلیل ͷی P• −→ Z که

٢.۵.١ مثال به توجه با مͬ�باشد. P• −→ Z تصویری تحلیل انتخاب از مستقل Hn(G,M) تعریف

١٢



داریم:

Hn(G,M) ≃ Hn(C•(G)⊗G M)

آنگاه باشد. گروه ͷی G کنید فرض .٢.٧.١ لم

H١(G,Z) ≃
G

[G,G]

است. G جابجاگر زیرگروه [G,G] := ⟨gg′g−١g′−١|g, g′ ∈ G⟩ آن در که

کنید. مراجعه [٨] مرجع از ۶.١.١١ گزاره به اثبات.

آنگاه Mباشد. مدول زیر N و -مدول GͷیM کنید فرض .٢.٨.١ گزاره

آنگاه باشد، بدیهͬ MیGͷ-مدول اگر بویژه ،H٠(G,M) ≃ Z⊗G M ≃MG الف)

H٠(G,M) ≃M.

(M/N)G ≃MG/im(NG) ب)

داریم: ٢.۴.١ گزاره و ٢.۶.١ تعریف بنابر الف) اثبات.

H٠(G,M) ≃ TorZG٠ (Z,M) ≃ Z⊗G M ≃MG .

ضرب که آنجا از بͽیرید. نظر در را ٠ −→ N −→ M −→ M

N
−→ ٠ کوتاه دقیق دنباله ب)

است. N⊗GZدقیق −→M⊗GZ −→ M

N
⊗GZ −→ ٠ دنباله است، چپ دقیق تابعگون تانسوری

.(M
N

)
G
≃ MG

im(NG)
داریم: ٢.۴.١ گزاره از استفاده با حال M

N
⊗G Z ≃ M ⊗G Z

im(N ⊗G Z)
پس

ازای به آنگاه باشد. G-مدول ͷی M و عضو |G| با متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٢.٩.١ گزاره

عضو هر مرتبه که معنͬ بدین است. |G| حداکثر رتبه از متناهͬ آبلͬ گروه ͷیHp(G,M) ،p ≥ ١ هر

است. |G| حداکثر Hp(G,M)

ببینید. را [٢] مرجع از ٣ فصل از ١٠.٢ نتیجه اثبات.

١٣


