
چ΋یده

شدن واگرا در تکرار ماتریس�های و ضرائب ماتریس�های ͳنرمال غیر و ͳمتناه دقت حساب نقش نامه پایان این در

x(٠), x(k+١) = Tx(k) + c فرمول تحت پایه�ای تکراری روش�های ب΋ارگیری حین در غلط جواب به رسیدن یا و

روی بر سازی ͳپیش�شرط تاثیر علاوه به شد. خواهد ͳبررس م�ͳشوند گرفته ب΋ار Ax = b دستگاه حل برای که

در تکرار ماتریس ͳطیف شعاع کاهش همچنین و ضرایب ماتریس ͳعددشرط کاهش منظور به اولیه ماتریس�های

شد. خواهد ͳبررس پایه�ای تکراری روش�های توانمندسازی و بهبود

کلیدی: کلمات

سازی. ͳپیش�شرط ،ͳنرمال از خروج ،ͳطیف ناپایداری ،ͳمتناه دقت با حساب پایه�ای، تکراری روش ،ͳغیرنرمال
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مقدمه

به م�ͳباشد. ماتریس�ها برای ایده�آل ͳویژگ Έی AAH = AHA جابجایی خاصیت داشتن معنای به بودن نرمال

روشهای ͳجبرخط در باشد. ویژه بردارهای از متعامد مجموعۀ Έی دارای اگر است نرمال A ماتریس دیΎر تعبیر

وجود یاشد نرمال A ضرایب ماتریس که ͳشرایط در ͳخط معادلات دستگاه حل برای اعتماد قابل و موفق متعدد

این است. برقرار باشد نرمال A ماتریس که ͳشرایط در ماتریس�ها ویژه مقادیر تقریب مورد در موضوع همین دارد.

مش΋لات خود نوبۀ به این که نبوده نرمال لزوماً ͳ΋فیزی مسائل از آمده بدست ماتریس�های همۀ که است ͳحال در

عدم است. آورده وجود به دارند را مربوطه الΎوریتم�های پیاده�سازی و ͳطراح قصد که ͳمتخصصین راه سر بر ͳفراوان

معادلات دستگاه حل مسائل و مقادیرویژه مسائل از Έی هر در ماتریس�ها نبودن یا و بودن نرمال از اطمینان و ͳگاه آ

ناپذیری جبران خسارات م�ͳتواند بزرگ پروژه�های در که گردد روشها واگرایی یا و غلط نتایج به منجر م�ͳتواند ͳخط

و ͳبررس به [٨][٩]Chtaelin(١٩٨٨،١٩٩٣) [٣۵]Sluis(١٩٧۵)، [١٧]Henrici(١٩۶٢) باشد. داشته را

پرداخته�اند. ͳغیرنرمال مش΋لات مطالعۀ

به اول فصل در بنابراین است عددی ͳخط جبر در ͳکاف دانش نیازمند تکراری روش�های همΎرایی تحلیل چون

نمادها و م�ͳپردازیم برداری فضاهای بین ͳخط تبدیلات و ماتریس ͳیعن ͳجبرخط مباحث مهم�ترین از ͳ΋ی ͳمعرف

حل برای را پایه�ای تکراری روش�های دوم فصل در م�ͳکنیم. ͳمعرف را پایان�نامه این در لازم مهم قضایای و

و Seide، Jacobi، Gauss، به آن استفادۀ نمونه�های اولین که ͳروش م�ͳکنیم ͳمعرف ͳخط معادلات دستگاه

ظهور از بعد بزرگ، ͳخط دستگاههای حل تکراری روشهای دقیق و ͳاصول مطالعۀ اما برم�ͳگردد. Nekrason

و رفتار ͳبررس به سوم فصل در شد. انجام بود دوم ͳجهان جنگ با مقارن که ͳرقم ͳ΋ترونی΋ال کامپیوترهای

را ͳاساس نقش که است ͳطیف ناپایداری ،ͳاساس رفتارهای این از ͳ΋ی م�ͳپردازیم. غیرنرمال ماتریس�های عمل΋رد

از ͳمسائل [۴]Braconnier،Chatelin،Dunych(١٩٩۵) در کرد. خواهد بازی ماتریس عددی محاسبات در

مطالعه نظری Έفیزی از ͳمسائل [٢۵]Kerner(١٩٨٩) و [٢٧]Reddy(١٩٩١) در و High Technology

کند. رشد نمایی طور به مشخص پارامتر Έی به بسته م�ͳتواند ͳنرمالیت از خروج که است شده داده نشان و گردیده

روش�های همΎرایی کیفیت بر ͳمتناه دقت حساب و ͳغیرنرمال عامل دو متقابل تأثیر ͳبررس به چهارم، فصل در

١



دقت با حساب در که م�ͳدهیم نشان عددی آزمایش�های توسط به و م�ͳپردازیم x(٠), x(k+١) = Tx(k) + c تکراری

کاهش کم دست یا و رف΄ برای م�ͳدهد. قرار تأثیر تحت را تکراری روش�های همΎرایی شرط ،ͳغیرنرمال ،ͳمتناه

پیش�شرط Έی انتخاب با مناسب شرایط تحت که ابزاری م�ͳگیریم، Έکم سازی ͳپیش�شرط ابزار از مش΋ل این

خواهد پی در را تکرار ماتریس ͳطیف شعاع کاهش همچنین و ضرایب ماتریس ͳشرط عدد کاهش خوب، کنندۀ

روش تکرار ماتریس و (خاص) ویژه ساختار با ضرایب ماتریس�های ͳغیرنرمال اندازۀ مقایسۀ به پایان در و داشت

م�ͳپردازیم. گاوس-سیدل و ژاکوبی تکرار

٢



١ فصل

ͳخط جبر ماتریسو تئوری

مقدمه ١.١

پایان این در شده استفاده نمادهای نیازمندیم. آن به بعدی مباحث در که م�ͳپردازیم مطالبی ͳبررس به فصل این در

خواهیم ارائه را نامه پایان این در استفاده قابل ͳاساس و مهم تعاریف و قضایا از ͳبعض و شد خواهند ͳمعرف نامه

ͳمعرف نیازمند بنابراین است عددی ͳخط جبر در ͳکاف دانش نیازمند تکراری روش�های ͳرائΎهم تحلیل چون کرد.

هستیم برداری فضاهای بین ͳخط تبدیلات و ماتریس ͳیعن ͳخط جبر مباحث مهم�ترین از ͳ΋ی

ماتریس�ها ٢.١

دیΎری طور آنکه مΎر فرضم�ͳکنیم مختلط را پایان�نامه این در بحث مورد فضاهای ͳتمام عمومیت، حفظ منظور به

گردند. ͳمعرف

مختلط عضو m × n با آرایه�ای A مختلط ماتریس Έی

aij , i = ١, · · · ,m , j = ١, · · · , n .

هرگاه م�ͳشود. نمایش Cm×n با م�ͳدهدکه تش΋یل را مختلط برداری فضای Έی m × n ماتریسهای همه مجموعه

بردار Έی A ∈ C١×n ماتریس آنگاه m = ١ هرگاه و م�ͳباشد ͳستون بردار Έی A ∈ Cm×١ آنگاه ،n = ١

م�ͳشود. نامیده سطری

است: شرح بدین م�ͳشود انجام ماتریسها روی که ͳاصل عملΎرهای

m×n اندازه با ͳماتریس�هائ C = (cij) و B = (bij) ، A = (aij) که C = A+B ماتریس: دو جم΄ •

و هستند

cij = aij + bij , i = ١,٢, · · · , m , j = ١,٢, · · · , n.

٣



که C = αA ماتریس: در عدد ضرب •

cij = αaij , i = ١,٢, · · · ,m , j = ١,٢, · · · , n.

و C ∈ Cm×p ، B ∈ Cn×p ، A ∈ Cm×nکه C = AB ماتریس: دو ضرب •

cij =
n∑

k=١

aikbkj.

که طوری به است C ∈ Cn×m ماتریس A ∈ Cm×n ماتریس ترانهاده١

cij = aji, i = ١, · · · , n, j = ١, · · · ,m.

است: زیر تعریف دارای نیز A ∈ Cm×n ماتریس مزدوج ترانهاده میشود. داده نمایش AT با و

AH = A
T

= AT .

ماتریس�ها انواع ١.٢.١

بسیار مشخصه�های از ͳ΋ی است. وابسته ماتریس ساختار به اغلب عددی ͳخط جبر مسائل حل برای ͳروش انتخاب

است: آمده ماتریس�ها ویژۀ ساختارهای دیΎر از ͳبرخ زیر در است. آنها تقارن خاصیت ماتریس�ها ͳبرخ مهم

متقارن:٢ ماتریس •

∀A ∈ Rn×n =⇒ AT = A

:٣ͳهرمیت ماتریس •

∀A ∈ Cn×n =⇒ AH = A

پاد۴متقارن: ماتریس •

∀A ∈ Rn×n =⇒ AT = −A

:ͳپادهرمیت ماتریس •

∀A ∈ Cn×n =⇒ AH = −A

١Transpose
٢Symmetric
٣Hermitian
۴Skew

۴



مناسب�اند ͳمحاسبات اهداف ͳبعض برای که گونه�ای به دارند وجود خاص ساختار با ماتریس�های از دیΎر ͳبرخ

کرد: اشاره زیر موارد به م�ͳتوان جمله از م�ͳکنند بازی ͳمحاسبات کاربردهای و عددی تحلیل�های در را ͳمهˈم نقش و

قطری۵: ماتریس •

∀i ̸= j, aij = ٠

نمایش با

A = diag(a١١, a٢٢, · · · , ann).

:ͳبالامثلث ماتریس •

∀i > j, aij = ٠

:ͳپائینمثلث ماتریس •

∀i < j, aij = ٠

دوقطری: بالا ماتریس •

∀j ̸= i یا j ̸= i + ١, aij = ٠

دوقطری: پائین ماتریس •

∀j ̸= i یا j ̸= i − ١, aij = ٠

قطری: سه ماتریس •

∀|j − i| > ١, aij = ٠

نمایش با

A = tridiag(ai,i−١, ai,i, ai,i+١).

با شود. جایΎزین ͳمربع ماتریس Έی با آن قطری عنصر هر که قطری ͳماتریس :ͳبلوک قطری ماتریس •

نمایش

A = diag(A١١, A٢٢, · · · , Ann).

باشد. صفر آن مولفه�های اکثر هرگاه گویند تنک را A ماتریس تنک۶: ماتریس •

۵Diagonal
۶Sparse

۵



باشد. ناصفر آن مولفه�های اکثر هرگاه گویند پر را A ماتریس چΎال٧: ماتریس •

هرگاه گویند متعامد را A ∈ Rn×n مربع ماتریس متعامد٨: ماتریس •

AT = A−١ یا AAT = AT A = I

.A−١ = AH هرگاه نامند ͳان΋ی را مختلط درایه�های با A مربع ماتریس :٩ͳان΋ی ماتریس •

i هر برای اگر است سطری ضعیف غالب قطر A مربع ماتریس ضعیف١١: غالب١٠ قطر ماتریس •

|aii| ≥
∑
j ̸=i

|aij|

قطر ماتریس گویند. سطری غالب قطر اکیداً را ماتریس آنگاه شود تبدیل > به ≥ علامت بالا رابطۀ در اگر

مͳباشد ͳمشابه تعریف دارای نیز ͳستون غالب

،x صفر غیر بردار هر ازای به اگر است مثبت معین A متقارن ماتریس مثبت١٢: معین ماتریس •

xT Ax > ٠

سپس x = (x١, x٢, · · · , xn)T کنیم فرض

xT Ax =
n∑

i,j=١

aijxixj

مͳباشد A با متناظر ͳدوم درجه ش΋ل

است. صورت بدین A ͳدوم درجه ش΋ل آنگاه A =

(
٢ ١
١ ۵

)
اگر .١.١ مثال

xT Ax =
(
x١ x٢

)(٢ ١
١ ۵

)(
x١
x٢

)

= (٢x١ + x٢, x١ + ۵x٢)

(
x١
x٢

)
٧Dense
٨Orthogonal
٩Unitary

١٠Diagonal dominant
١١Weakly
١٢Positive definite

۶



= ٢x٢
١ + ٢x١x٢ + ۵x٢

٢

= ٢
(

x٢
١ + x١x٢ +

١
۴

x٢
٢

)
+
٩
٢

x٢
٢

= ٢
(

x١ +
١
٢

x٢

)٢

+
٩
٢

x٢
٢ > ٠

. xT Ax ≥ ٠ اگر است مثبت معین شبه A متقارن ماتریس

مثبت معین ماتریسهای مشخصه�های و ͳویژگ ͳبرخ

باشند. مثبت آن مقادیرویژۀ همۀ اگر تنها و اگر است مثبت معین A ماتریس .١

هستند. ۵٫ ٣٠٢٨ و ١٫ ۶٩٧٢ آن مقادیرویژه مثال١.١ در کنید توجه

است مثبت معین مثبت، معین ماتریس دو مجموع .٢

. aii > ٠ ،i هر برای آنگاه باشد، مثبت معین A = (aij) اگر .٣

باشد. قطر روی در باید ماتریس کل در عضو بزرگترین سپس باشد مثبت معین A = (aij) اگر .۴

شرایط این باشد. مثبت معین متقارن، ماتریس Έی اینکه برای لازم ͳشرایط و(۴) (٣) شرایط که کنید توجه

ماتریس�های مثال برای باشد. مثبت معین ماتریس ͳابتدائ تست م�ͳتواند

A =


۴ ١ ١ ١
١ ٠ ١ ٢
١ ١ ٢ ٣
١ ٢ ٣ ۴

 , B =

٢٠ ١٢ ٢۵
١٢ ١۵ ٢
٢۵ ٢ ۵


ماتریس عنصر بزرگترین B در و است صفر قطری عناصر از ͳ΋ی A ماتریس در چون باشند، مثبت معین نم�ͳتوانند

نیست. قطر روی ٢۵ ͳیعن

متعامد بردارهای ٣.١

ͳداخل فضاهایضرب ١.٣.١

عدد Έی به را x, y بردارهای از زوج هر که است ͳتابع V مختلط) حقیقͳ(یا برداری فضای Έی در ͳداخل ضرب

کنند: صدق زیر شرایط در بطوری΋ه م�ͳکند تصویر ⟨x, y⟩ ( مختلط (یا ͳحقیق

؛ x = ٠ اگر فقط و اگر ،⟨x, x⟩ = ٠ و ⟨x, x⟩ ≥ ٠ .١

٧



؛ ⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩ ، α هر ازای به .٢

؛ ⟨x, y + z⟩ = ⟨x, y⟩ + ⟨x + z⟩ .٣

م�ͳباشد). ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ بصورت ͳحقیق فضای برای ͳویژگ (این ،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ .۴

است: صورت بدین x, y بردار دو ͳداخل ضرب تعریف١.١.

⟨x, y⟩ =

{
xT y x, y ∈ Rn×١,
xHy x, y ∈ Cn×١.

م�ͳباشد. x مزدوج ترانهاده xH آن در که

.⟨x, y⟩ = ٠ هرگاه م�ͳدهیم نمایش x ⊥ y ، نماد با و گوئیم متعامد را y و x بردار دو تعریف٢.١.

است ی΋ه متعامد B = {u١, u٢, · · · , un} بردارهای مجموعه تعریف٣.١.
.ui ⊥ uj باشیم داشته i ̸= j هر ازای به و |ui| = ١ ،i هر ازای به هرگاه

دیΎر عبارت به

⟨ui, uj⟩ =

{
١ i = j,
٠ i ̸= j.

است. ͳخط مستقل بردارها از ی΋ه متعامد مجموعه هر •
آنگاه

∑n
j=١ cjuj = ٠ چنانچه ٣.١ تعریف در B مجموعۀ برای ͳیعن

c١ = c٢ = . . . = cn = ٠

است. V بعدی n فضای برای پایه Έی بردار n با ی΋ه متعامد مجموعه هر •

مقادیر�ویژه و مربع ماتریس�های ۴.١

مربع ماتریس�های ١.۴.١

ͳهمان ماتریس مهم ͳمربع ماتریس Έباشد؛ی ستون و سطر مساوی تعداد دارای اگر است ͳمربع ماتریس Έی

آن در که ، م�ͳباشد I = {δij}i,j=١,··· ,n

δij =

{
١ ∀i = j,
٠ ∀i ̸= j.

صدق AI = IA = A مساوی در n اندازه با A ∈ Cn×n ماتریس هر ازای به In = I ∈ Rn×n ͳهمان ماتریس

مͳکند

٨



معکوسیΈماتریس

که شود یافت چنان B مانند ͳماتریس هرگاه گویند پذیر وارون را n مرتبۀ از A مربع ماتریس

AB = BA = In.

م�ͳدهند. نشان A−١ با و نامیده A وارون را B صورت این در

یΈماتریس دترمینان

Έی دترمینان است؛ زیر ͳبازگشت تعریف آن ساده�ترین است، محاسبه قابل روش چندین به ماتریس Έی دترمینان

م�ͳشود: تعیین وسیله بدین n × n ماتریس Έی دترمینان اکنون است. a عدد برابر A = (a) ، ١× ١ ماتریس

det(A) =
n∑

j=١

(−١)j+١a١j det(A١j),

برای روش این م��ͳآید. بدست A jام وستون اول سطر حذف با که (n − ١) × (n − ١) ماتریس Έی A١j که

سطرها از استفاده با مشابه طور به م�ͳتواند A دترمینان بود. A اول سطر از استفاده با A ماتریس دترمینان محاسبۀ

را آن غیراینصورت در ؛ det(A) = ٠ ͳوقت گوئیم منفرد را ماتریس Έی گردد. محاسبه A دلخواه ستونهای یا و

گوئیم. نامنفرد

م�ͳکنیم: ͳمعرف دترمینان برای را ساده ͳمشخصه�هائ زیر در

det (AB) = det (BA) ,

det
(
AT
)

= det (A) ,

det (αA) = αn det (A) ,

det
(
A
)

= det (A),

det (I) = ١.

ماتریس و بردار نرم ۵.١

برداری نرم ١.۵.١

به مقدار ͳحقیق ͳتابع نرم است. تعریف قابل نرم ایده از استفاده با برداری فضای Έی در فاصله و اندازه مفهوم

زیر شرایط در باید نرم Έی مͳکند. تعیین را بردار Έی طول ͳحقیق مقدار که م�ͳباشد ∥.∥ : Cn −→ R صورت

٩



کند: صدق

∥x∥؛ ≥ ٠ ،x ∈ C بردار هر ازای به .١

x؛ = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ .٢

x∥؛ + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ ، x, y ∈ Cn هر ازای به .٣

.∥αx∥ = |α|∥x∥ ، x ∈ Cn و α ∈ C هر ازای به .۴

است: زیر موارد شامل دارند ͳفراوان استفادۀ موارد که برداری، نرمهای از ͳمهم رده

.١

∥x∥١ =
n∑

j=١

|xj|,

م�ͳنامند. Έنرم-ی را آن که

.٢

∥x∥٢ =

(
n∑

j=١

xj
٢

) ١
٢

,

بدست زیر ͳداخل ضرب از مختلط بردار Έی ͳاقلیدس نرم م�ͳنامند. (ͳاقلیدس نرم (یا نرم-دو را آن که

م�ͳآید:

∥x∥٢ =< x, x >
١
٢ .

.٣

∥x∥∞ = max
١≤j≤n

|xj|,

م�ͳنامند. بی�نهایت نرم یا ماکزیمم نرم آنرا که

مختلط) (یا ͳحقیق نامنفرد ͳماتریس P و (Cn در Rn(یا در دلخواه نرم Έی ∥.∥ کنید فرض [٢۶] .١.١ قضیˈه

م�ͳشود. تعریف (Cn در Rn(یا در که است ͳنرم ∥x∥′
= ∥Px∥ آنگاه باشد. n × n

١٠



برداری های نرم در ارزی هم ͳویژگ

ارزند هم مثبت�اند ثابت�هایی β و α که زیر نامساوی در برداری نرم�های همه

α∥x∥µ ≤ ∥x∥ν ≤ β∥x∥µ.

م�ͳباشند: زیر صورت به β و α ثابت�های ،١,٢,∞ نرم�های برای

∥x∥٢ ≤ ∥x∥١ ≤
√

n∥x∥٢,

∥x∥∞ ≤ ∥x∥٢ ≤
√

n∥x∥∞,

∥x∥∞ ≤ ∥x∥١ ≤ n∥x∥∞.

ͳماتریس نرم ٢.۵.١

∥.∥ مانند مقدار ͳحقیق تابع Έی مختلط n × n ماتریس�های تمام مجموعۀ بر ͳماتریس نرم Έی .۴.١ تعریف

در α ͳحقیق اعداد تمام و B و A ،n × n ماتریس�های تمام ازای به و است شده تعریف مجموعه این بر که است

م�ͳکند: صدق زیر شرایط

∥A∥؛ ≥ ٠ .١

A؛ = ٠ اگر وفقط اگر ∥A∥ = ٠ .٢

∥αA∥؛ = |α|∥A∥ .٣

.∥A + B∥ ≤ ∥A∥ + ∥B∥ .۴

Cn بر برداری نرم Έی ∥.∥n ،Cm بر برداری نرم Έی ∥.∥m ،m × n ماتریس Έی A کنید فرض تعریف١.۵.

م�ͳآید: بدست زیر تعریف با Cn و Cm برداری نرم�های از Cm×n در وابسته١۴) (نرم القاشده١٣ نرم باشد

∥A∥mn = max
٠̸=x∈Cn

∥Ax∥m

∥x∥n

.

١٣Induced
١۴Subordinate

١١



[٢١] دادکه نشان م�ͳتوان آنگاه x ∈ Cn Bو ∈ Cn×p ،A ∈ Cm×n کنید فرض

∥Ax∥ ≤ ∥A∥∥x∥

∥ABx∥ ≤ ∥A∥∥Bx∥ ≤ ∥A∥∥B∥∥x∥

م�ͳکنند: صدق زیر ͳویژگ در القاشده نرم�های که گرفت نتیجه م�ͳتوان بالا ͳویژگ دو از

∥AB∥p ≤ ∥A∥p∥B∥p , p = ١,٢,∞

که است زیر نتیجۀ سازگار نرم ویژگیهای از ͳ΋ی گوئیم. سازگار نرم کند صدق بالا ͳویژگ در که را ͳماتریس ͳنرم

∥Ak∥p ≤ ∥A∥k
p.

اگر مثال برای نم�ͳکنند. صدق ͳویژگ این در A ماتریس نرم�های همۀ که داشت توجه باید اما

∥A∥∆ = max |aij|

آنگاه ،A = B =

[
١ ١
١ ١

]
برای باشد ͳماتریس نرم Έی

∥AB∥∆ > ∥A∥∆∥B∥∆.

آورد: بدست زیر روابط Έکم به ترتیب به م�ͳتوان را ͳماتریس ∞ و ٢ و ١ نرم�های

∥A∥١ = max
j

∑
i

|aij|, ستون) مجموع ماکزیمم نرم )

∥A∥∞ = max
i

∑
j

|aij|, ( سطر مجموع ماکزیمم نرم )

∥A∥٢ = max
x ̸=٠

∥Ax∥٢
∥x∥٢

=
√

λmax (AT A).

نامنف�ͳاند. و ͳحقیق ،AT A مقادیرویژۀ که کنید توجه

برای که است فروبنیوس١۵ نرم نم�ͳشود، (القاء) استنتاج برداری نرم از که ͳماتریس نرم مهم موارد از ͳ΋ی

م�ͳباشد: زیر تعریف دارای A ∈ Cm×n

∥A∥F =

(
m∑
i

n∑
j

|aij|٢
) ١

٢

.

١۵Frobenius

١٢



باشد ͳمربع ͳماتریس A اگر

n− ١
٢∥A∥٢ ≤ ∥A∥١ ≤ n

١
٢∥A∥٢,

n− ١
٢∥A∥٢ ≤ ∥A∥∞ ≤ n

١
٢∥A∥٢,

n−١∥A∥∞ ≤ ∥A∥١ ≤ n∥A∥∞,

∥A∥١ ≤ ∥A∥F ≤ n
١
٢∥A∥٢.

دیΎر معادل تعریف .QHQ = QQH = I اگر گوئیم ͳان΋ی را Q ماتریس ١.٢.١ بخش در آمده تعریف طبق

x, y ∈ Cm و ͳان΋ی ماتریس Έی Q ∈ Cm×m اگر دهند تش΋یل متعامد پایه�ای Cm در آن ستونهای که است این

داریم آنگاه باشد، دلخواه برداری

(Qx)H (Qy) = xHy,

∥Qx∥٢ = ∥x∥٢,

∥Q∥ = ١.

بدون آن فروبنیوس نرم و نرم-٢ Q ∈ Cm×m ͳان΋ی ماتریس با A ∈ Cm×n دلخواه ماتریس ضرب در همچنین و

ͳیعن است[٣٣] تغییر

∥QA∥٢ = ∥A∥٢,

و

∥QA∥F = ∥A∥F .

ماتریس مقادیرویژه ۶.١

اولیه تعاریف ١.۶.١

A ͳمربع ماتریس مقدارویژه λ مختلط عدد باشد. n مرتبه از مختلط یا ͳحقیق ͳمربع ماتریس Έی A کنیم فرض

بردارویژه را u بردار حالت، این در .Au = λu بطوری΋ه باشد داشته وجود Cn در u صفر غیر بردار Έی اگر است

گوئیم. λ مقدارویژه با متناظر راست

مشخصه چندجمله�ای صفرهای اگر فقط و اگر است A ماتریس مقدارویژه Έی λ مختلط عدد .۶.١ تعریف

باشد: زیر تعریف با π (z)

π (z) = det (zI − A) .

١٣



با و نامیده A طیف را صفرها این تمام مجموعه است. C در متمایز لزوماً نه صفر n دارای π (z) چندجمله�ای

که ش΋ل بدین م�ͳشود داده نمایش σ (A)

σ (A) = {λ ∈ C : π (λ) = ٠} .

λ مقدارویژه با متناظر A
H از y بردارویژه است. AH از مقدارویژه Έی λ آنگاه A ∈ Cn×n مقدارویژه λ اگر

م�ͳکنند صدق زیر روابط در x, y ̸= ٠ چپ، و راست ویژه بردارهای و λ مقدارویژه دارد. نام A چپ بردارویژه

Ax = λx,

yHA = λyH .

تعریف: این با است ͳنامنف و ͳحقیق عددی A ماتریس ͳطیف شعاع

ρ (A) = max {|λ|; λ ∈ σ (A)} .

ͳیعن دارد نام ماتریس اثر١۶ A ∈ Cn×n ماتریس قطر روی عناصر همه مجموع

tr (A) =
n∑

i=١

aii.

آنگاه باشند، متمایز) لزوماً (نه A ∈ Cn×n ماتریس مقادیرویژه λ١, · · · , λn اگر

tr (A) =
n∑

i=١

λi,

و

det (A) =
n∏

i=١

λi.

A موقعیتمقادیرویژۀ و حدود ٢.۶.١

شعاع و aii مرکز به دایره�ای Ci و بوده n × n ماتریس Έی A اگر گرش΋ورین١٧)[۴١] (قضیۀ .٢.١ قضیˈه

دارند. قرار C = ∪n
i=١Ci در A مقادیرویژۀ آنگاه باشد. i = ١, . . . , n برای ri =

∑n
j ̸=i |aij|

گونه�ای به دارد وجود Cn در ∥A∥A,ε نرم ε > ٠ هر ازای به آنگاه .A ∈ Cn×n کنید فرض [٢۶] .٣.١ قضیˈه

که

ρ(A) ≤ ∥A∥A,ε ≤ ρ(A) + ε.

١۶Trace
١٧Gerschgorin

١۴


