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 چکیده

 

ابتدا   در این پایان نامه ستیستتم های کوانتومی که به معادله دیارانسیل مرتبه دوم همگن منجر می شوند را بررسی می کنیم.  

ی های کوانتومپتانسیلکنیم. های کوانتومی استااده میرا معرفی نموده و از آن برای حل پتانستیل ( AIMروش تکرار مجانبی )

کریچنکوف، مربع تانژانت، پتانستتیل مختلک کتانژانت برای معادله شتترودینگر حل -پذیر غیرنستتبیتی مانند پتانستتیل گلدمنحل

با برهمکنش تانسوری در تقارن شبه اسپین را بررسی  DFشتده و سپ  برای معادله دیراک پتانسیل برداری کولنی و پتانسیل  

های مربع سینوس، دو کسینوسی و یک پتانسیل شعاعی خاص، که پذیر شتامل پتانسیل آن چند مستئله غیرحل ایم. بعد از کرده

ذیر پهای گوناگونی است، به وسیله روش عددی تکرار مجانبی مطالعه شده است. همچنین مسئله شبه حلخود شتامل پتانسیل 

 های دیگر مقایسه شده است.های روشمسائل با جوابپتانسیل متیو حل شده است. نتایج حاصل از این روش در بعضی از 

 

 کلید واژه:  

های کوانتومی ، معادله دیارانسیل خطی روش تکرار مجانبی ، معادله دیراک ، معادله شترودینگر ، توابع فو  هندستی ، سیستم  

همگن مرتبه دوم

 کوانتومیهای سیستم در حل بعضی از (AIM) عنوان: روش تکرار مجانبی
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Abstract 

 

 

 

In this thesis, we consider the quantum systems which yield to the homogenous second order differential 

equation. We first introduce the asymptotic iteration method (AIM) and use the AIM method for solving 

of quantum potentials. The nonrelativistic solvable quantum potentials such as Gol'dman-Krichenkov, 

tangent squared, complex cotangent potentials are solved for Schrodinger equation and then for Dirac 

equation, we study the Columb vector potential and DF potential with tensor interaction in psudospin 

symmetry. After that some of the nonsolvable problems, including Sine-squared, double cosine 

potentials and a special radial potential which includes various potentials, are studied by numerical 

asymptotic iteration method. Also, we solve the quasi-exact Mathieu potential. In some problems we 

compare the results of this method with other methods. 
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است میان یک تابع و مشتقات آن، و از آنجایی که در بیشتر مسائل فیزیکی با رابطه میان آهنگ ای یک معادله دیارانسیل رابطه

باز دارای اهمیت به ستتزایی در فیزیک بوده استتت.  ها و خود کمیت ستتر و کار داریم ، معادلات دیارانستتیل از دیرتغییر کمیت

م( فیزیکدان بریتانیایی، 3323-3462پیشتینه تاریخی معادلات دیارانستیل به ابداح حستاب دیارانسیل وانتگرال توسک نیوتن )   

 یم(، ریاضتیدان برجستتته 3334-3464گردد. در همین زمان لایب نیت )زمانی که بیستت و سته ستال بیشتتر نداشتت، بازمی     

قانون دوم نیوتن برای  توصتتیف حرکت یک هره در واقع یک آلمانی، نیز مستتتقح حستتاب دیارانستتیل و انتگرال را کشتتف کرد. 

ی ای هستند که به همراه قانون نیرومعادلات ماکسول یک دستگاه معادلات دیارانسیل با مشتقات پاره معادله دیارانستیل است. 

دهند.در نظریه نسبیت عام معادله میدان انیشتین  اپتیک کحستیک را تشتکیل می  لورنت  استاس الکترومغنایی  کحستیک و   

کند. در ژی توصتتیف میرزمان به وستتیله ماده و ان-ای استتت که گرانش را به صتتورت خمش فضتتاپاره یک دستتتگاه از ده معادله

بیان  که برای توصیف جهان زیر اتمی و باشدمکانیک کوانتوم نیز معادله شترودینگر یک معادله دیارانسیل با مشتقات جزئی می 

گوردون و دیراک هردو -رود همچنین در کوانتوم مکانیک نستتتبیتی معادلات کحینتغییرات زمتانی یتک تتابع حالت به کار می   

دله اباشتتتند. از دیگر معادلات مهم در فیزیک معادله اویلر لاگرانژ در مکانیک، معادله هامیلتونی ، معمیای دیارانستتتیلی معادله

لاپحس ، معادله ناویه استتوک  در مکانیک سیالات و بسیاری معادلات معروف دیگر در فیزیک همگی نشان از اهمیت معادلات  

 دیارانسیل در فیزیک دارند.

دیارانستیلی که نام بردیم به ویژه معادله مستتقل از زمان شترودینگر به شکل معادله دیارانسیل خطی همگن     بیشتتر معادلات 

fدوم ،به شتتکل کلی مرتبه  ′′(x) = p(x)f ′(x) + q(x)f(x) که موضتتوح ب ا این پایان نامه استتت. همچنین  باشتتند ، می

1معادله دیراک برای هرات با استتپین 

2
با کمی  که به صتتورت دو معادله خطی مرتبه اول استتت  را مکانیک کوانتوم نستتبیتی در 

شمار م دودی از معادلات به این فرم را  .نوشتت  به شتکل معادله دیارانستیل خطی همگن مرتبه دوم  توان عملیات ریاضتی می 

-معادله فوکرمعادله بستتتل، توان معادله هرمیت، معادله اویلر،جمله این معادلات می از حل کرد که یتوان به صتتتورت ت لیلمی

ستتیل معادلات که به این نوح معادلات دیاران معادله لاگرانژ و معادله فو  هندستتی گوس را نام برد ،2معادله چبیشتتف، 3پحنک

در  و شتتوندپذیر تبدیل میهای خاصتتی به این معادلات حلمعادلات شتترودینگر و دیراک به ازای پتانستتیل .گوییمپذیر میحل

ای ههای تقریبی و یا روشت لیلی ندارند برای این دسته از معادلات از روشها با معادلاتی سر و کار داریم که حلحالت بیشتتر 

در دهه ها یافتن ویژه مقدار مربوط به آن نیز اهمیت دارد. در مسائل ویژه مقداری عحوه بر یافتن جوابشود. عددی استتااده می 

شود ر میپذیکه معادله شرودینگر با آنها چیزی میان مسائل حل پذیر و غیرحل انددیگری از پتانسیل ها معرفی شدهدسته  اخیر

های آن تا به این معنی که ییف انرژی و تابع موج .[3]شودپذیر گاته میه حلهای شتب ها پتانستیل که به این دستته پتانستیل  

ار ها بسیار مورد توجه قرپتانسیل های جبری قابل م اسبه هستند. امروزه این دستهتعداد م دودی به صورت ت لیلی و با روش

 [.  6-1انجام گرفته است] در ده کحس 1ها توسک توربینردسته بندی کامل این پتانسیل [3-2]اند.گرفته

ها و نتایج های زیادی برای حل معادلات دیارانسیل ابداح شده و همواره ابداح روشی جدید و مقایسه روشها و روشتا کنون راه

هایی که برای حل معادلات دیارانسیل ی دانشمندان بوده و هست. از جمله روشهای مختلف مورد توجه و عحقهحاصل از روش

ها را آوریم اشتتتاره کرد. در اینجا تنها ایده و فرایند کلی این روشوجود دارد می توان به چند روشتتتی که در ادامه میپذیر حل

روش کاهش مرتبه که به یور مثال برای معادله دیارانسیل همگن مرتبه دوم با دانستن  .کنیمصترفا جهت دیدی کلی بیان می 

روش متداول دیگر استااده از سری های نامتناهی  مرتبه آن را به یک کاهش داد. توانیهای معادله دیارانستیل م یکی از جواب

 آید که با حل آن جواباستت که با جا گذاری در معادله دیارانسیل خطی به یک رابطه بازگشتی برای ضرایب سری بدست می 

                                                      
3 Fokker-Planck equation 

2 Chebyshev equation 

1 Turbiner 
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ورگیری از یک معادله دیارانستتتیل به شتتتکل فاکتتجزیه و [، که با 32] 3فاکتورگیری روش یابیم.معتادلته دیارانستتتیل را می  

 [31]روش تاویر ش دیگرضترب عملگرهای نردبانی و پیدا کردن ویژه مقادیر عملگرهای نردبانی مستئله را حل کرد. رو  حاصتل 

ر ما جواب یک مسئله را در حالت آزاد که اگ . ایده این روش این استت که بیشتتر در مستائل الکترومغنایی  کاربرد دارد   استت 

های دارای شتترایک مرزی، به بدانیم یعنی بتوانیم مستتئله را بدون در نظر گرفتن شتترایک مرزی آن حل کنیم آنگاه جواب حالت

که با یافتن گروه جبر لی روش  بدستتت آورد.های تاتتویری حالتتوان با انطبا  دادن شتترط آنکه مرزها همگن باشتتند، را می 

که گاهی  انجامدهای معادله دیارانسیل میها و تقارندا بماند به ایحعاتی به ناورداییتبدیلی که ت ت آن معادله دیارانسیل ناور

 [اشاره کرد. 36] 2NUتوان به روش های دیگر میاز روشتواند منجر به حل معادله دیارانسیل گردد.می

تقریبی های ای عددی و روشبه دو دستتته روش ه ه های بستتیاری ابداح شتتده استتت کهبرای حل معادلات غیر حل پذیر نیز را

، روش نیوتن، روش اختحل و روش 6، روش ترتیبی1های ت لیل نموداریهتای تقریبی می توان روش هستتتتنتد. از جملته روش  

WKB  روش  3، روش رانگ کوتا4، روش عنار م دود6توان به روش پیشترو اویلر میهای عددی نیز اشتاره کرد. از جمله روش ،

 [ یافت.36توان آنها را در مراجع ]های دیگر که میو بسیاری روش 3هیبرید

به دست آوردن ویژه مقادیر آن  در وخطی همگن مرتبه دوم  لدیارانستی معادلات  روشتی جالب برای حل  3مجانبیروش تکرار 

با و در سال های اخیر مسائل بسیاری در زمینه های مختلف فیزیک  [34و همکارانش ابداح شده ] 35استت که توستک سیاتسی  

و همکارانش با استااده از این روش به بررسی  33چوبه یور مثال در اختر فیزیک  استتااده از آن مورد مطالعه قرار گرفته استت.  

، در فیزیک ماده چگال مسائل متعددی بررسی شده که به یور نمونه  [33]پرداخته اند 32حالت های شتبه نرمال ستیاه چاله ها  

این روش در فیزیک  [ اشتتاره کرد.33در میدان مغناییستتی] 36دهنده هیدروژن و همکارانش در حل 31می توان به کار ستتویلو

هستته ای نیز در حل مستائل بسیاری بکار رفته است به ویژه در حل معادله دیراک و کحین گوردن ت ت تقارن های اسپینی و   

بر این می توان به حل پتانسیل های گوناگون  عحوه .استااده شده است [23-33برای پتانستیل های مختلف]  36شتبه استپینی  

[، پاشل تلر 62] 33، اکارت [23و21] 33[ ، هلتن22]34برای معادله شترودینگر و معادله دیراک مانند پتانستیل های وودساکسون  

د و بستتیاری مستتائل دیگر که با روش تکرار مجانبی مور [23] 23[ و رابطه ی دافین کمر پیتو32-42]25[ ، مورس62]33مثلثاتی

ر پذیر و غیروش تکرار مجانبی الگوریتمی تقریبا مشتتابه برای هر دو دستتته مستتائل حل  بررستتی قرار گرفته استتت اشتتاره کرد. 

 آید.پذیر معرفی کرده است که به صورت تکرار شونده در هر تکرار ویژه مقدار و ویژه تابع آن بدست میحل

و ن وه به کار بردن آن برای مستتتائل حل پذیر و غیر در فاتتتل دوم این پایان نامه ابتدا به معرفی و اثبات روش تکرار مجانبی 

خواهیم پرداخت و همچنین نشتتتان خواهیم داد که چگونه این روش را برای دو معادله دیارانستتتیل خطی مرتبه اول پذیر حل

                                                      
3 Factorization Method 
2 Nikiforov-Uvarof Method  

1 Graphical Analysis 
6 Collocation Method 

6 Euler's Forward Method 
4 Finite Element Method 

3 Runge-Kutta Methods 
3 Hybrid Methods 

3 Asymptotic Iteration Method 
35 Ciftci 

33 T.Cho 

32 Black hole quasinormal modes 
31 Soylu 

36 Hydrogenic donor 
36 Spin and Pesudospin symmetry 

34 Woods-Saxon 
33 Hulthen 

33 Eckart 
33 Trigonometric Poschel-teller 

25 Morse 
23 Duffin-Kemmer-Patiue equation 
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ا با هم ترکیب کنیم، به کار ببریم. ستتپ  به معرفی معادله دیراک که مهمترین معادله کوپل شتتده، بدون اینکه نیاز باشتتد آنها ر

دست کنش تانسوری بهای شعاعی برداری و اسکالر و ت ت برهمپردازیم و فرم آن را برای پتانسیلدر کوانتوم نستبیتی است می 

 پردازیم که کاربرد بسیاری در فالع فو  هندسی میدر پایان فال هم به معرفی معادله گوس و تعمیم آن یعنی تواب آوریم.می

 ها را به صورت تابعی کلی خواهیم نوشت. ایسوم خواهد داشت. ما با استااده از توابع فو  هندسی چند جمله

   بهایم. سپایم ابتدا در مثالی کامح ریاضی معادله گوس را بررسی کردهشش مسئله حل پذیر را بررسی کرده ،در فاتل ستوم  

هامیلتونین گلدمن و کریچنکوف که در واقع تعمیم هامیلتونین ایم . ابتدا نستتتیل در معادله شتتترودینگر پرداختهحتل چنتد پتا  

با پتانسیل مثلثاتی پتانسیل مربع تانژانت )که پتانسیل پاشل ای حل کرده سپ  در مسئله نوستانگر هماهنگ در سته بعد است  

در مورد پتتتانستتتیتتل مربع تتتانژانتتت   ایهمطتتالعتت  3تتتاستتتلی پیش از این ایمهرا بررستتتی کرد شتتتود(تلر نیز نتتامیتتده می

V(x) = v(v − 1)tan2(x)   با شترطx ∈ (−
π

2
,
π

2
و  شدهتنها ویژه مقادیر مورد بررستی واقع  که در آن  [ 23]انجام داده  (

در مورد پتتانستتتیتل کتانژانت   [ 15] 2. بررستتتی کتامح مشتتتابهی نیز توستتتک متارمتارینو    نگردیتده استتتت توابع موج مطرح 

V(x) = v(v − 1)tan2(x)  ی نتتامتقتتارن در بتتازهx ∈ (−0, π)  یمثلثتتاتی ستتتتاده صتتتورت پتتذیرفتتته کتته بتتا رابطتته 

tan (x +
π

2
) = − cot⁡(x)  ثاتی که یک نمونه پتانسیل مثل پتانسیل مختلک کتانژانت سپ  شود.یل میبه همین مستئله تبد

قابل هکر استتت که این نوح پتانستتیل ها به دلیل مختلک بودن هامیلتونی را غیر   ایماستتت را بررستتی نموده  با ضتتریب مختلک

در بخش بعدی این  شتتوند مورد توجه هستتتند. پذیر میمنجر به معادله دیارانستتیلی حل از آن جایی که ولی کنندهرمیتی می

کرار تولنی معادله دیراک را با روش پردازیم ابتدا پتانستتتیل برداری کفاتتتل به حل دو پتانستتتیل خاص برای معادله دیراک می

به همراه  1DFکنیم و ستتپ  در مستتئله ای پیچیده تر معادله دیراک با پتانستتیل  مجانبی برای دو معادله کوپل شتتده حل می

و معادله دیراک توستتک  6برهمکنش تانستتوری در تقارن شتتبه استتپینی بررستتی خواهیم نمود. رابطه بین تقارن شتتبه استتپین  

،که در بخش  S(r)و  پتانسیل اسکالر  V(r)[. او نشان داده است که در حضور پتانسیل برداری 13شتده استت]   بیان 6گینوچیو

Σ(r)دهد که ( معرفی شتدند، تقارن شبه اسپین زمانی رخ می 2-2) ≡ S(r)+ V(r) = شود. از یرفی تقارن اسپینی، که  0

Δ(r)دهد که ها استتتت، در معادله زمانی رخ میمربوط بته مزون  ≡ V(r) − S(r) = [. پ  از آن منگ و 11-13شتتتود] 0

Σ(r)تر همکارانش نشتان دادند که تقارن شبه اسپینی ت ت شرایک کلی  ≡ S(r)+ V(r) = c  که در آن ،c  یک عدد ثابت

dΣ(r) دهد کهیا به بیان دیگر تقارن شتبه اسپینی زمانی رخ می  و دهداستت، رخ می 

dr
= به همین ترتیب شرایک تقارن باشد.  0

Δ(r) تراستپینی در حالت کلی  ≡ V(r) − S(r) = c  یاdΔ(r)

dr
= حل معادله دیراک ت ت تقارن اسپین و بنابراین استت.   0

پین و ه اسهای شبهای مختلف بسیار مورد توجه بوده است و همچنین برهمکنش تانسوری روی تقارنشتبه استپین با پتانسیل  

آوریم را با استااده از می سائل این فال روابطی که برای ویژه توابع بدستدر تمام م .[23-33مطالعه شده است]بسیار استپین  

 روابک فو  هندسی به صورت روابطی کلی خواهیم نوشت.

ینوس و ها مثلثاتی مربع سایم که حل ت لیلی ندارند. ابتدا برای معادله شرودینگر پتانسیلپرداختهدر فاتل چهارم به مستائلی   

𝐕(𝐫) ایم. پتانسیلبررسی نمودهپتانستیل دو کستینوستی را     =
𝐀

𝐫𝟐
−
𝐁

𝐫
+ 𝐂𝐫𝐬 ی شرودینگر مسئله بعدی ایست که در معادله

Cگیرد، برای را در بر می گوناگونی هایاین پتانستتتیل به ازای پارامترهای مختلف، پتانستتتیل ایم.مورد مطتالته قرار داده   = 0 

کنون به  گردد که تاهای آن استتتااده میشتتود که برای توصتتیف ستتاختار مولکولی و اندرکنش حاصتتل می 4پتانستتیل کاراتزر

                                                      
3 Taseli 
2 marmarino 

1 Deng-Fan Potential 

6 Pseudospin symmetry 
6 Ginochio 

4 Kratzer potential 
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A[. در حالت 13-16ای به صتتتورت ت لیلی حل شتتتده استتتت] های مختلروش ≠ ⁡Bو⁡0 = 0⁡،⁡s = -پتانستتتیل گلدمن 2

[، حالت خاص این 13و14وتی مورد مطاله قرار گرفته است]های متااگردد که این پتانستیل نیز با روش حاصتل می  3کریچنکوف

Aاست که با  2پتانستیل، نوستانگر هماهنگ تیز شتده    = ⁡Bو⁡0 = 1⁡،⁡s = Aآید. برای ، بدست می2 = ⁡⁡sو⁡0 = پتانسیل  1

[، این پتانسیل 13حل شده است] 6و وردش 6یهایی همچون پوششآید که با روشبه اضتافه پتانستیل خطی بدستت می    1کولنی

Aبرای  [.13کاربرد زیادی در فیزیک اتمی و مولکولی دارد] = ⁡⁡sو⁡0 =  لحاص پتانستیل کولنی به اضافه نوسانگر هماهنگ  2

1، روش بستک  [ 65] 4شتود. این شتکل پتانستیل با روش تکانه   می

𝑁
[ حل شتده است.  13[ و روش پوشتشتی]  63]3انتقال یافته 

در قستمت بعد از فال چهارم یک نمونه پتانسیل   [.62رود]بکار می 3همچنین این پتانستیل برای آزمودن اثر زیمان مرتبه دوم 

یم. اهای آن را با نتایج حاصل از روش جبر لی مقایسه نمودهشتبه حل پذیر که پیشتر آن را معرفی کردیم بررسی کرده و جواب 

در پایان نیز به  .[6-1]گیردقرار می  xحل پذیر پتانستیل متیو است که در کحس بندی توربینور در کحس  این پتانستیل شتبه  

V(r)پتانسیتتتتل برداری عنوان مسئله ای از مکانیک کوانتوم نسبیتی معادله دیراک را ت ت  = −
A

r
+ B1r یعنی یک جمله ،

S(r)پتانسیل اسکالر خطی به صورت  به همراه به اضافه جمله خطی کولتنی = B2r   .حل خواهیم کرد 

هایی از کد الگوریتم نمونه هم مجزا پیوستتت دو پرداخت. در خواهیمدر فاتتل پنجم هم به نتیجه گیری و ارائه پیشتتنهادهایی  

 .شده است آورده Mapleپذیر و غیر حل پذیر به زبان روش تکرار مجانبی برای هر دو حالت مسائل حل

                                                      
3 Gol'dman-Krichenkov 
2 Spiked harmonic oscillator  potential 

1 Coulomb potential 
6 Envelope method 

6 Variation method 

4 Moment method 

3 Shifted 
1

𝑁
 expansion method 

3 Zeeman quadratic effect 
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 روش تکرار مجانبی 2-3

 مقدمه 2-3-3

معادلات دیارانستیل همگن مرتبه دوم را به یور کلی می توان به دو دستته تقسیم کرد ، دسته اول معادلاتی که می توان برای   

ت لیلی یافت که به اصتطحح معادلات حل پذیر نامیده می شتوند ، در مقابل دسته دیگر معادلاتی هستند که دارای   آنها جوابی 

جواب ت لیلی نمی باشتند و برای حل آنها یا باید از روش های تقریبی و یا روش های عددی استااده کرد که به اصطحح به این  

روش تکرار مجانبی برای هر دو دستتتته این معادلات راه  غیر دقیق می گوییم.دستتتته معادلات غیر حل پذیر یا معادلات با حل 

 حلی را ارائه کرده است که در مورد مسائل غیر حل پذیر تنها می توان ویژه مقادیر را به روشی عددی بدست آورد.

 

 روش تکرار مجانبی برای مسائل حل پذیر و غیر حل پذیر 2-3-2

  به صورت زیر است فرم کلی معادله دیارانسیل مرتبه دوم

f ′′(x) = λ0(x)f
′(x) + s0(x)f(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3− 2) 

fدر آن و در تمام این پایانامه که ′(x)  وf ′′(x)    .به ترتیب به معنی مشتتق مرتبه اول و دوم نستبت به متغیر داخل پرانتز است 

 xمتغیر  ( نسبت به 3-2اگر یکبار از معادله ) دارای مشتتقات تا مرتبه دلخواه باشند.  λ0(x)و s0(x)در روش تکرار مجانبی باید

 :مشتق بگیریم، داریم

f ′′′(x) = λ0
′ (x)f ′(x) + λ0(x)f′

′(x) + s0
′ (x)f(x) + s0(x)f

′(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(2− 2) 

fکه با جاگذاری  ′′(x) ( خواهیم داشت 3-2از معادله ) 

f ′′′(x) = λ1(x)f
′(x) + s1(x)f(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(1− 2) 

  که در آن

 λ1 (x)= λ0
′ (x) + s0(x) + λ0

2(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(الف− 6− 2) 

s1 (x)= s0
′ (x) + s0(x)λ0(x).⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(ب − 6− 2) 

f( و جای گذاری 1-2با مشتق گیری مجدد از معادله ) ′′(x) ( در آن خواهیم داشت3-2از معادله ) : 

f (4)(x) = λ2(x)f
′(x) + s2(x)f(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(6− 2) 

 که در آن

 λ2 (x)= λ1
′ (x) + s1(x) +  λ0 (x) λ1 (x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(الف− 4− 2) 

s2 (x)= s1
′ (x) + s0(x)λ1(x).⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(ب − 4− 2) 

k)با ادامه دادن این فرایند برای مشتق های  + k)ام و (1 +  ام خواهیم داشت:(2

f (k+1)(x) = λk−1(x)f
′(x) + sk−1(x)f(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3− 2) 
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f (k+2)(x) = λk(x)f
′(x) + sk(x)f(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(3− 2) 

  که

 λk (x)= λk−1
′ (x) + sk−1(x) +  λ0 (x) λk−1 (x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(الف− 3− 2) 

sk (x)= sk−1
′ (x) + s0(x)λk−1(x).⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(ب− 3− 2) 

   آید.( عبارت زیر بدست می3-2( به )3-2همچنین با تقسیم رابطه )

f (k+2)(x)

f (k+1)(x)
=

λk(x)f
′(x) + sk(x)f(x)

λk−1(x)f
′(x) + sk−1(x)f(x)

⁡⁡⁡,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(35− 2) 

fبرابر مشتق لگاریتم یبیعی  بالا شتود که ستمت چع عبارت  مححظه می آنبا دقت در که  (k+1)(x) توان به فرم است لذا می

  :ساده تر زیر نوشت

d

dx
 ln(f (k+1)) =  

λk(x) (f
′(x)+

sk(x)
λk(x)

f(x))

λk−1(x) (f
′(x)+

sk−1(x)
λk−1(x)

f(x))
⁡⁡⁡⁡⁡.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(33− 2) 

sk(x)معینی  kحال اگر در عبارت بالا به ازای 

λk(x)
=

sk−1(x)

λk−1(x)
λk(x)شود عبارت سمت راست به  

λk−1(x)
شود و این شرط همان ساده می

 :توان آن را به شکل زیر نوشتبودن روش تکرار مجانبی است که میوجه مجانبی 

δk ≡ sk(x)λk−1(x) − sk−1(x)λk(x) = 0.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(32− 2)  

 شود:( به شکل زیر ساده می33-2) (، رابطه3-2( و با توجه به رابطه )32-2در صورت بر قرار شدن شرط )بنابراین 

d

dx
 ln(f (k+1)) =  

λk−1
′(x)

λk−1(x)
+
sk−1(x)

λk−1(x)
+  λ0 (x)⁡⁡⁡⁡⁡,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡( 13 − 2) 

   که با تعریف

 𝛼(x) ≡
sk(x)

λk(x)
=
sk−1(x)

λk−1(x)
⁡ ,   ⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡( 63 − 2) 

  ( خواهیم داشت31-2و انتگرال گیری از یرفین رابطه )

f (k+1)(x) = C1λk−1(x)exp(∫ (α(t)+ λ0(t))dt
x

),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(36− 2) 

 ( خواهیم داشت3-2) ( در36-2با جای گذاری رابطه ) ثابت انتگرال گیری است. C1که در آن 

C1λk−1(x)⁡exp (∫ (α(t)+ λ0(t))dt
x

) = λk−1(x)f
′(x) + sk−1(x)f(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(34− 2) 

   دهد:که نتیجه می
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f ′(x) + α(x)f(x) = p(x)⁡⁡, p(x) = exp(∫ (α(t)+ λ0(t))dt
x

),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(33− 2) 

∫⁡eحال اگر دو یرف رابطه بالا را در α(m)dm
x

 ضرب کنیم خواهیم داشت 

e∫ α(m)dm
x

f ′(x) + α(x)e∫ α(m)dm
x

f(x) = p(x)⁡e∫ α(m)dm
x

,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(33− 2) 

  تر زیر نوشتتوان به فرم سادهرابطه بالا را می

d

dx
(e∫ α(m)dm

x

f(x)) = p(x)⁡e∫ α(m)dm
x

,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(33− 2) 

   ( داریم33-2از معادله ) p(x)و در نتیجه با انتگرال گیری و جاگذاری 

f(x) = exp(−∫ α(m)dm
x

) [C2+C1∫ exp (∫ (2α(m) + λ0(m))dm
m

)dt
x

]⁡,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(25− 2) 

( بدست آورد. 3-2( را برای معادله دیارانستیل ) 25-2توان جواب )( می32-2که با برقراری شترط )  شتود میمشتاهده  بنابراین 

یا  (Eمسئله)به یور مثال ویژه مقدار  جواب معادله دیارانسیل مورد نظر اولیه بدست آمده است. از سوی دیگر ویژه مقداریعنی 

ویژه مقادیر خواهد بود. پ   از آن تابعینیز  λk(x)و  sk(x)( 3-2بنابراین با توجه به روابک ) است، λ0(x)و یا در   s0(x) در 

( را 32-2های معادله )دلخواه ریشتتته k( نیز تتابعی از ویژه مقدار خواهد بود و در نتیجه می توانیم به ازای هر  32-2معتادلته )  

( یک 32-2های )توانیم با استتااده از ریشه می kبرحستب ویژه مقدار بدستت آوریم. در واقع برای مستائل حل پذیر به ازای هر    

n( یک ویژه تابع جدید بدست آوریم. به بیان دیگر با آغاز از 25-2ژه مقدار و همچنین با استااده از رابطه )وی =  و قرار دادن  0

s−1 = ( ویژه تابع مربوط به 25-2( ویژه مقدار و با استااده از رابطه )32-2های رابطه )[ و با استااده از ریشه61] λ−1=1و  0

را م استتبه  λ1(x)و  s1(x)( ،3-2مقادیر بدستتت آمده م استتبه کنیم. ستتپ  با استتتااده از روابک )آن را با جای گذاری ویژه 

توان ویژه مقادیر ی میدلخواه kآوریم. با ادامه دادن این فرایند تا هر نموده و برای آنها نیز ویژه مقدار و ویژه تابع را بدستتت می

توان با مقایسه جواب چند تکرار اول روابک کلی برای ویژه مقادیر و ویژه می و ویژه توابع را بدستت آورد. البته در بیشتتر مسائل  

 توابع ارائه کرد.

توان جوابی ت لیلی در نتیجه نمی خواهد بود و x( تابعی از 32-2های ویژه مقدار در رابطه )در مورد مسائل غیر حل پذیر ریشه

ای بدست آوردن ویژه مقادیر به صورت عددی به این شکل عمل می برای ویژه مقادیر بدستت آورد. در این دستته از مستائل بر   

x( را در هر تکرار به ازای 32-2های ویژه مقدار در رابطه )کنیم که ریشته  = x0 های مسئله،معینی، و با مقدار دهی به کمیت 

شوند، این اعداد به ستمت اعداد خاصی همگرا می  kهای این فرایند با افزایش آوریم. مشتاهده خواهد شتد که ریشته   بدستت می 

این فرایند برای رستیدن به ویژه مقادیر گاهی بسیار یولانی است به این معنی که به ازای   باشتند. همان ویژه مقادیر مستئله می 

kا دارای اهمیت ای که اینجکه لازم استت با کمک رایانه م استبات انجام شود. نکته   دهدهای بزرگ همگرایی مورد نظر رخ می

 x0های کوچکتری بتوان به جواب رستتید از اینرو انتخاب نقطه kاستتت بهبود ستترعت همگرایی استتت. به این معنی که به ازای 

وجود ندارد، اما  x0مناسب در بهبود سرعت همگرایی بسیار مهم است. ضمن اینکه هنوز روش جامعی برای یافتن نقطه مناسب 

تواند جایی باشد که تابع موج در آنجا بیشینه می x0معادله شرودینگر( یک انتخاب مناسب برای در مورد مستائل غیر نسبیتی ) 

s0(x)تواند از های دیگر میشتتود که معادل با کمینه پتانستتیل استتت. انتخاب می = λ0(x)و یا    0 = بدستتت آیند. روش  0

در مستتئله استتت که با تغییر آن بتوان به   βنند توان با آن ستترعت همگرایی را بهبود داد وارد کردن فاکتوری مادیگری که می

 [ این روش معرفی و بررسی شده است.61حالت بهینه برای رسیدن به جواب دست یافت که در مرجع ]



   3                                                                                                               : مااهیم پایه             فال دوم  

   
 

 روش تکرار مجانبی برای دو معادله کوپل شده مرتبه اول 2-3-1

توان می ی کهحالدر  ه استهمگن بودروش تکرار مجانبی که در بخش قبل مطرح شد برای معادله دیارانسیل مرتبه دوم خطی 

خطی  به معادله دیارانسیل مرتبه دوم شدن که قابلیت تبدیل ،دید که دو معادله دیارانسیل مرتبه اول کوپل شده به صورت زیر

دو  حله بیان دیگر برای ب پردازیم.روش تکرار مجانبی بررستتتی کرد که در این بخش به آن می توان بامینیز را  ،همگن را دارد

  معادله کوپل شده به شکل زیر:

{
f ′(x) = λ0(x)f(x) + s0(x)g(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(الف− 23− 2)

g′(x) = ω0(x)f(x) + p0(x)g(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(ب− 23− 2)
⁡ 

ابه تتتتب( قرار دهیم تا به معادله دیارانسیل مرتبه دوم مش-23-2الف( بدستت آورده و در ) -23-2را از معادله ) f(x)توانیم می

( دستتت یابیم و روش تکرار مجانبی را بر روی آن اعمال کنیم. ولی در اینجا به دنبال یافتن راهی هستتتیم که بتوان بدون 2-3)

fمشتق بگیریم و در آن  x( نسبت به 23-2ترکیب دو معادله آن را حل کرد. اگر از معادلات ) ′(x) وg′(x) ( 23-2را از رابطه )

 ت:جای گذاری کنیم خواهیم داش

{
f ′′(x) = λ1(x)f(x) + s1(x)g(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(الف − 22− 2)

g′′(x) = ω1(x)f(x) + p1(x)g(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(ب − 22− 2)
 

 ه در آن ک

λ1 (x) = λ0
′ (x) + λ0(x)λ0(x) + s0(x)ω0(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(الف − 12 − 2) 

s1 (x) = s0
′ (x) + s0(x)λ0(x) + p0(x)s0(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(ب − 21 − 2) 

ω1 (x) = ω0
′ (x) + λ0(x)ω0(x) + p0(x)ω0(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(پ − 21 − 2) 

p1 (x) = p0
′ (x) + s0(x)ω0(x) + p0

2(x).⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(ت − 21 − 2) 

  توان به شکل زیر نوشتام را میkای، مشتق به شکل مشابه 

{
f (k)(x) = λk−1(x)f(x) + sk−1(x)g(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(الف− 26− 2)

g(𝑘)(x) = ωk−1(x)f(x) + pk−1(x)g(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(ب− 62 − 2)
 

  که در آن

λk (x) = λk−1
′ (x) + λ0(x)λk−1(x) + sk−1(x)ω0(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(الف − 26 − 2) 

sk (x) = sk−1
′ (x) + s0(x)λk−1(x) + p0(x)sk−1(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(ب − 26 − 2) 

ωk (x) = ωk−1
′ (x) + λ0(x)ωk−1(x) + pk−1(x)ω0(x),⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(پ − 26 − 2) 

pk (x) = pk−1
′ (x) + s0(x)ωk−1(x) + pk−1(x)p0(x).⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡(ت − 26 − 2) 

k)از نسبت مشتق  + k) بهام (2 +  داریم: f(x)ام عبارت (1


