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«ૼنॿمพীࢁඟاॿࢠخوق،ॿمพীࢁඟاॺخاॽق»
توانايی و بخشيد کرامت را انسان و قداست را قلم که بی�همتا يکتای آن درگاه به سپاس و حمد
هستی لايتناهی گستره�ی در آموختن شوق و فرمود عنايت حقير بنده�ی به را آسان نه راهی پيمودن
با جز شد نخواهد طی همراهان، همدلی به اميد با مگر شد نخواهد آغاز راهی هيچ نمود. عطايم را
بزرگانی را راه دشواری ياری�گر. دستان ياری به مگر رسيد نخواهد نهايت به و خستگی�ناپذير همپايان
فرصتی سطر چند اين بود. آرزو تصورات در خدمتشان در حضور و افتخاری ديدنشان که نمودند آسان
استاد جامعی، مسجد محمد دکتر آقای از گرامی. سروران اين از سپاس جهت مغتنم اما کوتاه است
و سپاس�گزارم کرد، کفايت خود رنج به معلمی رسم و نواخت صبوری با مرا بی�دانشی که فرهيخته�ای
نخست که آنانم منت�دار درنهايت دارم. مسئلت منان ايزد درگاه از را ايشان افزون روز توفيق و سلامتی
زبان هستم. خواهرانم و برادر مادر، پدر، ديدگان در نهفته خستگی و رنج شرمسار دارند، من بر را حق
دوش به مرا رنج�های صبورانه همواره که عزيزم مادر و پدر بی�منتهای سخاوت تقدير از است قاصر واژه
مهر هميشه تا حقيرم وجود به آن�ها نثار هرچند می�بوسم، را آن�ها مهربان و گرم دست�های می�کشند.
و دوستان از تقصير عذر پايان، در شرم. و است شرم همه آن�ها پای به من پيشکش و مهر و است
از نامی اما بودند من ياری�گر و فشردند را دست�هايم صميمانه که عزيزانی همه و عزيزم هم�دوره�ای�های

است. نشده ذکر اينجا در آن�ها

بوتيمار فاطمه
۱۳۹۱ ماه بهمن



چൊیده
های چندجمله�ای معرفی و ها جمله�ای چند بين تعامد رابطه تعريف به ابتدا نامه، پايان اين در
تعامد، روابط و نموده معرفی را هندسی فوق - q و هندسی فوق سپستوابع پرداخته�ايم. کلاسيک متعامد
برخی هندسی فوق - q و هندسی فوق نمايش و توابع اين با مرتبط ديفرانسيل معادلات بازگشتی، روابط
بر مختصری گذر انتها در داده�ايم. قرار مطالعه مورد را هان -q و هان کلاس توابع جمله از خاص توابع
داشته�ايم. توابع از کلاس اين در آنها ضرايب و ها چندجمله�ای بين اتصال مسائل و سازی خطی مسائل
[۲۸] و [۲۱] و [۱۶] و [۹] و [۶] و [۴] و [۳] و [۲] مراجع اساس بر نامه پايان اين اصلی تحقيقات

است. گرفته صورت

معادلات هندسی، فوق - q و هندسی فوق توابع و سری متعامد، های چندجمله�ای کليدی: کلمات
ضرايب سازی، خطی مسائل و ضرايب مشتق، - q و انتگرال - q هندسی، فوق -q و هندسی فوق

ها. جمله�ای چند اتصال



مطالب فهرست

آ� مطالب فهرست

پ مقدمه

ت هندسی فوق توابع تاريخچه

۱ پيش�نيازها و تعاريف ۱
۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاريف ۱.۱

۶ متعامد های ای جمله چند ۲
۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عمومی متعامد جمله�ای�های چند ۱.۲
۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلاسيک متعامد چند�جمله�ای�های ۲.۲
۱۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاريف ۱.۲.۲
۱۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعامد ۲.۲.۲
۱۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازگشتی روابط ۳.۲.۲

۱۷ هندسی فوق توابع ۳
۱۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی فوق تابع ۱.۳
۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناقص بتای تابع ۲.۳
۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کومر تابع ۳.۳
۲۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناقص گامای تابع ۴.۳
۲۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی فوق �معادلات ۵.۳
۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . هان کلاس های چندجمله�ای هندسی فوق نمايش ۶.۳

۴۰ هندسی فوق - q توابع ۴
۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی فوق - q ۱.۴
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما - q تابع ۲.۴
۴۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بتا - q تابع ۳.۴
۴۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �q-�انتگرال و �q-�مشتق ۴.۴

آ�



ب مطالب فهرست

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول مرتبه خطی ديفرانسيل معادلات - q ۵.۴
۵۵ . . . . . . . خطی معادلات به تبديل قابل خطی غير ديفرانسيل معادلات - q ۱.۵.۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مرتبه خطی ديفرانسيل معادلات - q ۶.۴
۶۲ . . . . . . . . . . . . . . . هان - q کلاس چندجمله�ای هندسی فوق - q نمايش ۷.۴

۷۳ سازی خطی مسائل ۵
۷۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی فوق توابع سازی خطی مسائل ۱.۵
۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلی نتايج ۲.۵
۷۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هرميت چندجمله�ای�های در کاربرد ۳.۵
۷۹ . . . . . . . . . . هرميت های چندجمله�ای های بسط اتصال های فرمول ۱.۳.۵
۸۰ . . . . . . . هرميت چندجمله�ای�های حسب بر ها بسط اتصال های فرمول ۲.۳.۵
۸۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هندسی فوق - q توابع سازی خطی مسائل ۴.۵
۸۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اتصال ضرايب ۱.۴.۵
۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی�سازی ضرايب ۲.۴.۵

۹۲ کتاب�نامه

۹۵ انگليسی به فارسی واژه�نامه

۹۹ فارسی به انگليسی واژه�نامه



مقدمه
دارای می�شوند، مطرح فيزيک و رياضيات در که مقدماتی غير توابع از بسياری و مقدماتی توابع اکثر
اين در باشند. می توابع اين از کسری يا و هندسی فوق - q و هندسی فوق توابع صورت به نمايشی
به اول، فصل در پرداخته�ايم. هندسی فوق - q و هندسی فوق توابع مطالعه�ی و بررسی به نامه پايان

می�پردازيم. نامه پايان اين در نياز مورد مفاهيم و تعاريف ارائه
کلاسيک متعامد های جمله�ای چند بررسی به و کرده مطرح را متعامد های چندجمله�ای دوم، فصل در

.[۲۳] و [۱۵] و [۱۴] و [۹] و [۲] ايم. پرداخته هان کلاس توابع و
معادلات انتها در و نموده بيان را توابع برخی از هندسی فوق نمايش و هندسی فوق توابع سوم، فصل در

.[۱۳] و [۱۱] و [۷] و [۲] و ايم.[۱] نموده مطرح را هندسی فوق
های ای چندجمله و ايم نموده بررسی را آن های ويژگی و هندسی فوق - q توابع چهارم، فصل در

.[۱۹] و [۱۲] و [۶] و ايم.[۳] کرده معرفی را هان - q کلاس
ای چندجمله و کلاسيک متعامد های ای چندجمله بين اتصال و سازی خطی مسائل پنجم، فصل در
ايم.[۱۰] کرده محاسبه را مسائل اين ضرايب توابع، از برخی برای و نموده بيان را هان - q کلاس های

[۲۶] و [۲۵].[۲۳] و [۲۰] و [۱۷] و [۱۱] و

پ



هندسی فوق توابع تاريخچه
سری

1 +
ab

c

z

1!
+

a(a+ 1)b(b+ 1)

c(c+ 1)

z2

2!
+

a(a+ 1)(a+ 2)b(b+ 1)(b+ 2)

c(c+ 1)(c+ 2)

z3

3!
+ . . . (۱)

داده نمايش زير نماد با معمولاً سری اين می�شود. ناميده عادی هندسی فوق سری يا گاوس۱ سری
می�شود:

2F1[a, b; c; z].

يک b يا a های کميت از هرکدام اگر شوند. می ناميده تابع پارامترهای c و b و a و تابع متغير z که
خواهد ای چندجمله يک صورت به و دارد جمله متناهی تعداد سری آنگاه باشد، −n منفی صحيح عدد

بود.
داريم: بنابراين a = −2 کنيد فرض مثال، برای

2F1[−2, b; c; z] = 1 +
(−2)b

c

z

1!
+

(−2)b(b+ 1)

c(c+ 1)

z2

2!
+ 0

هستند، صفر برابر بعد به چهارم جملات چون

2F1[−2, b; c; z] = 1− 2b

c

z

1!
+

b(b+ 1)

c(c+ 1)
z2

ازسری فراتر که سری هر برای را هندسی” فوق ” عبارت بار اولين آکسفورد دانشگاه از ۲ واليس پروفسور

عادی هندسی
1 + x+ x2 + ...

فرم به های سری واليس پروفسور حقيقت در داد. قرار استفاده مورد باشد،
1 + a+ a(a+ 1) + a(a+ 1)(a+ 2) + ....

۱C. F. Gauss (1777-1855)
۲J. Wallis(1616-1703)

ت



ث هندسي فوق توابع تاريخچه

قرار مطالعه مورد را مشابه های سری رياضيدانان از بسياری بعد سال ۱۵۰ طی در می�کرد. مطالعه را
مشهور رابطه�ٔ جمله از زيادی نتايج اويلر۳ ميان اين در دادند.

2F1[−n, b; c; z] = (1− z)c+n−b
2F1[c+ n, c− b; c; z], (۲)

آورد. بدست زمينه اين در را

نمود: بيان بود، زير فرم به ای جمله دو قضيه از توسيع يک که را خود قضيه ۱۷۷۰،واندرموند۴ سال در

2F1[−n , b ; c ; 1] =
(c− b)(c− b+ 1)(c− b+ 2)...(c− b+ n− 1)

c(c+ 1)(c+ 2)...(c+ n− 1)
(۳)

دو های قضيه از پيچيده های بسط روی بر را زيادی های تلاش هندنبرگ۵ بعد، سال ۴۰ حدود اما

کرد تغيير چشمگيری طور به ۱۸۱۲ ژانويه ۲۰ در اينها تمامی کرد. صرف ای چندجمله و ای جمله
اين در داد. ارائه را نامتناهی” های سری مورد در عمومی مقاله ” عنوان با خود معروف تز گاوس که زمانی
F [a, b; c; z] نمايش و می�کند تعريف را (۱) جديد نامتناهی های سری استعداد، با رياضيدان اين مقاله

خود معروف مجموع قضيه�ی همچنين و می�برد بکار آن برای را

2F1[a , b ; c ; 1] =
Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
(۴)

وضوح به او بود. کرده مطرح را ها سری اين از نوع چند يا دو بين زيادی روابط و کرده اثبات نيز را

نظر در z از سری يک عنوان به و متغيره چهار تابع يک عنوان به را 2F1[a, b; c; z] که بود داده نشان
ارائه را ها سری نوع اين همگرايی بحث تکميل ۱۸۱۲ فوريه ۱۰ در بعدی نوشتار يک در و است گرفته

داد.
فوق عبارت بار اولين که کسی است، شده ساخته کومر۶ توسط ۱۸۳۶ سال در بعدی مهم پيشرفت
معادله در 2F1[a, b; c; z] تابع که داد نشان او کرد. استفاده (۱) فرم به های سری برای را هندسی

ديفرانسيل

z(1− z)
d2y

dz2
+ {c− (1 + a+ b)z}dy

dz
− aby = 0 (۵)

۳S. L. Euler (1707-1783)
۴A. T. Vandermonde (1735-1796)
۵C. F. Hindenberg (1741-1808)
۶E. E. Kummer (1810-1893)



ج هندسي فوق توابع تاريخچه

دارد. گاوس تابع به شبيه عبارتی حل، راه ۲۴ هر در و کند می صدق

هستند، 2F1[a, b; c; z]گاوس تابع از تعميمی که P توابع معرفی با را خود قضيه ريمان۷ ۱۸۷۵، سال در
نظريه اين و داد قرار بحث مورد را ديفرانسيل معادله در متغير تغيير عمومی نظريه همچنين او داد. توسيع
بين روابط جزيئات روی بر ۱۸۷۹ سال در تامايی گرفت. قرار استفاده مورد کومر کار در تامايی۸ توسط

می�کرد. کار کومر حل راه ۲۴
که: داد نشان و کاربرد به را گاوس تابع انتگرالی نمايش اولين اويلر

2F1[−n, b; c; z] =
n!

c(c+ 1)(c+ 2)...(c+ n− 1)

1∫
0

t−n−1(1− t)c+n−1(1− tz)−bdt

انتگرالده، در گاما تابع با ساده بسته منحنی روی انتگرال وسيله�ی به تابع يک انتگرالی نمايش اوليه ايده�ی

ارتباط در زيادی مقالات بزرگ رياضيدانان از بسياری و ريمان گاوس، اويلر، می�باشد. پنچرل۹ به مربوط
نبوده گونه اين هندسی فوق - q يا بنيادی هندسی فوق توابع مورد در اما اند نوشته هندسی فوق توابع با
منتشر او مرگ از پس آنها از تعدادی که داد انجام توابع اين روی مهمی بسيار کارهای گاوس است.
هندسی، فوق - q سری است. شده واقع موثر بيضوی توابع و اعداد نظريه توسيع بر اويلر کار شد.
فرض |q| < 1 معمولا که باشند q ثابت پارامتر با qnاز کسری تابعی cn+1

cn
که ∑هستند cn های سری

کنند. می
استفاده هندسی فوق - q های سری اتحاد از خود مجموع علامت تعيين برای اثبات اولين در گاوس
دو، مربعات مجموع حسب بر صحيح عدد يک بيان برای ها روش از تعدادی تعيين در ژاکوبی و کرد
وجود به باعث امر اين که بود داده قرار استفاده مورد را ها سری اين اعداد، از تايی هشت و شش چهار،
زمانی شد گرفته پيش جدی صورت به زمانی توابع و ها سری اين دقيق مطالعه شد. بيضوی توابع آمدن
اولين از سال صدمين يک بزرگداشت با زمان هم کرد. معرفی را خود مسلسل های کسر آيزنشتاين۱۰ که

داد: ارائه زير صورت به را 2F1[a, b; c; z] از بنيادی تعريف هين۱۱ مسلسل، های کسر بر اويلر کار

2Φ1

 qa, qb

qc
; q, x

 =
∞∑
n=0

(qa; q)n(q
b; q)n

(qc; q)n(q; q)n
xn, |x| < 1

۷G. F. B. Riemann (1826-1866)
۸J. Thomae
۹S. Pincherle(1853-1936)
۱۰Eisenstein
۱۱Hein



چ هندسي فوق توابع تاريخچه

که بطوری

lim
q→1

(qa; q)n
(1− q)n

= (a)n

lim
q→1

2Φ1

 qa, qb

qc
; q, x

 = 2F1

 a, b

c
; x

 .

هم به روابط و داد قرار الگو را هندسی فوق های سری مورد در گاوس اصلی مقاله هين آن، از پس و

زير مجموع و سری تبديلات از تعدادی همچنين کرد. تعيين را پيوسته های کسر بسط آنها از و پيوسته
آورد: بدست نيز را

2Φ1

 qa, qb

qc
; q, qc−a−b

 =
(qc−a; q)∞(qc−b; q)∞
(qc; q)∞(qc−q−b; q)∞

, |qc−a−b| < 1.

نوشت. اويلر انتگرالی نمايش از بسطی صورت به را هين توسط آمده بدست تبديلات [۱۸۷۹] تامايی



۱ فصل
پيش�نيازها و تعاريف

۱



۲ پيش�نيازها و تعاريف .۱ فصل

کار به نامه پايان اين آتی فصل�های در که را مقدماتی قضيه�های و نمادها تعريف�ها، فصل اين در
می�کنيم. بيان اختصار به را رفته�اند

تعاريف ۱.۱
کرد: تعريف زير صورت به گاما انتگرال با توان می را Re(z) > 0 برای گاما تابع .۱.۱.۱ تعريف

Γ(z) :=

∞∫
0

tz−1e−tdt, Re(z) > 0.

کند: می صدق زير تعريف خوش تابعی معادله در گاما تابع
Γ(z + 1) = zΓ(z) , Γ(1) = 1

،n ∈ {0, 1, 2, ...} برای که است مطلب اين کننده بيان
Γ(n+ 1) = n!.

کند: می صدق زير انعکاسی فرمول در گاما تابع z صحيح غير مقادير برای
Γ(z)Γ(1− z) =

π

sinπz
, z /∈ Z

که: کند می ايجاب ،Γ(1/2) = √
π که آنجايی از

∞∫
−∞

e−x2

dx = 2

∞∫
0

e−x2

dx =

∞∫
0

t−1/2e−tdt = Γ(1/2) =
√
π

داريم: کلی حالت در

∞∫
−∞

e−α2x2−2βxdx =

√
π

α2
eβ

2/α2

, α, β ∈ R α ̸= 0.

داريم: زير صورت به را لژاندر برابر دو فرمول اين بر علاوه

Γ(z)Γ(z + 1/2) = 21−2z
√
πΓ(2z) , z ∈ C, 2z ̸= 0,−1,−2, ...

استرلينگ: مجانبی فرمول همچنين و
Γ(z) ∼

√
2πzz−1/2e−z, Re(z) → ∞.



۳ پيش�نيازها و تعاريف .۱ فصل

کرد: تعريف زير صورت به می�توان را بتا تابع انتگرالی نمايش .۲.۱.۱ تعريف

B(x, y) :=

1∫
0

tx−1(1− t)y−1dt, Re(x) > 0, Re(y) > 0.

مي�شود: بيان زير رابطه صورت به گاما و بتا تابع بين ارتباط .۳.۱.۱ لم

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, Re(x) > 0, Re(y) > 0.

به می�توان که است شده بيان کوشی توسط ديگر انتگرالی نمايش يک بتا تابع برای .۴.۱.۱ تعريف
داد: نمايش زير صورت

1

2π

∞∫
−∞

dt

(r + it)ρ(s− it)σ
=

(r + s)1−ρ−σΓ(ρ+ σ − 1)

Γ(ρ)Γ(σ)

.Re(ρ+ σ) > 1 ,Re(s) > 0 ,Re(r) > 0 که

می�شود: تعريف زير صورت به هامر پوک نماد يا انتقال عامل .۵.۱.۱ تعريف

(a)0 := 1 , (a)k :=
k∏

i=1

(a+ i− 1) k = 1, 2, 3, ... .

زيرا: برسد، بنظر فاکتوريل از کلی حالت يک عنوان به می�تواند که
(1)n = n! , n = 0, 1, 2, ... .

می�شود: تعريف زير صورت به انتقال - qعامل .۶.۱.۱ تعريف

(a; q)0 := 1 (a; q)n := (1− a)(1− aq)...(1− aqn−1), n = 1, 2, ... .

شده�اند: تعريف زير صورت به انتقال - q و انتقال عامل منفی، انديس�های برای .۷.۱.۱ نمادگذاری

(a)−n =
1

(a− 1)(a− 2)...(a− n)
=

1

(a− n)n
=

(−1)n

(1− a)n

(a; q)−n =
1

(1− aq−1)(1− aq−2)...(1− aq−n)
=

1

(aq−n; q)n
=

(−q/a)nq
n(n−1)

2

(q/a; q)n

.n = 0, 1, 2, ... که



۴ پيش�نيازها و تعاريف .۱ فصل

می�کنيم: تعريف |q| < 1 برای .۸.۱.۱ نمادگذاری

(a; q)∞ =
∞∏
k=0

(1− aqk)

است: توسيع قابل زير صورت به انتقال - q عامل .۹.۱.۱ نمادگذاری

(a1, a2, . . . , am; q)n = (a1; q)n(a2; q)n · · · (am; q)n

(a1, a2, . . . , am; q)∞ = (a1; q)∞(a2; q)∞ · · · (am; q)∞

است: شده تعريف زير صورت به q, ω براکت .۱۰.۱.۱ تعريف
[n]q,ω =

ω(1− qn)

(1− q)

است: شده تعريف زير صورت به q براکت يا بنيادی عدد .۱۱.۱.۱ تعريف
[a]q =

1− qa

1− q
, q ̸= 1

می�شود. ناميده نيز مختلط عدد از تعميم - q و بسط - q آنالوگ، - qکه

است: شده تعريف زير صورت به q براکت فاکتوريل .۱۲.۱.۱ تعريف

[n]q! =
n∏

k=1

[k]q ,

می�شود: بيان زير صورت به q براکت انتقال عامل .۱۳.۱.۱ تعريف

[a]q;n =
n−1∏
k=0

[a+ k]q,

که است واضح
lim
q→1

[n]q! = n! , lim
q→1

[a]q = a,

و
[a]q;n = (1− q)−n(qa; q) , lim

q→1
[a]q;n = (a)n .



۵ پيش�نيازها و تعاريف .۱ فصل

می�شوند: تعريف زير صورت به پيشرو تفاضل عملگر .۱۴.۱.۱ تعريف

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x)

می�شوند: تعريف زير صورت به پسرو تفاضل عملگر .۱۵.۱.۱ تعريف

∇f(x) = f(x)− f(x− 1)

می�شود: تعريف زير صورت به کلاسيک متعامد توابع برای رودريگز۱ فرمول .۱۶.۱.۱ تعريف

Pn(x) =
1

enw(x)

dn

dxn
(w(x)[σ(x)]n)

صدق زير دوم مرتبه ديفرانسيل معادله در σ(x) = ax2 + bx + c چندجمله�ای و وزن تابع w(x) که
کند: می

σ(z)y′′ + τ(z)y′ + λy = 0.

با است برابر که است ساز نرمال مقدار en
en =

n∏
k= 1

d+ (n+ k − 2)a

می�شود. ناميده رودريگز نمايش فرمول عمومی حالت در و

ǋبرا و باشد حقيقي توابع از ǋدنباله�ا {fn} کنيد فرض (DCTلبگ (تسلطي .۱۷.۱.۱ قضيه
g مانند ǋانتگرال�پذير تابع ،n همه ǋبرا و باشد همگرا f به نقطه�وار صورت به {fn} ،n → ∞

و بوده انتگرال�پذير f |fn|.آنگاه < g که باشد ∫موجود
f dx = lim

n→∞

∫
fn dx

۱Rodrigues’ formula



۲ فصل
متعامد های ای جمله چند

۶



۷ متعامد ǋها ǋا جمله چند .۲ فصل

گيری انتگرال نظريه تقريب، نظريه رياضی، فيزيک، در ای ويژه اهميت از متعامد جمله�ای�های چند
هستند. برخوردار ... و عددی

عمومی متعامد جمله�ای�های چند ۱.۲
n ∈ {0, 1, 2, برای{... n دقيقاً درجه با {Pn(x)}∞n=0 چندجمله�ای�های از يکخانواده [۵] تعريف۱.۱.۲.

اگر می�شود ناميده متعامد w(x) ≥ 0 وزن تابع به نسبت (a, b) بازه�ی در

b∫
a

Pm(x)Pn(x)w(x)dx = 0, m ̸= n, m, n ∈ {0, 1, 2, ...}, (۱.۲)

بطوريکه است، پذير انتگرال يا پيوسته ای تکه يا پيوسته تابع يک بالا در w(x) تابع

0 <

b∫
a

x2nw(x)dx < ∞ ∀n ∈ {0, 1, 2, ...}.

که شود، جابجا dα(x) مثبت اندازه يک با w(x)dx است ممکن تعريف اين در کلی، حالت در
بطوريکه است، صعودی نقاط نامتناهی تعداد با [a, b]∩R ی بازه روی کراندار نانزولی تابع يک α(x)

0 <

b∫
a

x2ndα(x) < ∞ ∀n ∈ {0, 1, 2, ...}.

wx مناسب مثبت وزن توابع دارای آنگاه باشد، ثابت تابع يک خود پرش نقاط بين در α(x) تابع اگر
بنابراين است. R در X پذير شمارش مجموعه زير روی

وزن توابع به نسبت R در X پذير شمارش مجموعه زير روی {Pn(x)}∞n=0 خانواده [۵] .۲.۱.۲ تعريف
هرگاه است متعامد wx

∑
x∈X

Pm(x)Pn(x)wx = 0, m ̸= n, m, n ∈ {0, 1, 2, ...}. (۲.۲)

برای را تعامد نقطه، N + 1 با X متناهی مجموعه روی wx(x ∈ X) حالت توابع [۵] .۳.۱.۲ تعريف



۸ متعامد ǋها ǋا جمله چند .۲ فصل

می�کند: ايجاد زير صورت به {Pn(x)}Nn=0 ها ای چندجمله از متناهی خانواده يک

∑
x∈X

Pm(x)Pn(x)wx = 0, m ̸= n, m, n ∈ {0, 1, 2, ..., N}. (۳.۲)

{Pn(x)}∞n=0 های ای جمله چند برای را معينی و ثابت مقادير (۳.۲) يا (۲.۲) ،(۱.۲) تعامد روابط
بنابراين باشد. می آنها دو نرم با برابر که می�کنند تعيين

σn =

b∫
a

{Pn(x)}2w(x)dx, n = 0, 1, 2, ...,

σn =
∑
x∈X

{Pn(x)}2wx, n = 0, 1, 2, ...,

يا
σn =

∑
x∈X

{Pn(x)}2wx, n = 0, 1, 2, ...N,

و
Pn(x) = knx

n + kn−1x
n−1 + · · · , n = 0, 1, 2, ....

داشت: خواهيم را زير های سازی نرمال آنگاه
می�شوند. ناميده نرمال متعامد چندجمله�ای�ها، خانواده حالت اين در .n = 0, 1, 2, ... برای σn = 1 .۱

می�شوند. تعيين يکتا صورت به چندجمله�ای�ها آنگاه kn > 0 اگر اين بر علاوه
می�شوند. ناميده تکين چندجمله�ای�های خانواده حالت اين در .n = 0, 1, 2, ... برای kn = 1 .۲

می�شوند. تعيين يکتا صورت به جمله�ای�ها چند حالت اين در همچنين

به نسبت که n ∈ {0, 1, 2, ...} برای n دقيقاً درجه با {Pn(x)}∞n=0 چندجمله�ای�های .۴.۱.۲ تعريف
ناميده پيوسته متعامد چندجمله�ای�های هستند، متعامد (۱.۲) مانند w(x)پذير انتگرال يا پيوسته وزن تابع

می�شوند.

N → ∞ با n ∈ {0, 1, 2, ..., N}برای n دقيقاً درجه با {Pn(x)}Nn=0 چند�جمله�ای�های تعريف۵.۱.۲.
هستند، متعامد (۳.۲) يا (۲.۲) روابط مانند R در X پذير شمارش مجموعه زير يک به نسبت که

می�شوند. ناميده گسسته متعامد چند�جمله�ای�های


