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ق��دردان��ی

�م �راه� ف� �م �لات� �ی� �ص� �ح� ت� از �ری �گ� دی� ی �ه �ل� �رح� م� �دن �ان� رس� �ان �ای� پ� �ه ب� �ق �ی� �وف� ت� �ال �ع� �ت� م� �د �داون� خ� �اری ی� �ه ب� �ه ك� �ون �ن� اك�

ك��م��ال ان��د داده ی��اری م��را �رح��ل��ه م� ای��ن ب��ه رس��ی��دن در ك��ه ك��س��ان��ی ی ه��م��ه از ك��ه م��ی�دان��م لازم ب��رود گ��ش��ت��ه

ای��ن ت��دوی��ن و ت��ه��ی��ه ك��ه ق��ان��ع ه��ل��ن ف��اط��م��ه دك��ت��ر خ��ان��م س��رك��ار ارج��م��ن��دم اس��ت��اد از ب��اش��م. داش��ت��ه را ت��ش��ك��ر

دارم. را �ی �دردن� ق� و �ر �ك� �ش� ت� �ال �م� ك� �م �ی�دان� م� �ان �ش� ای� �ات �م� زح� و �ا ه� �ی �ای� �م� �ن� راه� �ون �دی� م� را �ه �ام� ن� �ان �ای� پ�

و �اره �ش� م� از �دت م� �ن ای� �ول ط� در �ه ك� �ی �ان� زم� �ا �رض� �ی� �ل� ع� �ر �ت� دك� �ای آق� �اب �ن� ج� �ود خ� �اور �ش� م� �اد �ت� اس� از

زه��را �ت��ر دك� �ان��م خ� �ار �رك� س� �ت��رم م��ح� �ی��د �ات� اس� از �اس��گ��زارم. �پ� س� ب��رده�ام �ره �ه� ب� �ان ای��ش� �ه�ی �ب� �ائ� ش� ب��ی �ای��ی �م� �ن� راه�

و ن��م��وده زح��م��ت ق��ب��ول داور اس��ات��ی��د ع��ن��وان ب��ه ك��ه ح��ج��ازی��ان ش��ی��ری��ن دک��ت��ر خ��ان��م س��رك��ار و اف��ش��ارن��ژاد

�رم. �ك� �ش� �ت� م� �ار �ی� �س� ب� �د �دن� �رش� �ذك� �ت� م� �ب �ان� �ج� �ن� ای� �ه ب� را �دی �ن� �م� ارزش� �ات �ك� ن� �ه �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� �ه�ی �ع� �ال� �ط� م� �ا ب�

ی��اری �را م� �ه �ام� ن� �ای��ان پ� ای��ن �ه �ی� �ه� ت� دوران در چ��ه و �ی��ل ت��ح��ص� دوران در چ��ه ك��ه �ان��ی ك��س� �ام �م� ت� از �ی��ن �ن� �م��چ� ه�

م��ی��ك��ن��م. ت��ش��ك��ر ك��رده�ان��د
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م��ق��دم��ه

�م. �ردازی� �ی�پ� م� آن �ای �اذب�ه� ج� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� و �رب �ادض� پ� �ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� �ی �ررس� ب� �ه ب� �ه، �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ن ای� در

�ی��ک �ام� �ن� دی� �ن��د. �ت� ه��س� �رخ��وردار ب� �ی��ک��ی �ام� �ن� دی� �م�ه��ای �ت� �ی��س� س� در خ��اص��ی �ی��ت �م� اه� از پ��ادض��رب ن��گ��اش��ت�ه��ای

م��ول��دی) �ن��د چ� �ت��گ��اه دس� (ی��ک ت��ک��رار ت��اب��ع �ت��گ��اه دس� ی��ک �ن��ام��ی��ک دی� ب��ا ع��م��ل در پ��ادض��رب ن��گ��اش��ت ی��ک

�ط��وف �ع� م� �ادض��رب پ� �ای �اش��ت�ه� �گ� ن� از �ه �ت� دس� دو روی را �ان �اه�م� �دگ� دی� �ه �ام� �ان�ن� �ای� پ� �ن ای� در اس��ت. �ان �س� �ک� ی�

�ط �وس� ت� �ه ک� �د �ن� �اش� �ی�ب� م� [۰,۱] �ار ت� �ا ب� �رب �ادض� پ� �ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� از �ل �ک� �ش� �ت� م� اول �ه �ت� دس� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م�

ب��ا پ��ادض��رب ن��گ��اش��ت�ه��ای از م��ت��ش��ک��ل دوم دس��ت��ه و م��ی�ش��ون��د ت��ح��م��ی��ل ان��ب��س��اط��ی دای��ره�ای ن��گ��اش��ت�ه��ای

م��ی�ب��اش��ن��د. ب��رن��ول��ی ن��وب��ت ن��گ��اش��ت روی [۰,۱] ت��ار

ص��ورت ب��ه پ��ادض��رب ن��گ��اش��ت�ه��ای اول دس��ت��ه در

F :
R
Z

× I → R
Z

× I

(x, y) 7→ (kx, fx(y)) (١)

�ظ �ف� ح� را I = [۰,۱] �ازه�ی ب� �رزی م� �اط �ق� ن� �ه ک� �ت اس� �م �س� �ی� �ورف� �وم� �ی� �ف� C۲-دی� �ک ی� fx آن در �ه ک� �ت اس�

�ا آن�ه� �د. �ه�ان� �ت� �رف� گ� �رار ق� �ی �ررس� ب� �ورد م� �ت �ان� �ی�ف� �ن� ب� و �ور �ن� �ل� �ی� م� �ط �وس� ت� �ا �رب�ه� �ادض� پ� از �ه �ت� دس� �ن ای� �د. �ن� �ی�ک� م�

ت��ح��ت را ن��گ��اش��ت�ه��ا از دس��ت��ه ای��ن دی��ن��ام��ی��ک ،fx ش��وارت��زی م��ش��ت��ق ع��لام��ت چ��گ��ون��ه ک��ه م��ی�ده��ن��د ن��ش��ان

�ای �وزه�ه� ح� �ا ب� R
Z

× I �ه�ای �وان� �ت� اس� �رزی م� �ره�ی دای� دو A۱ و A۰ �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .[٢] �د �ی�ده� م� �رار ق� �ر �ی� �اث� ت�

زی��ر گ��زاره�ه��ای اس��ت گ��ردی��ده ح��اص��ل آن�ه��ا ت��وس��ط ک��ه اص��ل��ی ن��ت��ای��ج ب��اش��ن��د. B۱ و B۰ ت��رت��ی��ب ب��ه ج��ذب

م��ی�ب��اش��د.

�ب��ت �ث� م� �دازه ان� از B۱, B۰ ج��ذب �وزه�ی ح� دو �ر ه� و �د �اش� ب� �ی �ف� �ن� م� Sfx(y) �زی �وارت� ش� �ق �ت� �ش� م� �ر اگ� .١

اس��ت. ک��ام��ل ان��دازه از B۰ ∪B۱ ص��ورت ای��ن در ب��اش��ن��د

۶



٧ م��ق��دم��ه

�ت��وان��ه�ی اس� روی ی��ک��ت��ا �ت��م��ال اح� ان��دازه�ی ی��ک آن�گ��اه ب��اش��د �ث��ب��ت م� Sfx(y) ش��وارت��زی م��ش��ت��ق اگ��ر .٢

دارد. ان��دازه ای��ن ح��س��ب ب��ر ی��ک��ن��واخ��ت��ی ت��وزی��ع م��دار ه��ر ری��ب��اً ت��ق�� ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود R
Z

× I

م��ی�گ��ی��رن��د. ق��رار ب��ررس��ی م��ورد ن��ت��ای��ج ای��ن پ��ای��ان�ن��ام��ه دوم ف��ص��ل در

�د. �ون� �ی�ش� م� �ه �ت� �خ� �ی� آم� �م� ه� در �ذب ج� �ای �وزه�ه� ح� آن در �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه ارائ� �ی �ال� �ث� م� �ل �ص� ف� �ن ای� در �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه�

م��ج��م��وع��ه�ی ه��ر اش��ت��راک ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م آم��ی��خ��ت��ه ه��م در را B۱, B۰ ج��ذب ح��وزه دو ک��ه م��ی�ش��وی��م م��ت��ذک��ر

ب��اش��د. م��ث��ب��ت ان��دازه�ی از ح��وزه دو ه��ر ب��ا ب��از

ای��ل��ی��اش��ن��ک��و م��ق��ال��ه ای��ن در م��ی�پ��ردازی��م. [١] م��ق��ال��ه�ی از ح��اص��ل ن��ت��ای��ج ب��ه پ��ای��ان�ن��ام��ه س��وم ف��ص��ل در

�ر ه� �ه ک� دارد �ود وج� �رز م� �ظ �اف� ح� �ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� �ن ای� �ای �ض� ف� در �از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ک ی� �ه ک� �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن�

دارد �م �ی� �خ� ض� �اذب ج� F �ادض��رب پ� �ت �اش� �گ� ن� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ر �ذک� �ت� م� دارد. �م �ی� �خ� ض� �اذب ج� آن در �اش��ت �گ� ن�

�ل �ص� ف� �ن ای� در �د. �اش� �ب� ن� �ل �ام� ک� �ی ول� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ت �ب� �ث� م� �گ �ب� ل� �دازه ان� آن �ور �ن� �ل� �ی� م� �اذب ج� �اه �رگ� ه�

ص��ورت ب��ه پ��ادض��رب ن��گ��اش��ت�ه��ای

F : Σ۲ × I → Σ۲ × I

(w, x) 7→ (σw, fw۰(x)) (٢)

ث��اب��ت را I = [۰,۱] ب��ازه�ی م��رزی ن��ق��اط ک��ه اس��ت �ی��س��م �ی��وم��ورف� �ف� C۲-دی� ی��ک fw۰ آن در ک��ه اس��ت

اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�گ��ی��رد ق��رار ب��ررس��ی م��ورد ق��س��م��ت ای��ن در ک��ه اص��ل��ی ن��ت��ی��ج��ه م��ی�دارد. ن��گ��ه

ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د (٢) ش��ک��ل ب��ه پ��ادض��رب ن��گ��اش��ت ی��ک F ه��رگ��اه

�ه س� دارای f۱ و اس��ت �ع داف� ۱ و �اذب ج� ۰ �ه ک� �ت اس� ۱ و ۰ �اب��ت ث� �ه�ی �ط� �ق� ن� دو دارای �ا �ه� �ن� ت� f۰ .١

اس��ت؛ ج��اذب a و داف��ع f۱ ب��رای ۱ و ۰ ک��ه اس��ت a ∈ (۰,۱) و ۱ و ۰ ث��اب��ت ن��ق��ط��ه�ی

،λµ > ۱ و µ = f ′
۱(۰) > ۱ ،λ = f ′(۰) < ۱ .٢

دارد. ض��خ��ی��م ج��اذب F ن��گ��اش��ت ص��ورت ای��ن در

گ��رف��ت��ه�ان��د: ق��رار ب��ررس��ی م��ورد پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در زی��ر م��ق��الات

1. Y. Ilyashenko, Thick attractors of step skew products, Regul. Chaotic Dyn.,

15:2-3 (2010), 328-334.
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2. A. Bonifant, and J. Milnor, Schwarzian Derivatives and Cylinder Maps.

Arxiv preprint math0610232 53, 19 (2006).



١
م��ق��دم��ات��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف

�م. �ردازی� �ی�پ� م� اس��ت، �ده �ن� آی� �ای �ل�ه� �ص� ف� �از �ی� ن� �ی��ش پ� �ه ک� �ه �ی� اول� �اری��ف �ع� ت� و �م �ی� �اه� �ف� م� �ان �ی� ب� �ه ب� �ل �ص� ف� �ن ای� در

پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در ک��ه م��ی�ب��اش��ن��د �رج��ع م� و پ��ای��ه�ای ق��ض��ای��ای گ��ردی��ده�ان��د، ارائ��ه ف��ص��ل ای��ن در ک��ه ق��ض��ای��ای��ی

م��ی�ن��م��ائ��ی��م. خ��ودداری آن�ه��ا اث��ب��ات ب��ی��ان از ل��ذا گ��رف��ت. خ��واه��ن��د ق��رار اس��ت��ف��اده م��ورد

٩



١٠ م��ق��دم��ات��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف

Cr-ت��وپ��ول��وژی ١.١

�ق��ی �ی� �ق� ح� �ع��ی �اب� ت� f : W −→ R و M از �ازی ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� W �د، �ل� �ف� �ی� �ن� Cr-م� ی��ک M �م �ی� �ن� ک� ف��رض

�ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ک ی� ،p ∈ M �ر ه� �رای ب� �ه ک� �ی �ورت� درص� �م، �ی� �وان� خ� Cr ردۀ از �ی �ع� �اب� ت� را f �د. �اش� ب� �دار �ق� م�

Cr رده�ی از �ی �ع� �اب� ت� φ(U ∩W ) روی f̂ = foφ−۱ �ه ک� �ی �م� �س� �ه�ق� ب� �د �اش� ب� �ود �وج� م� (U,φ) �ی �ات� �ص� �ت� �خ� م�

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [۴] ) اس��ت. (U,φ) ان��ت��خ��اب از م��س��ت��ق��ل ری��ف ت��ع�� ای��ن ک��ه م��ی�ش��وی��م م��ت��ذک��ر ب��اش��د.

�م �ی� �وان� خ� Cr ردی از را f : M −→ N �اش��ت �گ� ن� �د. �ن� �اش� ب� Cr �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� دو N و M �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

p ح��ول �ه�ت��رت��ی��ب ب� (V, ψ) و (U,φ) �ت��ص��ات��ی م��خ� ه��م��س��ای��گ��ی دو �ت��وان ب� p ∈ M ه��ر ب��رای ک��ه درص��ورت��ی

در ب��اش��د. Cr ردۀ از ت��اب��ع��ی ψofoφ−۱ : φ(U) −→ ψ(V ) و f(U) ⊂ V ک��ه ی��اف��ت �ن��ان چ� f(p) و

اس��ت. م��س��ت��ق��ل (V, ψ) و (U,φ) زوج�ه��ای ان��ت��خ��اب از f م��ش��ت��ق�پ��ذی��ری ری��ف ت��ع�� ای��ن��ج��ا

�ی �ت� �خ� ری� �ان� �س� �م� ه� ی��ک f �ه ک� �ی �ورت� درص� �م �ی� �وان� خ� �م �س� �ی� �ورف� �وم� �ی� �ف� Cr-دی� ی��ک را f : M −→ N �اب��ع ت�

ب��اش��د. Cr ن��گ��اش��ت��ی f−۱ و Cr

ب��ه�ع��ن��وان ه��م��وار ب��ه�ط��ور م��ی�ت��وان را m ب��ع��د ب��ا ف��ش��رده و ه��م��وار م��ن��ی��ف��ل��د ه��ر ١ (وی��ت��ن��ی). ١.١.١ ق��ض��ی��ه

ن��ش��ان��د. R۲m+۱ در ب��س��ت��ه زی��رم��ن��ی��ف��ل��د ی��ک

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [٢٠] ب��ره��ان.

M �ر اگ� �د. �اش� ب� Rs �ه ب� M از Cr �ای �ت�ه� �اش� �گ� ن� �ام �م� ت� �ای �ض� ف� ،r ⩾ ۱ ،Cr(M,Rs) �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

�ان �ن� چ� M �رای ب� Vk, ..., V۱ �از ب� �ای �ی�ه� �گ� �ای� �س� �م� ه� از �ی �اه� �ن� �ت� م� �ش �وش� پ� �ک ی� �وان �ی�ت� م� �د، �اش� ب� �رده �ش� ف�

�ه �وری�ک� �ه�ط� ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �رار ق� (Ui, ϕi) �ی �ات� �ص� �ت� �خ� م� �ی �گ� �ای� �س� �م� ه� �ک ی� �نۀ دام� در Vi �ر ه� �ه ک� �ت �اف� ی�

�ر ه� �رای ب� �ت. اس� x �ز �رک� م� و ϵ �اع �ع� ش� �ه ب� �وی گ� Bε(x) �ه ک� ϕi(Ui) = B۲(۰) و ϕi(Vi) = B۱(۰)

م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض f ∈ Cr(M,Rs)

fi = foφ−۱
i : B۲(۰) −→ Rs

م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� Cr(M,Rs) ف��ض��ای روی را زی��ر ن��رم

||f ||r = max
i=۱,...,k

sup{||fi(u)||, ||Dfi(u)||, ..., ||Drfi(u)||, u ∈ B۱(۰)}.
1Wheiney
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اس��ت. Cr(M,Rs) روی ک��ام��ل ن��رم ی��ک || ||r .٢.١.١ گ��زاره

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [١٩] ) ب��ره��ان.

�یۀ �ض� ق� �ک �م� �ه�ک� ب� �د. �اش� ب� �ه �ت� �س� ب� �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� �ک ی� N و �رده �ش� ف� �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� �ک ی� M �م �ی� �ن� ک� �رض ف� �ون �ن� اک�

. Cr(M,N) ⊂ Cr(M,Rs) ب��ن��اب��رای��ن ن��ش��ان��د. Rs م��ان��ن��د اق��ل��ی��دس��ی ف��ض��ای در را N م��ی�ت��وان وی��ت��ن��ی

از �ی �ای� �ض� �رف� زی� �وان �ن� �ه�ع� ب� Cr(M,N) روی را �الا ب� �رم ن� از �ل �اص� ح� �وژی �ول� �وپ� ت� �وان �ی�ت� م� �ه �ج� �ی� �ت� درن�

�د. �اش� �ی�ب� م� N �دن �ان� �ش� ن� از �ل �ق� �ت� �س� م� �وژی �ول� �وپ� ت� �ن ای� داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �ت. �رف� گ� �ر �ظ� درن� Cr(M,Rs)

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [١٩] )

از �ی �ای� �ض� �رف� زی� �وان �ن� �ه�ع� ب� را Cr �وژی �ول� �وپ� ت� �ا ب� M �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� روی �ای �م�ه� �س� �ی� �ورف� �وم� �ی� �ف� Cr-دی� �ای �ض� ف�

�ه ک� داد �ان �ش� ن� �وان �ی�ت� م� �م. �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� Diff r(M) �ا ب� را آن و �م ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� درن� Cr(M,N)

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [١٩] اس��ت( Cr(M,M) در ب��از م��ج��م��وع��ه�ای Diff r(M)

�ای��گ��ی �م��س� ه� Cr − ε ی��ک ب��اش��د. ش��ده داده ε > ۰ و f ∈ Diff r(M) �ی��م �ن� ک� ف��رض .٣.١.١ �ع��ری��ف ت�

م��ی�ش��ود. ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه Diff r(M) در f از

N r
ε (f) = {g ∈ Diff r(M) ; ∥f − g∥r < ε} .

�ع واق� f �گ��ی �ای� �س� �م� ه� Cr − ε در �ه ک� g �م �س� �ی� �ورف� �وم� �ی� �ف� دی� �ر ه� �د،� �اش� ب� �وچ��ک ک� �ی �اف� ک� �دازه�ی ان� �ه ب� ε �اه �رگ� ه�

م��ی�ن��ام��ی��م. f از اخ��ت��لال١ -Cr − ε ی��ک را ش��ود

ری��م��ان��ی م��ت��ری��ک و دی��ن��ام��ی��ک��ی س��ی��س��ت��م�ه��ای ٢.١

ف��ض��ای X ، زم��ان م��ج��م��وع��ه�ی T آن در ک��ه گ��وی��ی��م، دی��ن��ام��ی��ک��ی٢ س��ی��س��ت��م ی��ک {T,X, φt} س��ه�ت��ای��ی ب��ه

م��ی�ک��ن��د. ص��دق زی��ر ش��رای��ط در ک��ه م��ی�ب��اش��د ع��م��ل��گ��ره��ا از خ��ان��واده ی��ک φt : X → X و ح��ال��ت

۱) φ۰ = id ,

۲) φt+s = φt + φs , ∀t, s ∈ T

1perturbation
2dynamical system
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R �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ا ی� و Z �ح �ی� �ح� ص� �داد اع� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �د �وان� �ی�ت� م� T �ان زم� �ه�ی �وع� �م� �ج� م�
�ت��ه٢ �ی��وس� پ� �ی��ک��ی �ن��ام� دی� �ت��م �ی��س� س� دی��گ��ری ب��ه و �ت��ه١ گ��س��س� �ی��ک��ی �ن��ام� دی� �ت��م �ی��س� س� اول ن��وع �ت��م �ی��س� س� ب��ه ب��اش��د،

ی��ک م��ی�خ��واه��ی��م اک��ن��ون ری��م. دا ک��ار س��رو گ��س��س��ت��ه دی��ن��ام��ی��ک��ی س��ی��س��ت��م ب��ا پ��ای��ان�ن��ام��ه، ای��ن در م��ا گ��وی��ی��م.

ک��ن��ی��م. ری��ف ت��ع�� M م��ن��ی��ف��ل��د روی اس��ت م��ع��روف ری��م��ان��ی ری��ک م��ت�� ب��ه ک��ه وی��ژه ری��ک م��ت��

ϕp آن در ک��ه اس��ت ،p ∈ M ،ϕ : p → ϕp �ن��د �ان� م� �ع��ی �اب� ت� ، �ان��ی٣ �م� ری� ری��ک �ت�� م� ی��ک M �ل��د �ف� �ی� �ن� م� روی

�ن��ی �ع� ی� �د، �اش� �ی�ب� م� p �ه�ی �ط� �ق� ن� در M �ر ب� �ی �اس� �م� م� �ای ف��ض� روی �ب��ت �ث� م� �ی��ن �ع� م� و �ارن �ق� �ت� م� �ور �س� �ان� ۲-ت� ی��ک

ری��م: دا α ∈ R و w, v, u ه��ر ب��رای

۱) ϕp(αv, w) = ϕp(v, αw) = αϕp(v, w)

۲) ϕp(v, w + u) = ϕp(v, w) + ϕp(v, u)

ϕp(v + w, u) = ϕp(v, u) + ϕp(w, u)

۳) ϕp(v, v) = ۰ ↔ v = ۰, ϕp(v, v) > ۰

۴) ϕp(v, w) = ϕp(w, v)

�از ب� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ک ی� روی �ه ک� Y و X �وار �م� ه� �رداری ب� �ای �دان�ه� �ی� م� از �ت �ف� ج� �ر ه� �رای ب� �لاوه، ع� �ه ب�

زی��ر ض��اب��ط��ه�ی ب��ا ϕp(X, Y ) : U → R ت��اب��ع ش��ده�ان��د، ری��ف ت��ع�� U ⊂M

[ϕp(X,Y )](p) = ϕp(X(p), Y (p))

گ��وی��ی��م. ری��م��ان��ی۴ م��ن��ی��ف��ل��د را ری��م��ان��ی ری��ک م��ت�� ب��ا ه��م��راه M م��ن��ی��ف��ل��د �ب��اش��د. ه��م��وار ت��اب��ع��ی ب��ای��د

�ه�ی �ط� �ق� ن� دو �ر ه� �رای ب� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ن��ی �ح� �ن� D۱−م� ی��ک را M روی در C۱ �ه�ای �ع� �ط� ق� �ور ط� �ه ب� �ن��ی �ح� �ن� م� �ر ه�

م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� q ب��ه p از D۱−م��ن��ح��ن��ی�ه��ا ت��م��ام ط��ول ای��ن��ف��ی��م��م را ن��ق��ط��ه دو ای��ن ف��اص��ل��ه�ی ،p, q ∈M

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش d(p, q) ب��ا را آن و

ص��ورت ب��ه d(p, q) آن در ک��ه اس��ت ری��ک � �ت� م� ف��ض��ای ی��ک �ان��ی �م� ری� �ن��د �ب� �م� ه� �ل��د �ف� �ی� �ن� م� ه��ر .١.٢.١ �ی��ه ق��ض�

اس��ت. م��ن��ی��ف��ل��د اول��ی��ه�ی ت��وپ��ول��وژی ه��م��ان ری��ک، م��ت�� ف��ض��ای ای��ن ت��وپ��ول��وژی ب��ع��لاوه، م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� ب��الا
1discrete dynamical system
2continuous dynamical system
3Reimannian metric
4Riemannian manifold
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ب��ب��ی��ن��ی��د. را ۵ ف��ص��ل ،[٢٠] ب��ره��ان.

دی��ف��ی��وم��ورف��ی��س��م ی��ک م��داری س��اخ��ت��ار ٣.١

�ر ه� �رای ب� . f ∈ Diff r(M) و �د �اش� ب� �دی �ع� ب� m �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� �ک ی� M �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١.٣.١ �ف �ری� �ع� ت�

�ا ب� را �ه �وع� �م� �ج� م� �ن ای� . {fn(p)|n ∈ Z} از �ت اس� �ارت �ب� ع� f �ت �اش� �گ� ن� �ت �ح� ت� p �دار١ م� ،p ∈ M

ب��ا اس��ت ب��راب��ر p م��ث��ب��ت -م��دار f ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش Orbf (p)

Orb+f = {fn(p) | n ⩾ ۰}

�اه��ی �ن� �ت� م� Orbf (p) �ه ک� �ی �ت� وق� . Orb−f = {f−n(p) | n ⩾ ۱} �ا ب� اس��ت �ر �راب� ب� p �ف��ی �ن� م� �دار م� - f و

ش��ده ت��ش��ک��ی��ل ن��ق��ط��ه ی��ک از ف��ق��ط Orbf (p) ک��ه درح��ال��ت��ی اس��ت. ت��ن��اوب��ی٢ ن��ق��ط��ه�ی ی��ک p گ��وی��ی��م ب��اش��د

خ��وان��ی��م. f ث��اب��ت٣ ن��ق��ط��ه�ی را p ،f(p) = p ی��ع��ن��ی ب��اش��د

و �م �ی� �وی� گ� p �اوب۴ �ن� ت� دوره�ی ،fn(p) = p آن �ه�ازای ب� �ه ک� n ⩾ ۱ �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ن ری� � �ت� �ک� �وچ� ک� �ه ب�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش per(f) ب��ا را f ت��ن��اوب��ی ن��ق��اط ت��م��ام م��ج��م��وع��ه�ی

م��ی��ن��ام��ی��م. ن��اوردا۵ خ��لاص��ه ط��ور ب��ه ی��ا f−ن��اوردا را Γ آن�گ��اه f(Γ) = Γ اگ��ر ه��م��چ��ن��ی��ن

ن��اورداس��ت. f م��دار ه��ر ک��ه اس��ت ب��دی��ه��ی

وج��ود nی ̸= ۰ ص��ح��ی��ح ع��دد ، p از V ه��م��س��ای��گ��ی ه��ر ب��رای اگ��ر گ��وی��ی��م ن��اس��رگ��ردان۶ را p ن��ق��ط��ه�ی

Ω(f) �ا ب� را f �ردان �رگ� �اس� ن� �اط �ق� ن� �ام �م� ت� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� . fn(V ) ∩ V ̸= ∅ �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش

�ی �اه� �ن� �ت� م� �ه�ی �ال� �ب� دن� ،f �ت �اش� �گ� ن� �رای ب� y �ه ب� x �طۀ �ق� ن� از n �ول ط� �ه ب� �ر �ی� �ج� ϵ−زن� �ک ی�

ب��اش��ی��م داش��ت��ه ،۱ ⩽ j ⩽ n ،j ه��ر ب��رای ک��ه ب��ه�ط��وری اس��ت {x = x۰, ..., xn = y}

d(f(xj−۱), xj) < ϵ.

1orbit
2periodic point
3fixed point
4period
5invariant
6nonwandering
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اس��ت زی��ر ب��ه�ش��ک��ل م��ج��م��وع��ه�ای ،f ب��رای ب��ازگ��ش��ت��ی١ زن��ج��ی��ر م��ج��م��وع��ه�ی

R(f) = {x : ب��اش��د داش��ت��ه xوج��ود ب��ه xاز −زن��ج��ی��ر ϵ ی��ک , ϵ > ۰ ه��ر {ب��رای

داده �ان �ش� ن� w(p) �ا ب� را f �اش��ت �گ� ن� �رای ب� p ∈ M �ه�ی �ط� �ق� ن� �دی٢ w-ح� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� .٢.٣.١ �ری��ف �ع� ت�

�ی �ع� �ی� �ب� ط� �دا اع� از �ه�ای �ال� �ب� دن� �وان �ت� ب� �ه ک� q ∈ M �د �ن� �ان� م� �ی �اط� �ق� ن� �ه �وع� �م� �ج� م� از �ت اس� �ارت �ب� ع� و �م �ی� �ی�ده� م�

ی��ع��ن��ی ،ni → ∞ ک��ه وق��ت��ی fni(p) → q ک��ه ی��اف��ت {ni} م��ان��ن��د

w(p) = {q ∈M ; ∃{ni} , ni −→ ∞ , fni(p) → q}

داده �ان �ش� ن� α(f) �ا ب� �ه ک� f �اش��ت �گ� ن� �رای ب� p ∈ M �ه�ی �ط� �ق� ن� �دی α−ح� �ه �وع� �م� �ج� م� .٣.٣.١ �ف �ری� �ع� ت�

ک��ه ی��اف��ت {ni} م��ان��ن��د دن��ب��ال��ه�ای ب��ت��وان ک��ه اس��ت q ∈M م��ان��ن��د ن��ق��اط��ی م��ج��م��وع��ه از م��ت��ش��ک��ل م��ی�ش��ود،

ی��ع��ن��ی ،ni → −∞ ک��ه وق��ت��ی fni(p) → q

α(p) = {q ∈M ; ∃{ni} , ni −→ −∞ , fni(p) → q}

ب��رای α(p) ب��ا ب��راب��ر f ∈ Diff r(M) ب��رای w(p) م��ج��م��وع��ه ک��ه اس��ت ب��دی��ه��ی ری��ف ت��ع�� ب��ه ت��وج��ه ب��ا

اس��ت. ب��رق��رار ن��ی��ز α(p) ب��رای م��ی�ش��ود، ب��ی��ان w(p) ب��رای ک��ه ق��ض��ای��ای��ی ت��م��ام ل��ذا و اس��ت f−۱

ص��ورت ای��ن در .x, y ∈M و f ∈ Diff r(M) ک��ن��ی��م ف��رض .۴.٣.١ ق��ض��ی��ه

.w(y) = w(x) آن�گ��اه y ∈ Orbf (x) اگ��ر .١

اس��ت. ب��س��ت��ه و پ��ای��ا م��ج��م��وع��ه�ای w(x) .٢

.w(y) ⊂ w(x) آن�گ��اه y ∈ w(x) اگ��ر .٣

�ی �ه� �ات� ن� w(x) �اه آن�گ� �د �اش� ب� M از �رده�ای �ش� ف� �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� در �ول �م� �ش� م� x �ت �ب� �ث� م� �دار م� �ر اگ� .۴

�ه ک� �ی �ام� �گ� �ن� ه� �د، �ن� �ی�ک� م� �ل �ی� م� �ر �ف� ص� �ت �م� س� �ه ب� d(fn(x), w(x)) �ه�ی �ل� �اص� ف� و �ت اس� �رده �ش� ف� و

.n→ ∞

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [٢٠] ب��ره��ان.
1chain recurrent set
2w-limit set
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�ی �ت� �خ� ری� �ان� �س� �م� ه� ی��ک از �ت �س� �ارت� �ب� ع� g و f �م �س� �ی� �ورف� �وم� �ی� �ف� دی� دو �ن �ی� ب� �زوی��ج١ ت� �ک ی� .۵.٣.١ �ری��ف �ع� ت�

�م ری� دا n ∈ Z �ر ه� �رای ب� �ت �ال� ح� �ن ای� در �ه ک� �ت اس� �ی �ه� �دی� ب� .hof = goh �ه �وری�ک� �ه�ط� ب� h : M −→ N

آن�گ��اه ، q = h(p) اگ��ر ب��ن��اب��رای��ن و hofn = gnoh

orbg(q) = h(orbf (p))

�ن �ی� ب� �ج٢ �زوی� ت� - �م �ی� ن� �ک ی� �ب �ی� �رت� ت� �ن �ی� �م� ه� �ه ب� �رد. �ی�ب� م� g �ای �داره� م� روی �ر ب� را f �ای �داره� م� h �ی �ن� �ع� ی�

�ه �وری�ک� �ه�ط� ب� h : M −→ N �ای �وش� پ� و �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ت �اش� �گ� ن� از �ت اس� �ارت �ب� ع� �م �س� �ی� �ورف� �وم� �ی� �ف� دی� دو �ن ای�

. hof = goh

ص��ف��ر ث��اب��ت ن��ق��ط��ه�ی ب��ا ϕ(x) م��وض��ع��ی دی��ف��ی��وم��ورف��ی��س��م ه��ر ب��رای .( اس��ت��ن��ب��رگ٣ ق��ض��ی��ه ) ۶.٣.١ ق��ض��ی��ه

رده�ی از ϕ �ر اگ� �ه ک� �وری ط� �ه ب� دارد �ود وج� N = N(K) �دد ع� ی��ک ،K > ۰ �ی��ح �ح� ص� �دد ع� �ر ه� �رای ب� و

ک��ن��ن��د ص��دق زی��ر ش��رط در ،A = Dϕ(۰) آن، خ��ط��ی ق��س��م��ت وی��ژه�ی م��ق��ادی��ر و ب��اش��د CN

λj − λm۱
۱ λm۲

۲ · · ·λmN
N ̸= ۰

h(x) = x+O(|x|۲) دی��ف��ی��وم��ورف��ی��س��م ی��ک آن�گ��اه ،m۱ + · · ·+mN ≥ ۲ و ۱ ≤ j ≤ N ک��ه ج��ای��ی

از ن��ی��ز h آن�گ��اه ب��اش��د C∞ رده�ی از ϕ اگ��ر �ن��ی��ن ه��م��چ� اس��ت. م��زدوج A ب��ا ϕ ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود

اس��ت. C∞ رده�ی

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [٢٣ ،٢٢] ب��ره��ان.

ه��ذل��ول��وی م��ج��م��وع��ه�ه��ای و ن��ق��اط ۴.١

�د. �اش� ب� f ∈ Dif f r(M) از �ی) �اوب� �ن� (ت� �ت �اب� ث� �ه�ی �ط� �ق� ن� �ک ی� p ∈ M �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .١.۴.١ �ف �ری� �ع� ت�

(Dfk(p))Dpf : TpM → TpM �ر اگ� �ت اس� �وی۴ �ول� �ذل� ه� �ی) �اوب� �ن� (ت� �ت �اب� ث� �ه�ی �ط� �ق� ن� �ک ی� p �م �ی� �وی� گ�

Dpf �ژه�ی وی� �ر �ادی� �ق� م� �ه�ی �م� ه� �ق �ل� �ط� �درم� ق� �ر اگ� �ورت ص� �ن� ای� در �د. �اش� �ب� ن� ۱ �رم ن� �ا ب� �ژه�ای وی� �دار �ق� م� دارای

1conjugacy
2semiconjugacy
3Stenberg theorem
4hyperbolic



١۶ م��ق��دم��ات��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف

�ع)٢ �ب� �ن� (م� �ع داف� را p �د، �اش� ب� �ک ی� از �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ر اگ� و �ک)١ �اه� (چ� �اذب ج� را p �د، �اش� ب� �ک ی� از �ر �ت� �م� ک�

م��ی�ن��ام��ی��م. زی��ن��ی٣ ن��ق��ط��ه�ی را آن ب��اش��د، داف��ع ن��ه و ج��اذب ن��ه p ک��ه ص��ورت��ی در م��ی�ن��ام��ی��م.

م��ی�ده��ی��م. گ��س��ت��رش زی��ر ب��ه�ص��ورت M ن��اوردای م��ج��م��وع��ه�ه��ای ب��ه را ف��وق ری��ف ت��ع�� ح��ال

�ول��وی �ذل� ه� �ار �ت� �اخ� س� دارای Λ �م �ی� �وی� گ� �د. �اش� ب� M از �رده�ای �ش� ف� �ای �ای� پ� �ه�ی �وع� �م� �ج� �رم� زی� Λ �م �ی� �ن� ک� ف��رض

�د �اش� ب� �ود �وج� م� TxM = Eu ⊕ Es �رد �ه�ف� رب� � �ص� �ح� �ن� م� زیۀ � �ج� ت� �ک ی� ،x ∈ Λ �ر ه� �رای ب� �ر اگ� �ت اس� M روی

ب��ه�ط��وری�ک��ه

ب��اش��ن��د. پ��ی��وس��ت��ه Λ در x 7−→ Eu
x و x 7−→ Es

x ت��غ��ی��ی��رات .١

.Df(Eu
x) = f(Eu

f(x) و Df(Es
x) = Es

f(x) ی��ع��ن��ی ب��اش��د، -پ��ای��ا Df زیۀ ت��ج�� .٢

ب��ه�ط��وری�ک��ه ب��اش��ن��د م��وج��ود ۰ < λ < ۱ و C > ۰ ث��اب��ت اع��داد .٣

Df−n(v) ⩽ Cλn||v|| v ∈ Eu
x, n ⩾ ۰,

Dfn(v) ⩽ Cλn||v|| v ∈ Es
x, n ⩾ ۰.

ک��ه اس��ت ای��ن (۱) در پ��ی��وس��ت��گ��ی از م��ن��ظ��ور اس��ت). ری��م��ان��ی ری��ک م��ت�� ت��وس��ط ش��ده ت��ول��ی��د ن��رم ف��وق، (ن��رم

آن�گ��اه ،d(p, q) < δ اگ��ر ب��ه�ط��وری�ک��ه ب��اش��د م��وج��ود δ > ۰ ش��ده، داده ϵ ه��ر ب��رای

Eu
q ⊂ Cu

p (E) = {vu + vs; vk ∈ Eu
p , vs ∈ Es

p, ∥|vs|| ⩽ ϵ||vu||}.

ی��ک Λ �م �ی� �وی� گ� �د، �اش� ب� f �م �س� �ی� �ورف� �وم� �ی� �ف� دی� �رای ب� �وی �ول� �ذل� ه� �ار �ت� �اخ� س� دارای Λ �اوردای ن� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ر اگ�

اس��ت. ه��ذل��ول��وی۴ ن��اوردای م��ج��م��وع��ه�ی

�اب��ت ث� �ه�ی �ط� �ق� ن� �ک ی� p ∈ M و f ∈ Diff r(M) �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .( �م��ن۵ �ارت� ه� �ه �ی� �ض� ق� ) ٢.۴.١ �ه �ی� �ض� ق�

M در p از V ه��م��س��ای��گ��ی�ه��ای ص��ورت ای��ن در .A = Dfp : TpM → TpM و ب��اش��د f از ه��ذل��ول��وی

.h ◦ f = A ◦ h ک��ه ط��وری ب��ه م��وج��ودان��د h : U → V ری��خ��ت��ی ه��م��س��ان و TpM در ص��ف��ر از U و
1attractor(sink)
2repellor(source)
3saddle
4hyperbolic invariant set
5Hartman’s theorem



١٧ م��ق��دم��ات��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف

ب��ب��ی��ن��ی��د. را [١٩] ب��ره��ان.

�ه�ای �وع� �م� �ج� م� Λ ⊂ M و �م �س� �ی� �ورف� �وم� �ی� �ف� C۱-دی� ی��ک f : M −→ M �م �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣.۴.١ �ف �ری� �ع� ت�

�ر اگ� �م �ی� �ام� ن� �وی١ �ول� �ذل� ه� �اً �زئ� ج� را TΛM = Eu + Ec + Es �ه�ی زی� � �ج� -ت� Df �د. �اش� ب� f �رای ب� �اوردا ن�

�د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� µ > ۱ و ۰ < λ < ۱ �ای �ت�ه� �اب� ث� و M �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� روی �ر ب� ||.|| �ی �ان� �م� ری� �ک ری� � �ت� م�

ب��اش��د ب��رق��رار زی��ر ن��ام��س��اوی�ه��ای ،x ∈ Λ ن��ق��ط��ه�ی ه��ر در ک��ه ب��ه�ط��وری

۰ < ||Df(x)|Es|| < λ < m(Df(x)|Ec) ⩽ ||Df(x)|Ec || < µ < m(Df(x)|Ec),

م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� زی��ر ب��ه�ص��ورت m ن��رم٢ ه��م آن در ک��ه

m(Df(x)) = inf{||Df(x)(v)|| | ||v|| = ۱}.

ن��م��ادی��ن ف��ض��ای ۵.١

ی��ک دن��ب��ال��ه�ه��ای Σ+
k ع��ن��اص��ر ری��م. م��ی�گ��ی�� ن��ظ��ر در {۱,۲, . . . k} ب��ه N از ت��واب��ع ه��م��ه�ی م��ج��م��وع��ه�ی را Σ+

k

.wi ∈ {۱,۲, . . . , k} ،i ≥ ۰ ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه �ن��د �ت� ه��س� w = (w۰, w۱, . . . ) ص��ورت ب��ه ط��رف��ه

م��ی�ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را d ری��ک م��ت�� Σ+
k ب��رای

d(s, t) =
∞∑
k=۰

δ(sk, tk)

۳k

و t = (t۰, t۱, . . . ) و s = (s۰, s۱, . . . ) آن در ک��ه

δ(i, j) =

{
۰ i = j
۱ i ̸= j

اس��ت��وان��ه�ای٣ م��ج��م��وع��ه�ه��ای ری��ک، م��ت�� ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا

ci(w) =
{
w′ ∈ Σ+

k ; d(w,w′) < ۳−i
}

�ه�ای �وان� �ت� اس� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� ری��ف � �ع� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �د. �ن� �اش� �ی�ب� م� Σ+
k روی �وژی �ول� �وپ� ت� �رای ب� �ه�ای �ای� پ� �ر �اص� �ن� ع�

ب��اش��ن��د. ب��راب��ر w ع��ن��اص��ر ب��ا iام ج��م��ل��ه ت��ا ک��ه اس��ت دن��ب��ال��ه�ه��ای��ی ش��ام��ل ci(w) ک��ه گ��رف��ت ن��ت��ی��ج��ه م��ی�ت��وان

1partially hyperbolic
2conorm
3cylinder sets



١٨ م��ق��دم��ات��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف

ی��ع��ن��ی

ci(w) =
{
w′ ∈ Σ+

k ; wj = w′
j , ∀j ≤ i

}
.

ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه Σ+
k روی را d۱ اس��ت��ان��دارد ری��ک م��ت�� م��ی�ت��وان��ی��م

d۱(s, t) = ۲−m , m = min{|n| ; wn ̸= w′
n}

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [٢٠] اس��ت( م��ع��ادل d ری��ک م��ت�� ب��ا d۱ ری��ک م��ت��

م��ی�ک��ن��ی��م ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه را p اح��ت��م��ال ان��دازه�ی Σ+
k روی

p{w ∈ Σ+
k ; wi۱ = α۱ , wi۲ = α۲, . . . , win = αn} =

۱
kn
.

ض��اب��ط��ه�ی ب��ا را Σ+
k روی ب��رن��ول��ی١ ن��وب��ت ن��گ��اش��ت

σ : Σ+
k → Σ+

k , σ(s۰, s۱, . . . ) = (s۱, s۲, . . . )

را [۵] �ت.( اس� �ه �ت� �وس� �ی� پ� d �ک ری� � �ت� م� از �ل �اص� ح� �وژی �ول� �وپ� ت� در �ت �وب� ن� �ت �اش� �گ� ن� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف ری� � �ع� ت�

ب��ب��ی��ن��ی��د.)

ک��ن��ی��م. م��ط��رح را زی��ر گ��زاره�ه��ای م��ی�ت��وان��ی��م Σ+
۲ روی

.Car pern(σ) = ۲n .١

ه��س��ت��ن��د. چ��گ��ال Σ+
۲ در per(σ) .٢

ب��ب��ی��ن��ی��د.) را [۵] دارد.( وج��ود Σ۲ در σ ب��رای چ��گ��ال م��دار ی��ک .٣

از �ع �واب� ت� �ه �م� ه� �ه �وع� �م� �ج� م� را Σk �ال ح� �ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ه �رف� ط� ی��ک �ادی��ن٢ �م� ن� �ای �ض� ف� (Σ+
k , σ) �ض��ای ف�

�ه �رف� ط� دو �ای �ه�ه� �ال� �ب� دن� �ورت ص� �ه ب� Σk �ر �اص� �ن� ع� �م. ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در {۱,۲, . . . , k} �ه �وع� �م� �ج� م� �ه ب� Z

ری��ک م��ت�� .wi ∈ {۱,۲, . . . , k} ،i ∈ Z ه��ر ب��رای ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت w = (. . . , w−۱|w۰, w۱, . . . )

م��ی�ک��ن��ی��م: ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه Σk ب��رای را d

d(s, t) =
+∞∑

k=−∞

δ(sk, tk)

۴|k|

1Bernoulli shift map
2symbolic Dynamic
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م��ی�ش��ون��د ری��ف ت��ع�� زی��ر ص��ورت ب��ه Σk در اس��ت��وان��ه�ای م��ج��م��وع��ه�ه��ای

ci(w) = {w′ ∈ Σk ; wj = w′
j , |j| < i}

م��ی�ش��ود ری��ف ت��ع�� زی��ر ض��اب��ط��ه�ی ب��ا Σk روی ب��رن��ول��ی ن��وب��ت ن��گ��اش��ت� ه��م��چ��ن��ی��ن

σ : Σk → Σk , σ(. . . , s−۱|s۰, s۱, . . . ) = (. . . s۰|s۱, . . . )

م��ی�ش��ود. گ��ف��ت��ه ط��رف��ه دو ن��م��ادی��ن ف��ض��ای (Σk, σ) ب��ه

م��ی�ب��اش��د. م��زدوج ن��م��ادی��ن ف��ض��ای از زی��رف��ض��ای��ی ب��ا ک��ه س��ت م��ث��ال��ی ش��ام��ل ب��ع��د ب��خ��ش

ج��اذب ۶.١

ب��ه �ی��ده �ی��چ� پ� �ا �ت� �ب� ن��س� ج��اذب ی��ک از �ال��ی �ث� م� �ی��ن �ن� �م��چ� ه� م��ی�پ��ردازی��م، ج��اذب �ه��وم �ف� م� �ی��ان ب� �ه ب� ب��خ��ش ای��ن در

را [٢٠] اس��ت( گ��ردی��ده �ع��رف��ی م� �ام��ز �ی� �ل� وی� و �ی��ل �م� اس� ت��وس��ط �ه ک� �ی��م م��ی�ده� ارائ��ه �ی��د١ �ن��وئ� �ول� س� ج��اذب ن��ام

ب��ب��ی��ن��ی��د).

N ⊂M ف��ش��رده م��ج��م��وع��ه�ی ب��اش��د دی��ف��ی��وم��ورف��ی��س��م ی��ک f :M →M ک��ن��ی��م ف��رض .١.۶.١ ت��ع��ری��ف

ب��س��ت��ه�ی م��ج��م��وع��ه�ی ص��ورت ای��ن در .f(N) ⊂ int(N) ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م f ب��رای ت��ل��ه�ای٢ ن��اح��ی��ه ی��ک

اس��ت. f ب��رای ج��اذب٣ م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک Λ = ∩n≥۰f
n(N) ن��اوردای

�ده دی� �ی �ان� آس� �ه ب� �د �اش� ب� M �ی �اه� �ن� �ت� م� �د �ع� ب� �ا ب� �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� از �اوردا ن� و �رده �ش� ف� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ک ی� Λ �ر اگ�

از V ک��وچ��ک دل��خ��واه ب��ه ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک اگ��ر ت��ن��ه��ا و اگ��ر اس��ت ج��اذب م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک Λ ک��ه م��ی�ش��ود

.w(p) ⊂ Λ �،p ∈ V ه��ر ازای ب��ه ه��م��چ��ن��ی��ن و ب��اش��د پ��ای��ا م��ث��ب��ت V ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود Λ

ب��ب��ی��ن��ی��د). را [٢٠] )

�ه ک� �ت اس� M �ه ب� �ق �ل� �ع� �ت� م� �ی �اط� �ق� ن� �ام �م� ت� �ه�ی �وع� �م� �ج� م� �ذب، ج� �وزه�ی ح� از �ور �ظ� �ن� م� Λ �اذب ج� �رای ب�

م��ی�پ��ردازی��م. س��ول��ن��وئ��ی��د ج��اذب ری��ح ت��ش�� ب��ه ح��ال ب��اش��د. Λ زی��رم��ج��م��وع��ه�ی آن�ه��ا w−ح��دی

1solenoid
2trapping region
3attracting set


