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೯دایا...
است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگͬ�اش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم حسرت

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب
بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای به
هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست رهایͬ
که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در
در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من، نͽاه
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست

آن१ویૡঙه�یدਜอං౱ی�೯୓داਪی঒ࡣت
଒داൻতࣁشධ෈رانૡঙه�ی৯داಶඍن�॥୓ت...



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
مینو دکتر خانم سرکار خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه کامرانͬ،
داور زحمت که جلیلیان رضا دکتر آقای جناب گرانقدر استاد زحمات از نمͬ�رسید. انجام به
جناب گرانقدر استاد از مͬ�نمایم. تشͺر و تقدیر صمیمانه شدند متقبل را رساله این داخلͬ
قدردانͬ و تشͺر کمال نمودند زحمت قبول خارجͬ داور عنوان به که حقیقͬ امیر دکتر آقای
بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در دارم. را

. را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا، از

زرگوش ͬͺمل مهناز
١٣٩٣ دی

ଘم৤قدৎ
وओودग़قدسماభموࣅباد்هجاৣم৮درم



چͺیده
سیͽنال، پردازش و هندسͬ مدل�سازی آماری، کاربردهای نظیر عملͬ وضعیت�های از برخͬ در
منفرد مربعͬ یا و نامربعͬ A ∈ Rm×n ماتریس آن در که داریم Ax = b دستͽاه حل به نیاز
حالت�هایͬ در و باشد نداشته وجود جواب هیچ�وجه به است ممͺن حالت�هایͬ چنین در است.

باشد. داشته وجود جواب بͬ�نهایت است ممͺن مͬ�شود یافت جواب که
بردار به ممͺن حد تا را Ax که است xی بردار جستجوی وضعیت، بهترین حالت این در
استانداردی الͽوریتم�های اکثر سازد. کمینه را ∥r(x)∥ = ∥Ax − b∥ مقدار و کند ͷنزدی b
دسته دارند. ͬͽبست ماتریس حالت عدد به شده�اند مطرح فوق مسأله�ی حل برای تاکنون که
مثال عنوان به دارند بزرگͬ حالت عدد اما دارند کاربرد بسیار که هستند ماتریس�ها از وسیعͬ
در استاندارد الͽوریتم�های بنابراین نمود. اشاره واندرموند یا و کوشͬ ماتریس�های به مͬ�توان

نمͬ�رسند. مطلوب جواب به لزوماً حالت این
مسئله�ی رتبه�نما تجزیه�های از استفاده با که است الͽوریتمͬ طرح پایان�نامه این در ما هدف
الͽوریتم�های و دارد بزرگͬ حالت عدد ،A ماتریس که minx ∥Ax − b∥۲ مربعات کم�ترین

نماید. حل را دارند، بزرگͬ نسبͬ خطای کران آنها حل برای استاندارد
است) �کردن گرد خطای واحد u ) است O(u) الͽوریتم این در آمده بدست نسبͬ خطای
تقریباً که دارد نیاز فلاپ o(n۲m) به الͽوریتم این است. κ۲(A)حالت عدد اندازه از مستقل که
دستͽاه حل برای مذکور الͽوریتم ادامه در است. یͺسان قبلͬ الͽوریتم�های محاسباتͬ هزینه با
تعمیم است حالت بد دستͽاه و نامنفرد A ∈ Rn×n ماتریس که حالتͬ در Ax = b خطͬ
ناقص، رتبه کامل، رتبه با ماتریس�های برای که است این الͽوریتم این مزیت مͬ�شود. داده
به پایان در دارد. را لازم کارایͬ (m < n) فرومعین و (m ⩾ n) فرامعین خطͬ دستͽاه�های
ماتریس با عددی مثال چند روی را الͽوریتم این الͽوریتم، عددی دقت دادن نشان� منظور

مͬ�شود. داده قرار آزمون مورد �حالت بد ضرائب

کلیدی: کلمات

رتبه�نما تجزیه�های اختلال�ضربͬ، قضیه شبه�وارون، مربعات، کم�ترین مسائل



مطالب فهرست

صفحه عنوان

نیازها پیش ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تͺین مقادیر و ماتریس�ها ٢.١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریسͬ و برداری دنباله�های همͽرایͬ ٣.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . محاسبات در خطاها و شناور ممیز اعداد ۴.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسائل وضعیت و الͽوریتم�ها پایداری ۵.١

آن کاربردهای و جبر�خطͬ در مفید تبدیلات برخͬ ٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . LU تجزیه�ی و مقدماتͬ ماتریس�های ٢.٢
٢٣ . . . . . . . . . . . QR تجزیه�ی برای کاربردها و هولدر هاوس تبدیلات ٣.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (SV D) تͺین مقدار تجزیه�ی ۴.٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ دستͽاه�های عددی جواب�های ۵.٢
٣۶ . . . . . . . . خطͬ دستͽاه�های برای دوم توان�های کم�ترین جواب�های ۶.٢
٣٧ . . فرامعین دوم توان�های کم�ترین مسائل برای محاسباتͬ روش ١.۶.٢
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرومعین دستͽاه�های ٢.۶.٢

رتبه�نما تجزیه�های از استفاده با خطͬ مربعات کم�ترین مسائل جواب�های ٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
۴٨ . . . . . . . . . . . Moore− Penrose تعریف و A ماتریس وارون شبه ٢.٣
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (RRD) رتبه�نما تجزیه�ی ٣.٣

(SV D) تͺین مقدار تجزیه�ی از استفاده با (RRD) رتبه�نما تجزیه�ی ١.٣.٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

هولدر هاوس QR تجزیه�ی از استفاده با (RRD) رتبه�نما تجزیه�ی ٢.٣.٣
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ستونͬ محورگیری با

آ�



۵٢ . . . . . . . . . . مربعات کم�ترین مسأله حل و (RRD) رتبه�نما تجزیه�ی ۴.٣
۵٧ . . . . . Moore− Penrose وارون شبه ماتریس برای ضربͬ اختلال نتایج ۵.٣
۵٩ . . . . . . . مربعات کم�ترین مسأله جواب�های برای ضربͬ اختلال نتایج ۶.٣
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا آنالیز و الͽوریتم ٧.٣
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ٨.٣

رتبه�نما تجزیه�های از استفاده با خطͬ دستͽاه�های عددی جواب�های ۴
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
٧٧ . . . . . . . . . . Ax = b خطͬ دستͽاه حل و (RRD) رتبه�نما تجزیه�ی ٢.۴
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ دستͽاه برای ضربͬ اختلال قضیه�ی ٣.۴
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطا آنالیز و الͽوریتم ۴.۴
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتایج ۵.۴

مآخذ و منابع

فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

ب



پیشͽفتار
و شد بیان ١ گاوس توسط مربعات کم�ترین مسأله�ی حل برای روش اولین ١٧٩۵ سال در
جمله از یافت توسعه مربعات کم�ترین مسائل حل برای عددی روش�های بعد، سال�های در
آمدند بدست ١٩۶۵ سال ٢در گولوب وسیله به هولدر هاوس ماتریس پایه بر QR تجزیه�ی

.[٩]
متعامد تجزیه�ی الͽوریتم و NSH الͽوریتم طراحͬ با توانست ٣ واوسیس ١٩٩٧ سال در

.[١۵] کند بررسͬ را مسائل این پایداری مربعات کم�ترین مسائل برای کامل
مرجع�های در قطری ماتریس�های با مربعات کم�ترین مسائل برای نیز خاصͬ الͽوریتم�های
هم�چنین و است بیشتر استاندارد الͽوریتم�های از آنها دقت که شده�اند بررسͬ [١٩ ،١۵ ،۶ ،١]
[١۶ ،١۴ ،٩] مرجع�های در ویژه مقدار مسائل و خطͬ مسائل برایحل نیز خاصͬ الͽوریتم�های
نسبت را اطلاعات ذخیره�سازی در صرفه�جویͬ و دقت سرعت، مͬ�توانند که شده�اند طراحͬ
حل برای که استانداردی الͽوریتم�های از وسیعͬ دسته ببرند. بالا استاندارد الͽوریتم�های به
تجزیه�ی اساس بر شده�اند مطرح کامل ستونͬ رتبه با minx ∥Ax−b∥۲ مربعات کم�ترین مسئله�ی

هستند. هولدر هاوس ماتریس از استفاده با QR

دقیق جواب x۰ شده محاسبه جواب که معنا این به هستند پایدار پسرو الͽوریتم�ها این
.[١۴] است minx ∥(b+∆b)− (A+∆A)x∥۲ صورت به مربعاتͬ کم�ترین مسأله�ی

مربعات کم�ترین مسائل حل برای وسیعͬ طور به نیز (SV D) تͺین مقادیر تجزیه�ی روش�
.[٢١ ،٢] است شده برده کار به

از شده محاسبه خطای کران که داد نشان استاندارد الͽوریتم�های اکثر آمده بدست نتایج
شبه A† که κ۲(A) = ∥A†∥۲∥A∥۲ و است کردن گرد خطای واحد u) است بزرگ�تر uκ۲(A)

در اما نمͬ�شود. تضمین روش دقت κ۲(A) >
۱
u
که حالتͬ در بنابراین است)، A وارون

دارند بزرگͬ حالت عدد یعنͬ هستند، حالت بد که دارند وجود زیادی ماتریس�های کاربرد،
حالت، این در بنابراین کرد. اشاره کوشͬ و واندرموند ماتریس�های به مͬ�توان مثال عنوان به
نسبͬ خطای با را جواب است ممͺن مربعات کم�ترین مسائل حل برای استاندارد الͽوریتم�های

کنند. محاسبه بزرگ
و مربعات کم�ترین مسائل حل برای خاص الͽوریتمͬ ارائه�ی پایان�نامه این در ما هدف

١Gauss
٢Golub
٣Vavasis

پ



است بزرگ A ماتریس حالت عدد که حالتͬ در که است خطͬ دستͽاه�های حل هم�چنین
است. رتبه�نما تجزیه�های مبنای بر شده ارائه الͽوریتم اساس نͺند. رشد آن نسبͬ خطای

ماتریس که است اساس این بر مͬ�شود استفاده آن از پایان�نامه این در که رتبه�نمایͬ تجزیه�ی
خوشحالتهستند ماتریس�های Y Xو مͬ�کند. XDYتجزیه صورت به را rank(A) = r با A
تجزیه این از استفاده با سپس است. rank(X) = rank(Y ) = r و است قطری ماتریسͬ D و
اثبات قضایایͬ در مͬ�شود. حل خطͬ دستͽاه�های سپس و مربعات کم�ترین مسئله�ی ابتدا
و نیست وابسته ماتریس حالت عدد به دستͽاه�ها این از حاصل جواب نسبͬ خطای که مͬ�شود
به ادامه در است. استفاده قابل الͽوریتم این نیز دارد بزرگͬ حالت عدد A که حالتͬ در نتیجه در
تجزیه�ی و ستونͬ محورگیری با QR تجزیه��ی از استفاده با فوق رتبه�نمای تجزیه�ی دقت مقایسه
مفاهیم و تعاریف بیان به اول فصل در ابتدا .[١٠ مͬ�شود[١١، پرداخته (SV D) تͺین مقادیر
تبدیل چند دوم فصل در سپس مͬ�شود. پرداخته داریم نیاز آن�ها به بعدی فصل�های در که اولیه
مقدار تجزیه�ی و هولدر هاوس QR تجزیه�ی ،LU تجزیه�ی جمله از ماتریس�ها برای مفید و مهم
خطͬ دستͽاه�های عددی حل در تجزیه�ها این کاربرد بیان به سپس و مͬ�شود بیان (SV D) تͺین
[١١] مرجع از که سوم فصل در ادامه در .[٧] مͬ�شود پرداخته مربعات کم�ترین مسائل و
رتبه�نما تجزیه�های از استفاده با مربعات کم�ترین مسائل جواب�های بررسͬ به است شده گرفته
برای که است رتبه�نمایͬ تجزیه�ی اساس بر فصل این در شده ارائه الͽوریتم مͬ�شود. پرداخته
و مͬ�رسد استاندارد الͽوریتم�های به نسبت بهتری جواب به بزرگ حالت عدد با ماتریس�های
برای سوم فصل در شده ارائه الͽوریتم [١٠] مرجع از استفاده با چهارم فصل در نهایت در
پرداخته روش خطای به مربوط قضیه�های بیان به و مͬ�شود بیان نامنفرد n × n ماتریس�های

مͬ�شود.

ت



١ فصل

نیازها پیش



مقدمه ١.١

سپسمفاهیم شد. خواهد مرور بردارها و ماتریس�ها مفاهیم اساسͬ، تعاریف ابتدا فصل این در
بیان همͽرا ماتریس�های برای آنها کاربردهای و ماتریسͬ نرم برداری، نرم از اساسͬ نتایج و
الͽوریتم�ها پایداری اعداد، شناور ممیز دستͽاه بیان به مختصر صورت به پایان در مͬ�شود.
جبرخطͬ کتاب از فصل این مطالب است، ذکر به لازم مͬ�شود. پرداخته مسائل وضعیت و

.[٧] است شده آوری ١جمع داتا نات بیسوا کاربردها و عددی

تͺین مقادیر و ماتریس�ها ٢.١

ماتریس ستونͬ n و سطری m مستطیلͬ آرایه�ی در شده مرتب و Rm در بردار n از گردایه�ای
است. زیر شͺل دارای A ماتریس بنابراین مͬ�شود. نامیده

A =



a۱۱ a۱۲ . . . a۱n

a۲۱ a۲۲ . . . a۲n

... ...
am۱ am۲ . . . amn


,

همه�ی مجموعه مͬ�شود. داده نمایش A = (aij) ساده طور به یا ،A = (aij)m×n با ماتریس این
مͬ�شود. داده نمایش Rm×n توسط m× n ماتریس�های

از ماتریسͬ که مͬ�شود داده نمایش AT با m× n مرتبه از A ماتریس ترانهاده .١.٢.١ تعریف
مͬ�آید: بدست زیر صورت به A ستون�های و سطرها تعویض با که است n×m مرتبه

AT = (aji), i = ۱, . . . , n, j = ۱, . . . ,m.

هم�چنین،
(AB)T = BTAT .

باشد. AT = A اگر مͬ�شود نامیده متقارن A ماتریس

B ماتریس اگر است معͺوس�پذیر n× n مرتبه از A ماتریس که مͬ�شود گفته .٢.٢.١ تعریف
طوری�که به باشد داشته وجود n× n مرتبه از

AB = BA = I.

١Biswa Nath Datta
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خاصیت است. فرد �به منحصر معͺوس، مͬ�شود. داده نمایش A−۱ توسط A معͺوس
که است این معͺوس�پذیر ماتریس دو حاصل�ضرب معͺوس از جالب

(AB)−۱ = B−۱A−۱.

هرگاه مͬ�شود نامیده یͺانͬ مختلط، درایه�های با A مربعͬ ماتریس .٣.٢.١ تعریف
A∗A = AA∗ = I.

و هستند حقیقͬ A درایه�های که حالتͬ در و است. A ماتریس ترانهاده-مزدوج A∗ از منظور
ATA = AAT = I,

دارند. ماتریسͬ محاسبات در مهمͬ نقش متعامد ماتریس�های گویند. متعامد ماتریس را A
است. زیر صورت به متعامد ماتریس�های از مهم خاصیت دو

.O−۱ = OT است: آن ترانهاده دقیقاً O متعامد ماتریس معͺوس .١
است. متعامد ماتریس متعامد، ماتریس دو حاصل�ضرب .٢

برد دارد، وجود مهم وابسته زیرفضای دو m× n مرتبه از A ماتریس هر برای .۴.٢.١ تعریف
مͬ�شوند: داده نمایش N(A) توسط که A پوچ فضای و R(A) توسط که A

R(A) = {b ∈ Rm|b = Ax, x ∈ Rnمانند برداری ازای به },

N(A) = {x ∈ Rn|Ax = ۰}.

صورت به که S⊥ زیرفضای آن�گاه باشد Rm از زیرفضایͬ S کنید فرض
S⊥ = {y ∈ Rm|yTx = ۰, x ∈ S بردارهای همه ازای ,{به

مͬ�شود. نامیده S متعامد متمم مͬ�شود تعریف

که داد نشان مͬ�توان .۵.٢.١ نͺته
.N(A) = R(AT )⊥ .١
.R(A)⊥ = N(AT ) .٢

اگر است متعامد Rn در {ν۱, . . . , νm} بردارهای مجموعه .۶.٢.١ تعریف
νT
i νj = ۰, i ̸= j.

برای پایه�ای هستند. متعامد یͺا آن�ها آن�گاه باشد، νT
i νi = ۱ ،i هر ازای به اگر هم�چنین

مͬ�شود. نامیده زیرفضا برای متعامد یͺا پایه باشد نیز متعامد یͺا که زیرفضایͬ

٣



ماتریس رتبه

،A سطری بردارهای توسط �آمده وجود به زیرفضای آن�گاه است. A ∈ Rm×n کنید فرض
ستونͬ فضای A ستون�های توسط آمده وجود به زیرفضای مͬ�شود. نامیده A سطری فضای
A ستونͬ فضای بعد A ماتریس رتبه است. A ستونͬ فضای همان A برد مͬ�شود. نامیده A
اگر مͬ�شود نامیده نامنفرد A ∈ Rn×n مربعͬ ماتریس مͬ�شود. داده نمایش rank(A) با و است
Aدارای ∈ Rm×n ماتریس که مͬ�شود گفته است. منفرد صورت این غیر در باشد rank(A) = n

مشابه طور به کامل سطری رتبه باشند. خطͬ مستقل آن ستون�های اگر است کامل ستونͬ رتبه
کامل سطری رتبه دارای اگر است کامل رتبه دارای A ماتریس مͬ�شود گفته مͬ�شود. تعریف

است. رتبه ناقص نباشد، کامل رتبه دارای اگر باشد. کامل ستونͬ رتبه یا

قائم تصویر

زیر خواص دارای ،n× n مرتبه از P ماتریس آن�گاه است، Rn از زیرفضایͬ S کنید فرض
،R(P ) = S .١

است)، متقارن P) P T = P .٢
است). خود�توان P) P ۲ = P .٣

تصویر ادامه در مͬ�شود. نامیده تصویر ماتریس ساده، طور به یا S روی بر قائم تصویر
کنید توجه است. فرد �به منحصر زیرفضا روی بر قائم تصویر مͬ�دهیم. نمایش Ps با ،P قائم
یͺا پایه {ν۱, . . . , νk} آن در که ،V = (ν۱, . . . , νk) کنید فرض نیست. متعامد لزوماً قائم تصویر

آن�گاه است S زیر�فضای برای متعامد
Ps = V V T ,

Ps اما نیست، فرد به منحصر V که کنید توجه است. S روی بر فرد به منحصر قائم تصویر
ماتریس I آن در که ،I − Ps آن�گاه باشد، S روی بر قائم تصویر Ps اگر است. فرد به منحصر
یا R(A) برابر S هنͽامͬ�که است. S⊥ روی بر قائم تصویر است، Ps مرتبه همان از واحد
به را N(AT ) و R(A) روی بر فرد به منحصر قائم تصویرهای است، A به وابسته ،N(AT )

(m ≥ n) و A ∈ Rm×n اگر که داد نشان مͬ�توان مͬ�دهیم. نمایش PN و PA توسط ترتیب
آن�گاه باشد، کامل رتبه دارای

PA = A(ATA)−۱AT , PN = I − A(ATA)−۱AT .

۴



صورت به مͬ�توان را b بردار هر آن�گاه است. Rn از زیرفضایͬ S کنید فرض
b = bs + bs⊥ ,

و bs ∈ R(A) آن�گاه ،S = R(A) کنید فرض . bs⊥ ∈ S⊥ و bs ∈ S آن در که نوشت
برد در bR که معنا این به مͬ�دهیم، نمایش bN با را bs⊥ و bR با را bs بنابراین .bs⊥ ∈ N(AT )

که داد نشان مͬ�توان هستند. AT پوچ فضای در bN و A

bR = PAb, bN = PNb.

به قبل مطالب از هستند. N(AT ) و R(A) روی بر b قائم تصویر ترتیب به bN و bR اینجا، در
که مͬ�شود ملاحظه سادگͬ

bTRbN = ۰.

اگر مͬ�شود نامیده جایͽشت ماتریس ،P مانند صفر مخالف مربعͬ ماتریس .٧.٢.١ تعریف
صفر ͬͽهم بقیه و شود یافت ستون هر و سطر هر در است ١ که صفر مخالف عنصر تنها

آن�گاه باشد، (۱, ۲, . . . , n) از جایͽشت (α۱, . . . , αn) اگر بنابراین باشند.

P =



eTα۱

eTα۲

...
eTαn


,

ماتریس مشابه طور به است. n× n مرتبه از I واحد ماتریس ستون iامین ،ei درآن که
P = (eα۱ , eα۲ , . . . , eαn),

این جایͽشت ماتریس مهم خاصیت است. جایͽشت ماتریس ،I ستون iامین ،ei آن در که
است درست زیر مطالب بنابراین است. متعامد جایͽشت ماتریس که است

است. جایͽشت ماتریس نیز آن ترانهاده و است آن ترانهاده جایͽشت، ماتریس معͺوس .١
است. متعامد نتیجه در و جایͽشت ماتریس جایͽشت، ماتریس دو حاصل�ضرب .٢

i, j = ازای به اگر است قطری ماتریس n × n مرتبه از A = (aij) ماتریس .٨.٢.١ تعریف
ازای به اگر است مثلثͬ بالا ماتریس A = (aij) مربعͬ ماتریس باشد. aij = ۰ ،i ̸= j ،۱, . . . , n
مثلثͬ پایین A = (aij) است، مثلثͬ پایین مثلثͬ، بالا ماتریس ترانهاده باشد. aij = ۰ ،i > j

باشد. aij = ۰ ،i < j ازای به اگر است

۵



بردار هر برای اگر مͬ�شود نامیده مثبت معین A ∈ Rn×n متقارن ماتریس .٩.٢.١ تعریف
باشیم داشته x ∈ Rn صفر مخالف

xTAx > ۰.

مثبت معین نیمه A متقارن ماتریس مͬ�شود. تعریف مشابه طور به مثبت معین نیمه ماتریس
معین متقارن ماتریس برای معمولا˟ که نمادی باشد. xTAx ≥ ۰ ،x ∈ Rn هر ازای به اگر است

است. (A ≥ ۰)A > ۰ مͬ�شود استفاده ( مثبت معین (نیمه مثبت

ماتریس y = [y۱, . . . , yn]
T ∈ Rn و x = [x۱, . . . , xm]

T ∈ Rm بردار دو ازای به تعریف١٠.٢.١.
مͬ�شود: تعریف زیر صورت به j = ۱, . . . , n ،i = ۱, . . . ,m ،C = (cij) کوشͬ

cij =
۱

xi + yj
, i = ۱, . . . ,m, j = ۱, . . . , n. (١.٢.١)

،i = ۱, . . . , n ،V = (vij) واندرموند ماتریس x = [x۱, . . . , xn]
T بردار ازای به .١١.٢.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به j = ۱, . . . , n

vij = xj−۱
i , i = ۱, . . . , n, j = ۱, . . . , n. (٢.٢.١)

با که A ∈ Cn×n نامنفرد ماتریس حالت عدد ،Ax = b خطͬ دستͽاه برای .١٢.٢.١ تعریف
از: است عبارت مͬ�شود داده نشان Cond(A)

Cond(A) : ∥A−۱∥∥A∥.

بد ماتریس�های برخͬ مͬ�شود. نامیده حالت بد ماتریس بزرگ، حالت عدد دارای ماتریس
دو ماتریس و (Pie) پای هیلبرت، واندرموند، کوشͬ، ماتریس از: عبارتند معروف حالت

ویلͺینسون. قطری

ورودی داده�های در ͷکوچ اختلال آن�گاه باشد، داشته بزرگͬ حالت عدد ماتریس اگر
دستͽاه، حالت، این در گردد. دستͽاه محاسبه جواب در بزرگ خطای موجب است ممͺن
اغلب که سؤالͬ حال است. حالت خوش صورت این غیر در مͬ�شود، نامیده حالت بد دستͽاه
بد دستͽاه صورت به دستͽاه تا باشد بزرگ باید Cond(A) چقدر که است این مͬ�شود مطرح

شود؟ گرفته نظر در حالت
تضمین باید که جواب در نسبͬ خطای اگر و باشند ۱۰−d نسبͬ خطای دارای داده�ها اگر
باشد. ۱

۲
× ۱۰d−t مساوی یا کوچ�ͷتر باید cond(A) آن�گاه باشد، ۱۰−t مساوی یا کوچ�ͷتر شود

جواب در خطا مقدار چه که این و داده�ها دقت به دستͽاه حالتͬ خوش یا حالتͬ بد بنابراین
نسبͬ خطای دارای داده�ها که کنید فرض مثال برای دارد. ͬͽبست باشد داشته وجود مͬ�تواند

۶



از .cond(A) ≤ ۱
۲
× ۱۰۲ = ۵۰ آن�گاه است، نظر مورد ۱۰−۳ حدود در دقتͬ و هستند ۱۰−۵ حدود در

در بنابراین .cond(A) ≤ ۱
۲
× ۱۰۳ = ۵۰۰ آن�گاه باشد، نظر مورد ۱۰−۲ حد در دقتͬ اگر دیͽر طرف

که حالͬ در باشد، ۵۰ مساوی یا کوچ�ͷتر cond(A) اگر است حالت خوش دستͽاه اول حالت
باشد. ۵۰۰ مساوی یا کوچ�ͷتر cond(A) اگر بود خواهد حالت خوش دستͽاه دوم، حالت در
در محاسبات و باشد cond(A) = ۱۰s و باشند دقیق تقریبͬ طور به داده�ها اگر کلͬ، طور به
دارد. وجود جواب در معنͬ با −t)رقم s) حدود در دقتͬ آن�گاه شوند انجام tرقمͬ حساب

مرتبه ماتریس ویژه مقادیر آن�گاه است، (m ≥ n) و A ∈ Rm×n کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف
نمایش σ۲

i توسط ویژه مقادیر این کنید فرض هستند. نامنفͬ و حقیقͬ ،ATA متقارن و n× n

مͬ�شوند. نامیده A تͺین مقادیر σn،. . .،σ۲،σ۱ آن�گاه ،σ۲
۱ ≥ σ۲

۲ ≥ . . . ≥ σ۲
n و شوند داده

ماتریسͬ و برداری نرم�های

نرم آن�گاه است، Rn در بعدی n بردار x = [x۱, x۲, . . . , xn]
T کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف

زیر خواص دارای با ، R به Rn از پیوسته تابع مͬ�شود داده نمایش ∥x∥ توسط که برداری
باشد. صفر بردار x اگر تنها و اگر ∥x∥ = ۰ ،x صفر مخالف بردار هر برای ∥x∥ > ۰ .١

.α اسͺالرهای همه ازای به و Rn در x بردار هر برای ∥αx∥ = |α|∥x∥ .٢
.Rn در y و x بردار هر برای ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .٣

زیر توابع که نمود تحقیق مͬ�توان سادگͬ به است. مثلثͬ نامساوی به معروف ٣ خاصیت
هستند. برداری نرم�های

.(ͷی نرم یا مجموع (نرم ∥x∥۱ = |x۱|+ · · ·+ |xn| .١
دو). نرم یا اقلیدسͬ (نرم ∥x∥۲ =

√
|x۱|۲ + · · ·+ |xn|۲ .٢

ماکزیمم). نرم یا بͬ�نهایت (نرم ∥x∥∞ = maxi|xi| .٣
به هولدر، نرم یا p−نرم، باشد، ١ مساوی یا بزرگ�تر حقیقͬ عدد p اگر کلͬ، حالت در

مͬ�شود تعریف زیر صورت

∥x∥p = (|x۱|p + |x۲|p + · · ·+ |xn|p)
۱
p , ۱ ≤ p < ∞.

است زیر صورت به که است هولدر نامساوی هولدر، نرم مهم خاصیت
|xTy| ≤ ∥x∥p∥y∥q,

٧



آن در که
۱
p
+

۱
q
= ۱.

است: زیر صورت به کوشͬ-شوارتز نامساوی هولدر، نامساوی خاص حالت
|xTy| ≤ ∥x∥۲∥y∥۲.

به دارند وجود β و α مانند ثابت�هایͬ که هستند هم�ارز مفهوم این به برداری نرم�های همه
داریم: x بردار هر ازای به که قسمͬ

α∥x∥µ ≤ ∥x∥ν ≤ β∥x∥µ.

کرد: محاسبه سادگͬ به را β و α مͬ�توان ∞ یا ٢،١ نرم�های برای .١۵.٢.١ تذکر
∥x∥۲ ≤ ∥x∥۱ ≤

√
n∥x∥۲,

∥x∥∞ ≤ ∥x∥۲ ≤
√
n∥x∥∞,

∥x∥∞ ≤ ∥x∥۱ ≤ n∥x∥∞.

نرم برداری، نرم با مشابه آن�گاه است، m×n مرتبه از ماتریس A کنید فرض .١۶.٢.١ تعریف
مͬ�شود: تعریف زیر خواص با ∥A∥ ماتریسͬ

باشد. صفر ماتریس A اگر فقط و اگر ∥A∥ = ۰ و ∥A∥ > ۰ .١
.α اسͺالر هر ازای به ∥αA∥ = |α|∥A∥ .٢

.∥A+B∥ ≤ ∥A∥+ ∥B∥ .٣

صورت به که نامنفͬ عدد ،∥.∥ برداری نرم و A ماتریس بودن مفروض با
∥A∥p = max

x ̸=۰

∥Ax∥p
∥x∥p

,

به وابسته ماتریسͬ نرم نرم، این مͬ�کند. صدق ماتریسͬ نرم خواص همه در مͬ�شود تعریف
(برخͬ وابسته ماتریسͬ نرم از استفاده مورد اغلب و مفید خیلͬ خاصیت است. برداری نرم

از: است عبارت مͬ�نامیم) A ماتریس p−نرم را آن ما اوقات
∥Ax∥p ≤ ∥A∥p∥x∥p.

از است عبارت طیفͬ نرم .١٧.٢.١ تعریف
∥A∥۲ = max

x ̸=۰

∥Ax∥۲
∥x∥۲

.

که داد نشان مͬ�توان
∥A∥۲ =

√
ATA ویژه مقدار .ماکزییم

هستند). نامنفͬ و حقیقͬ ATA ویژه مقادیر که کنید (توجه
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نرم است سازگار ∥x∥۲ برداری نرم با که مهمͬ ماتریسͬ نرم فروبنویس) (نرم .١٨.٢.١ تعریف
مͬ�شود. نامیده فروبنویس

∥A∥F =
[ n∑

j=۱

m∑
i=۱

|aij|۲
] ۱

۲
.

اگر سازگارند ∥.∥ν برداری نرم و ∥.∥M ماتریسͬ نرم
∥Ax∥ν ≤ ∥A∥M∥x∥ν .

که کرد ثابت مͬ�توان فروبنویس نرم و وابسته ماتریسͬ نرم هر برای
∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥.

ماتریسͬ نرم دو هر برای هستند. مرتبط نیز ماتریسͬ نرم�های برداری، نرم�های حالت همانند
که قسمͬ به دارند وجود β و α اسͺالرهای ∥.∥ν و ∥.∥µ

α∥A∥µ ≤ ∥A∥ν ≤ β∥A∥µ.

اغلب و هستند درست مͬ�سازند مرتبط هم به را مختلف نرم�های که زیر نامساوی�های بویژه
مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد بسیار عمل در

آن�گاه باشد، A ∈ Rm×n کنید فرض .١٩.٢.١ قضیه
. ۱√

n
∥A∥∞ ≤ ∥A∥۲ ≤

√
m∥A∥∞ .١

.∥A∥۲ ≤ ∥A∥F ≤
√
n∥A∥۲ .٢

. ۱√
m
∥A∥۱ ≤ ∥A∥۲ ≤

√
n∥A∥۱ .٣

ماتریسͬ و برداری دنباله�های همͽرایͬ ٣.١

اگر است همͽرا ν بردار به . . . ،ν(۲) ،ν(۱) بردارهای از دنباله�ای مͬ�شود گفته
lim
k→∞

νk
i = νi, i = ۱, . . . , n.

اگر است همͽرا A = (aij) ماتریس به . . . ،A(۲) ،A(۱) ماتریس�های از دنباله�ای و
lim
k→∞

a
(k)
ij = aij, i, j = ۱, ۲, . . . , n.

مͬ�نویسیم آن�گاه باشد، همͽرا A به A(k) دنباله اگر
lim
k→∞

A(k) = A.

بیان ماتریسͬ و برداری دنباله�های همͽرایͬ برای را کافͬ و لازم شرایط اثبات، بدون اکنون
مͬ�شود.
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