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خدا نام به

معکوسسهموی مسائل برایحل روشلاینز

توسط:

معتمدی سمیرا
پایان�نامه

اخذ برای لازم تحصیلͬ فعالیت�های از بخشͬ عنوان به دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات به شده ارائه

ارشد کارشناسͬ درجه

رشته در

عددی) آنالیز (گرایش کاربردی ریاضͬ

دامغان دانشͽاه از
عالͬ درجه: با پایان�نامه کمیته توسط شده تأیید و ارزیابی

دامغان دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده عددی آنالیز گرایش کاربردی ریاضͬ استادیار پورقلͬ رضا دکتر

راهنما) (استاد

دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده عددی آنالیز گرایش کاربردی ریاضͬ استادیار گرشاسبی مرتضͬ دکتر

مشاور) (استاد دامغان

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده عملیات در تحقیق گرایش کاربردی ریاضͬ استادیار عباسͬ�ملایی علͬ دکتر

اول) (داور دامغان دانشͽاه

دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده کامپیوتر علوم گرایش کاربردی ریاضͬ استادیار طبسͬ سید�هاشم دکتر

دوم) (داور دامغان

دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده ترکیبیات و گراف گرایش محض ریاضͬ استادیار صالحیان بهزاد دکتر

تکمیلͬ) تحصیلات (نماینده دامغان

١٣٩٠ شهریور



ଘمقدৎ
৮دروماସభ୍م

ෙय़ماୀهૡঙودشانओودووরجهرૡঙای�شانୀودمओونฬآ
واিشانرभࢌଘหواਪฬی३ୀموड़وীشانඋیدঝࡤتหرومඋید৲ما৯د

گاه�شان،ਗඟ໋یکلام�شانوروਣতیروীشانໆرما�ଢیجاودانز৯دਛیૼنا॥ت ৽وغ່نฬآ
آฬنراਠণیঃ༚࣎مक़༚భت�شانূجਚییاभࢌ

ଖوরشانীھاণدୀوعआ࡛ࢴتوख़ از࠙قو قਞൎیഊمو با ඟ໋اඖࣂشانزاৗویادبୀزඖنਗی�৩ࢯمو ୀభاୀوओود
ਗی�زৣم

ໆرووओودشانൕঙࣂهໆرධසزوീज़تدامباد
وऒواଽاৣم

آنෙय़باฬنൕঙࣂਜพی
با࠙قوख़࡛ࢴتభ৳مامජ໑اउلز৯دਛیকم�گاموকم�یارૼنরوده�ا৯د



ণپاسࢂචاری

່ودীش ৳مام່ازو با اما گاਘیീযیار।ࡈتوऒฬوشاশندਗی�৶ماید ا॥تز৯دਛیکارساده�اਪیا॥ت. ਈইین࢈ൈه
اিسایනروඵروঃند�ਗୃی�سازد.ਠনیاॺభඟ໋ࡗه਼ࣹࣣࡲتآن�راষభیا࣓م. ز৯دਛی...ازما

ণپاسਗی�দوم೯دایБЗرگرایارمඟ໊دหگاਗیدیࢂඟازඵේज़رآड़و౻ಶنراୀدارم.
حالاଌندනرଘپایانآॠد،واଌنূ਼࡛࣪ق৴ଘرণید،ऒୀودلازمਗیداৣمازاণتادارേ॒ندمপنابآ༚ی
චاری دනررضاور�قਚیراঘ࣒ماਪی�وෘোاتارزേॷندشانభ৳مامජ໑اउلاجاماଌنূ਼࡛࣪قره�ঝشاরود،േ઼࣓ماণଡپاس໋�
࣒م.কم�ൾফنازপنابآ༚یدනرટৈජ໑یඟ໋شاਞণیज़شاورتاଌنূ਼࡛࣪قراୀ࠱ھدهداতه�ا৯دوازෘোات�شان
ॵم ازপنابآ༚یدනرعਚیࣅباਉیملاਪیوপنابآ༚یدනرণید චاریਗی�࣒م. ുঝه�امণپاس໋� ෙه�ঃند

౹ࢻਈیزॐ࢟تبازऒوایاଌنূ਼࡛࣪قراৎ࣫ل৶ࢤوده�ا৯دพ়ࢁඟوदدردایਗی�࣒م�.
یادوخاජໍهૡঙهدوণتانସ୍مॺࡗظاتऒوਟیراభنارآن�داতه�امൕঙࣂهభذঘ࣒مبایا॥توخاජໍاتऒوب

ا॥تඳසریঝࡤت. اଌندوਠণی�یادگارऒوبوما৯دیازدوره�ای�



چͺیده

معکوسسهموی مسائل برایحل روشلاینز

وسیله�ی: به

معتمدی سمیرا

مͬ�زنند، تقریب را مجهول پارامتر و تابع چندین هم�زمان که هستند مسائلͬ از بارز نمونه ͷمعکوسی گرمایی هدایت مسائل

نامه پایان این در شده ارائه روش هستند. جمله آن از ... کرانه�ای، شرایط اولیه، شرایط متحرک، و ساکن گرمایی منابع

مͬ�باشد. ناشناخته کرانه�ای شرایط تخمین برای منحصراً

آن�ها به پنجم و اول فصل�های در که مستقیم گرمایی هدایت مسائل و جزیی مشتقات با معادلات اساسͬ مفاهیم

لاینز روش به�وسیله�ی معادلات حل برای طرفͬ از هستند، مسائل این�گونه بنیادی مفاهیم و تعاریف شامل کرده�ایم، اشاره

هدایت مسائل حل چون و پرداخته�ایم، آن�ها توضیح به دوم فصل در که مͬ�شود استفاده معمولͬ دیفرانسیل معادلات از

روش چندین پایان�نامه این چهارم فصل در لذا مͬ��باشند معکوس گرمایی هدایت مسائل حل در گام اولین مستقیم گرمایی

کرده�ایم. بیان را عددی و تحلیلͬ حل�های� از�

روش�های برخͬ بررسͬ به ششم فصل در لذا هستند بد�وضعͬ مسائل معکوس گرمایی هدایت مسائل این�که به توجه با

بیان را روش این به�وسیله شده حل مسائل و لاینز روش هفتم فصل در نهایتاً پرداخته�ایم. بد�وضع مسائل برای منظم�سازی

کرده�ایم.

د



فهرستمطالب

ه� مطالب فهرست

ح جدول�ها فهرست

ط شͺل�ها فهرست

١ جزیی مشتقات با معادلات ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١-١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیضوی معادله ١-٢

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سهموی معادله ١-٣

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هذلولوی معادله ۴-١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرما معادله ۵-١

۴ معمولͬ دیفرانسیل معادلات ٢

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٢-١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده اصلاح اویلر و اویلر روش�های ٢-٢

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوتا و رانگه روش�های ٢-٣

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چند�گامͬ روش�های ۴-٢

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیفرانسیل معادلات دستگاه�های ۵-٢

١٩ عددی مشتق�گیری ٣

ه�



١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣-١

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درون�یابی از استفاده با عددی مشتق�گیری ٣-٢

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاگرانژ درون�یابی با عددی مشتق�گیری ٣-٣

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیوتن درون�یابی با عددی مشتق�گیری ۴-٣

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشرو تفاضلات از استفاده با عددی مشتق�گیری ۵-٣

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پسرو تفاضلات از استفاده با عددی مشتق�گیری ۶-٣

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ تفاضلات مشتق�گیری خطای ٣-٧

٢٩ عددی حل روش�های ۴

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١-۴

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتقات متناهͬ تفاضل تقریب ٢-۴

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . دکارتͬ مختصات در مسائل متناهͬ تفاضل فرمول�بندی ٣-۴

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی شرایط در متناهͬ تفاضل تقریب ۴-۴

٣۵ . . . . . . . مشخص حرارت درجه ͷی در جسم، به جابه�جایی گرما انتقال با مرزی شرط ۵-۴

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده بندی عایق مرز ۶-۴

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قاعده بدون مرز�های ٧-۴

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ تفاضل معادلات حل ٨-۴

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صریح روش ٩-۴

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضمنͬ روش ١٠-۴

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ تفاضل حل روش�های در خطاها ١١-۴

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری و هم�گرایی ١٢-۴

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صریح روش پایداری ١٣-۴

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضمنͬ روش پایداری ١۴-۴

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیͺلسون کرانک- روش ١۵-۴

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیͺلسون کرانک- روش پایداری ١۶-۴

۵٠ گرما معادله ۵

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١-۵

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرما انتقال عمومͬ معادله�ی آوردن به�دست ٢-۵

و



۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی و اولیه شرایط ٣-۵

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه شرط ۴-۵

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی شرایط ۵-۵

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس مسأله تعریف ۶-۵

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . معکوس و مستقیم گرمایی هدایت مسأله کلͬ شͺل ٧-۵

۶٠ منظم�سازی ۶

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١-۶

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بد�وضع مسائل ٢-۶

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکین مقدار بسط و فشرده عمل�گر�های ٣-۶

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ گسسته بدوضع مسائل ۴-۶

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مربعات کم�ترین جواب ۵-۶

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منظم�سازی روش�های ۶-۶

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تیخونف منظم�سازی ٧-۶

٧٢ معکوس گرمایی هدایت مسائل حل در آن کاربرد و لاینز روش ٧

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٧-١

٧٢ . . . . . . . . . . . . . . . گرمایی هدایت مسأله ͷی جواب یͺتایی و وجود بررسͬ ٧-٢

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاینز روش ٧-٣

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . خطͬ مرزی شرایط با معکوس گرمایی هدایت مسأله ۴-٧

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ مرزی شرایط با معکوس گرمایی هدایت مسأله ۵-٧

٨۴ مراجع

٨٧ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

٩١ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

ز



فهرستجدول�ها

بازه و ٢ مرتبه تیخونف منظم�سازی از استفاده با آمده به�دست جواب و دقیق مقادیر بین مقایسه ٧-١

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٠٫ ٠٠١ ∗ rand(١) نویز با داده�های با ، ٠٫ مͺان١ͬ

بازه و ٢ مرتبه تیخونف منظم�سازی از استفاده با آمده به�دست جواب و دقیق مقادیر بین مقایسه ٧-٢

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٠٫ ٠٠١ ∗ rand(١) نویز با داده�های با ، ٠٫ مͺان١ͬ

بازه و ٢ مرتبه تیخونف منظم�سازی از استفاده با آمده به�دست جواب و دقیق مقادیر بین مقایسه ٧-٣

٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٠٫ ٠٠١ ∗ rand(١) نویز با داده�های با ، ٠٫ مͺان١ͬ

بازه و ٢ مرتبه تیخونف منظم�سازی از استفاده با آمده به�دست جواب و دقیق مقادیر بین مقایسه ۴-٧

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٠٫ ٠٠١ ∗ rand(١) نویز با داده�های با ، ٠٫ مͺان١ͬ

بازه و ٢ مرتبه تیخونف منظم�سازی از استفاده با آمده به�دست جواب و دقیق مقادیر بین مقایسه ۵-٧

٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٠٫ ٠٠١ ∗ rand(١) نویز با داده�های با ، ٠٫ مͺان١ͬ

ح



فهرستشکل�ها

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتقات متناهͬ تفاضل تقریب ١-۴

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی دو گرما انتقال عددی تحلیل در نقاط شبͺه ٢-۴

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . متناهͬ تفاضل معادله اول مشتق برای (m,n) گره حول سیستم ٣-۴

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابه�جایی مرزی شرط با سطح روی شبͺه نقاط ۴-۴

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جابه�جایی مرزی شرط با گوشه ͷی روی شبͺه نقاط ۵-۴

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده عایق مرز روی شبͺه نقاط ۶-۴

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی�قاعده مرز ͷنزدی نقاط شبͺه ٧-۴

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپایا بعدی ͷی مسائل به مربوط شبͺه ٨-۴

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صریح روش در محدودیت ٩-۴

۴۴ . . . . . . . . . . . . . متناهͬ تفاضل معادلات بعدی، ͷی جسم برای شده تعریف ۴-١٠سیستم
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١ فصل

مشتقاتجزیی با معادلات

مقدمه ١-١

جزیی مشتقات با معادلات مͬ�شود. مشخص مستقل متغیر چند یا دو به�وسیله�ی جزیی١ مشتقات با معادله ͷی

متغیر چند یا دو به نسبت تغییرات سرعت شامل کاربردی، ریاضیات مسائل بسیاری ریاضͬ فرموله�بندی به�عنوان

مسائل در که دوم مرتبه دو�بعدی مشتقاتجزیی با معادله ͷحالاتخاصی مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد مستقل

است: زیر به�صورت مͬ�افتد، اتفاق بسیار ͬͺفیزی

a
∂٢υ

∂x٢ + b
∂٢υ

∂x∂y
+ c

∂٢υ

∂y٢ + d
∂υ

∂x
+ e

∂υ

∂y
+ fυ + g = ٠, (١.١)

را (١.١) جزیی مشتقات با معادله باشند. υ و y ،x از توابعͬ g fو ،e ،d ،c ،b ،aاست ممͺن آن در که

b٢ − ۴ac < ٠ اگر گوییم بیضوی٢ (i)

b٢ − ۴ac = ٠ اگر گوییم سهموی٣ (ii)

b٢ − ۴ac > ٠ اگر گوییم ۴ هذلولوی (iii)

و x از تابعͬ فقط یا باشند ثابت g و f ،e ،d ،c ،b ،a ضرایب وقتͬ را (١.١) جزیی مشتقات با معادله

،υ از توابعͬ دوم مرتبه مشتقات ضرایب اگر گویند. غیر�خطͬ آن�را غیر�این�صورت در مͬ�نامند، خطͬ باشند، y

(اگر گویند شبه�خطͬ را جزیی مشتقات با معادله نباشند، دوم مرتبه�ی مشتقات از تابعͬ ولͬ باشند، ∂υ
∂y و ∂υ

∂x

مͬ�باشند). غیر�خطͬ چه

١PDE

٢Elliptic differential equation

٣Parabolic differential equation

۴Hyperbolic differential equation

١



بیضوی معادله ١-٢

�� پواسون۵ معادله نمونه به��عنوان

∂٢υ

∂x٢ +
∂٢υ

∂y٢ + υ = ٠, (٢.١)

لاپلاس۶ معادله و

∂٢υ

∂x٢ +
∂٢υ

∂y٢ = ٠, (٣.١)

مشتقاتجزیی معادله و (٢.١) مشتقاتجزیی معادله تحلیلͬ جواب هستند. معروفͬ دو�بعدی بیضوی معادلات

C سطح و بسته منحنͬ داخل در واقع S ناحیه از نقطه هر در معادلات این در که است υ(x, y) تابع ͷی (٣.١)

صادق نیز مرزی٧ شرایط نام به معینͬ شرایط در C مرزی بسته�ی منحنͬ از نقطه هر در به�علاوه و مͬ�کند، صدق

(شͺل١). مͬ�باشد

سهموی معادله ١-٣

ی�ͷبعدی حرارت٨ انتقال معادله نمونه به�عنوان

∂υ

∂t
= K

∂٢υ

∂x٢ , (۴.١)

( حرارت٩ (درجه تابع ͷی (۴.١) جزیی مشتقات با معادله تحلیلͬ حل از است. سهموی معادله�ی ساده�ترین

از نقطه هر در تابع این به�علاوه است. ∞واقع و ٠ بین t و b و ٠ بین x آن در که مͬ�آید به�دست υ(x, y) مانند

به�وسیله�ی و بوده نامتناهͬ S سطح مͬ�کند. صدق �(۴.١) مشتقاتجزیی با معادله در (xtصفحه�ی (در S سطح

x هر ازای به t = ٠ در اولیه شرایط در هم�چنین مͬ�شود، محدود x = b و x = ٠ موازی خطوط و xها محور

(باز) منحنͬ زیرا است باز ناحیه ͷی S مͬ�کند. صدق tها تمام ازای به x = a و x = ٠ در مرزی شرایط و

(شͺل٢). نمͬ�دهد xt صفحه�ی متناهͬ ناحیه�ی در بسته مرز ͷی تشͺیل C مرزی

۵Poisson equation

۶Laplace equation

٧ boundary condition

٨Heat conduction problem

٩Temperature

٢



هذلولوی معادله ۴-١

بعدی ͷی موج١٠ معادله نمونه عنوان به

∂٢υ

∂t٢
= c٢∂

٢υ

∂x٢ , (۵.١)

υ(x, t) (انتقال) معادله�ی ،(۵.١) جزیی مشتقات با معادله تحلیلͬ جواب است. هذلولوی معادله ساده�ترین

مͬ�کند. صدق (٢) بخش مرزی اولیه شرایط و معادله ∞در و ٠ بین t و b و ٠ بین x مقادیر برای که است،

گرما معادله ۵-١

و باشد f(x) ،x نقطه�ی در میله دمای t = ٠ لحظه�ی در فرضکنید بͽیرید. نظر در را ℓ طول به فلزی میله ͷی

مͬ�دهیم. قرار h(t) و g(t) دماهای در به��ترتیب را x = ℓ و x = ٠ انتهای دو �باشد. شده عایق آن جانبی سطح

مسأله�ی جواب v که مͬ�شود ثابت آن�گاه مͬ�دهیم، نشان v(x, t) با x نقطه�ی در و t لحظه�ی در را میله دمای اگر

است. زیر

σρvt(x, t) = kvxx(x, t),٠ ≤ x ≤ ℓ, t > ٠, (۶.١)

v(x,٠) = f(x),٠ ≤ x ≤ ℓ,

v(٠, t) = g(t), t > ٠,

v(ℓ, t) = h(t), t > ٠.

است. میله جرم یا چͽالͬ ρ و میله ویژه�ی گرمای σ میله، گرمایی هدایت k ضریب آن در که

مͬ�شود: نوشته زیر به�صورت حرارت انتقال معادله�ی آن�گاه ،c = K
σρ دهیم قرار اگر

vt(x, t) = cvxx(x, t),٠ ≤ x ≤ ℓ, t > ٠, (٧.١)

[٩]. است ثابت cͷی آن در که

١٠Wave equation

٣



٢ فصل

معمولی معادلاتدیفرانسیل

مقدمه ٢-١

مͬ�کنیم. برخورد آن�ها با مهندسͬ علوم در که هستند ریاضͬ الͽو�های اساسͬ شͺل معمولͬ دیفرانسیل معادلات

دستگاه�های مانند ͬͺفیزی وضعیت�های از بسیاری مدل�سازی در اصلͬ ابزاری معمول١ͬ دیفرانسیل معادلات

جسم ͷی حرکت پاندول�ها، شیمیایی، واکنش�های تیر�ها، شدن خم مقاومت-خازن-سلف، مدار�های فنر-جرم،

مͬ�باشد. مطالعه برای وسیعͬ بسیار مبحث آن�ها عددی حل نتیجه در مͬ�باشد. غیره و دیͽر جسم حول دوار

اضافͬ شرط�های روی از ثابت�ها این مͬ�کند. مطرح را دل�خواهͬ ثابت�های انتگرال�گیری فرآیند که مͬ�دانیم

چهار، مرتبه�ی دیفرانسیل معادله ͷی مثال برای مͬ�گردند. تعیین مͬ�شود، گذاشته آن مشتق�های یا تابع روی بر که

طریقͬ به بسته مسأله، نوع دو دارد. نیاز مͬ�شوند، مطرح که دل�خواه ثابت چهار تعیین برای اضافͬ شرط چهار به

�ͷی ما شوند، داده تنها نقطه�ی ͷی در نیاز مورد شرایط همه اگر دارند. وجود مͬ�شوند، مشخص شرط�ها این که

و مͬ�شود شروع شده شناخته نقطه�ی از و است مستقیم حل روش این�جا در داشت. خواهیم ٢ اولیه� مقدار مسأله

از دستگاه ͷی اولیه، مقدار مسأله ͷی در دیͽر به�عبارت مͬ�نماید. حرکت انتگرال�گیری برد امتداد در گام به گام

عادی دیفراسیل معادله�ی n در که را y١(x), y٢(x), · · · , yn(x) توابع

y′i = fi(x, y١, y٢, · · · , yn), i = ١,٢, · · · , n, (١.٢)

مͬ�کنیم. محاسبه مͬ�نمایند، اختیار را زیر شده�ی داده مقدار n و مͬ�کنند صدق

yi(x٠) = αi, i = ١,٢, · · · , n, (٢.٢)

١ODE

٢IVP

۴



نقطه�ی هر در محاسبات شروع برای لازم اطلاعات آن�گاه شوند، داده نقطه ͷی از بیش در شرط�ها اگر ولͬ

در شده برآورد مقادیر از یا است هم�زمان معادلات مجموعه ͷی جواب حاوی یا حل، روش و نیست کافͬ تنها،

تصحیح تکرار با مͬ�روند پیش به محاسبات که هنگامͬ شده برآورد مقادیر این سپس مͬ�کند. استفاده نقطه ͷی

نقطه�ای دو مرزی مقدار مسائل در به�ویژه هستند. معروف ٣ مرزی� مقدار مسائل به مسائل دوم نوع این گردند. مͬ

شرط n و مͬ�کنند صدق (١.٢) معادله�ی در که مͬ�کنیم حل را i = ١,٢, · · · , n ،yi(x) توابع دستگاه ͷی

مͬ�نماید. اختیار را زیر شده داده

.x = xدر٠ i از مشخصͬ مقادیر �ازای به ،yi = αi

.x = xدر١ i از مشخصͬ مقادیر ازای به ،yi = βi

.i = ١,٢, · · · , n آن، در که

تیلور سری و متناهͬ تفاضل�های فرمول�های شامل مختلف، طریقه�های به مͬ�توان را عددی حل روش�های

ͷی عمل این و مͬ�شود انجام تقریب ͷی با محاسبه هر که مͬ�دهد نشان مقادیر این آورد. به�دست شده بریده

پیش هنگام به خطا�ها این که نحوه�ای به بلͺه خطا اندازه�ی به فقط نه روش ͷی بودن مفید مͬ�کند. وارد خطا

هنگام به باید روش ͷی از استفاده هنگام به بنابراین دارد. بستگͬ مͬ�شوند، بزرگ انتگرال�گیری برد طول در رفتن

مفهوم و است مربوط مͬ�شود خاصوارد نقطه�ی در که خطایی به که را سازگاری۴ مفهوم محاسبات، رفتن پیش

باشیم. داشته نظر در مͬ�باشد، مربوط خطا افزایش به که را پایداری۵

مͬ�گیریم: نظر در زیر شͺل به را ͷی مرتبه�ی معادله�ی ما یͷاست. مرتبه�ی معادلات روشحل چند بررسͬ ما کار

dy

dx
= f(x, y),

y(x٠) = y٠.

شده اصلاح اویلر و اویلر روش�های ٢-٢

روش به�کارگیری شوند، پیچیده مشتق�ها اگر .[١٠] است ۶ تیلور� روش معادلات این حل روش�های از ͬͺی

افزار�های نرم از بسیاری البته بود. خواهد مشͺل خطا تعیین حالت این در و بشود سخت است ممͺن تیلور

نمایند، استفاده تابع ͷی از مشتق�گیری برای علامتͬ روش�های از مͬ�توانند ٨ متلب� و ٧ میپل� جمله از کامپیوتری

٣BVP

۴Compatibility

۵Stability

۶Taylor

٧Maple

۵



مͬ�شوند. پیچیده بسیار اغلب تحلیلͬ مشتق�های ولͬ

اندازه به را h اگر واقع در است. ͷکوچ تیلور یͷسری در خطا باشد، ͷکوچ h گام اندازه اگر که مͬ�دانیم

داشته نیاز تیلور سری بسط از جمله کمͬ تعداد اندازه به فقط است ممͺن مناسب دقت برای کنیم، ͷکوچ کافͬ

دو از فقط روش این مͬ�کند، تعقیب ͷی مرتبه�ی دیفراتسیل معادلات برای آخر تا را ایده این اویلر روش باشیم.

مشتق جمله�ی از پس مͬ�توان که گرفته�ایم ͷکوچ آن�قدر را h کنید فرض مͬ�کند. استفاده تیلور سری اول جمله

این�صورت در داد. انجام برش اول،

y(x٠ + h) = y(x٠) + hy′(x٠) +
h٢y′′(ξ)

٢!
, x٠ < ξ < x٠ + h.

نوشته�ایم. را شده بریده تیلور سری برای خطا جمله�ی معمولͬ شͺل آن در که

شده حساب f(x٠, y٠) از y′(x٠) و شده داده اولیه�ی شرط با y(x٠) مقدار معادله، این از استفاده در

و کرده استفاده مͺرر روش این از است لازم است. شده داده dy
dx = f(x, y) دیفرانسیل ی معادله با که است

غیره. و ببریم، جلو x = x٠ + ٣h تا بعد و برده جلو x = x٠ + ٢h تا y(x٠ + h) محاسبه�ی از پس را حل

برای الͽوریتم مͬ�توان ترتیب، رابطه�ی به�وسیله�ی خطا نمایش و y متوالͬ مقادیر برای زیر�نویس نماد از تقلید با

نوشت: زیر شͺل به را اویلر٩ روش

yn+١ = yn + hy′n +O(h٢). (٣.٢)

طرز زیر شͺل دارد. ͷکوچ بسیار گام اندازه�ی به نیاز و مͬ�باشد؛ دقت عدم است ساده�ترین که روش این مشͺل

مͬ�کند. پیشنهاد اضافͬ سعͬ کمͬ فقط با را روش این اصلاح

وقتͬ فقط ͷتکنی این مͬ�شود. استفاده تابع نمو تعیین برای y′n بازه آغاز در شیب از ساده اویلر روش در

این�را است. بازه در صحیح متوسط شیب است نیاز مورد در�عوض آن�چه باشد. خطͬ تابع که است درست

شیب�ها مقدار متوسط از yn+١ محاسبه� برای فرضکنید کرد. تقریب بازه انتهای دو در شیب�ها به�وسیله مͬ�توان

مͬ�کنیم. استفاده بازه انتها�ی و ابتدا در

yn+١ = yn + h
y′n + y′n+١

٢
. (۴.٢)

مستقیماً را (۴.٢) معادله�ی نمͬ�توانیم اما مͬ�دهد. به�دست xn+١ در y برای شده اصلاح تخمین ͷی کار این

حساب است مجهول که yn+١ دقیق مقدار که را y′n+١ نمͬ�توانیم و است y و x از تابعͬ مشتق زیرا بریم، به�کار

این حول ساده اویلر که است (٣.٢) رابطه به�وسیله�ی yn+١ از مقداری تخمین شده اصلاح اویلر روش کنیم.

٨Matlab

٩Euler

۶



ͷی) شده اصلاح تخمین ͷی و کرده استفاده y′n+١ محاسبه�ی برای مقدار این از سپس مͬ�کند. کار مسأله

دقتͬ با شده پیش�بینͬ مقدار از استفاده با y′n+١ مقدار چون مͬ�دهد. به�دست yn+١ برای شده) دقیق مقدار

قابل تفاوت که دفعاتͬ تعداد هر به را yn+١ مقدار به�خواهیم است ممͺن بود، شده حساب کامل دقت از کمتر

را گام اندازه است بهتر باشد لازم مجدد اصلاح دو یا ͷی از بیش اگر (ولͬ سازیم دقیق کند، ایجاد ملاحظه�ای

کنیم). استفاده دیͽر روش از یا دهیم تقلیل

دارد. نام نیز روشپیش�گو-اصلاح�گر شده، اصلاح اویلر روش

است: زیر اشͺالات دارای اویلر روش

باشد). بزرگ نسبتاً hi (اگر است دقیق غیر خیلͬ یا باشد) ͷکوچ hi (اگر است آهسته خیلͬ یا (i)

بیش�تر شده محاسبه yهای گرد�کردن، خطا�های انباشتگͬ اثر بر مͬ�رویم جلو �xها محور طول در هنگامͬ�که (ii)

مͬ�شوند. دور واقعͬ yهای از

�آوریم؛ به�دست y(١)١ مثلا́ ،yi برای تقریب ͷی مͬ�شوند؛ اویلر روش در تغییراتͬ باعث مطالب این

y
(١)
١ = y٠ + h٠(

dy

dx
)x=x٠ . (۵.٢)

(۴.٢) دیفرانسیل معادله�ی در را y(١)١ مͬ�دهد. نمایش را تکرار تعداد راست، طرف در بالا اندیس که کنید توجه

یا مͬ�آوریم، به�دست x١ = (x٠ +h٠) در یعنͬ اول فاصله�ی انتهای در dy
dx از تقریبی مقدار ͷی تا مͬ�دهیم قرار

(
dy

dx
)(١)x=x١ = f(x١, y

(١)
١ ). (۶.٢)

x = x٠, x = x١ در dy
dx مقادیر حسابی میانگین در h٠ ضرب به�وسیله�ی )x∆را dydx)x=x٠ بهبود مقدار سپس

از: است عبارت y١ برای تقریبی مقدار دومین بنابراین مͬ�آوریم. به�دست

y
(٢)
١

∼= y٠ +
( dydx)x=x٠ + ( dydx)

(١)
x=x١

٢
h٠. (٧.٢)

آوریم. به�دست ( dydx)x=x١ برای را بعدی تقریب تا مͬ�دهیم قرار (۴.٢) دیفرانسیل معادله�ی در را y(٢)١ مقدار

یعنͬ

(
dy

dx
)(٢)x=x١ = f(x١, y

(٢)
١ ). (٨.٢)

یا x٢ = x١ + h١ برای را y نشود. ایجاد y شده�ی نگه�داشته ارقام در تغییری تا مͬ�کنیم تکرار را روند این

مͬ�دهیم. ادامه نیز غیره و y۴ و y٣ برای را روند این مͬ�کنیم. حساب طریق همان به را y٢ معادل به�طور

یͷجواب: بودن به�فرد منحصر و وجود
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کنید فرض هم�چنین باشد. y(x٠) = y٠ با y′ = f(x, y) شͺل به دیفرانسیل معادله�ی کنید فرض

| y−y٠ |≤ α باشیم x١داشته > x٠ مقادیر برخͬ برای و باشد؛ x٠پیوسته ≤ x ≤ x١ :R ناحیه در f(x, y)

جواب آن�گاه مͬ�کند، صدق ١٠ لیپ�شیتز� شرط در شود) تعریف باید (که R در f(x, y) اگر .α > ٠ آن در که

است. فرد به منحصر و دارد وجود y(x)

باشد داشته Mوجود مانند ثابت ͷی اگر مͬ�کند صدق لیپ�شیتز شرط در R ناحیه ͷی در f(x, y) تابع

و (x, y) بین واصل خط قطعه و دارند مساوی طول که R در (x, z) و (x, y) نقطه دو هر برای که به�طوری

باشیم: داشته باشد، واقع R در (x, z)

|f(x, y)− f(x, z)| ≤M |y − z|

کوتا و رانگه روش�های ٢-٣

آن�که با مͬ�باشند. ما بعدی روند�های برای مناسبی مقدمه نیستند، جذاب خیلͬ اگر�چه اخیر، عددی روش دو

گروهͬ با مͬ�توان را بیش�تر دقت کرد، اصلاح کوچ�ͷتر گام اندازه�های اختیار با را روش دو این دقت مͬ�توان

آن�ها آورد. به�دست کاراتر به��طور شده�اند نام�گذاری آلمانͬ ریاضͬ�دان دو کوتا و رانگه افتخار به که روش�ها از

تقریبجواببه�وسیله�ی با ضمن در و کرده حل کارا به�طور را دیفرانسیل یͷمعادله که کرده�اند بیان الͽوریتم�هایی

ارزند. هم تیلور سری با بسط اول جمله n کردن متناسب�

نیز بالاتر مرتبه روش�های چه اگر مͬ�گیریم، نظر در را پنج و چهار مرتبه رانگه-کوتای١١ روش�های فقط ما

مͬ�باشد. دو مرتبه رانگه-کوتای روش ͷی اخیر، بخش شده اصلاح اویلر روش واقع، در دارند. وجود

بیان را ساده دو مرتبه�ی روش ͷی آوریم، به�دست ایده�ای رانگه-کوتا روش�های کار طرز از آن�که برای

معادله�ی برای لذا مͬ�نامیم. k٢ و k١ را آن�ها که است نمو تخمین در وزن�دار متوسط y نمو این�جا در مͬ�کنیم.

، dydx = f(x, y)

yn+١ = yn + ak١ + bk٢, (٩.٢)

k١ = hf(xn, yn),

k٢ = hf(xn + αh, yn + βk١).

١٠Lipschitz

١١Runge-Kutta
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مقادیر این زیرا کرد، تصور مͬ�رود جلو h اندازه�ی به x وقتͬ y در تغییر تخمین�های مͬ�توان را k٢ و k١ مقادیر

تخمین از همواره رانگه-کوتا روش�های مͬ�باشند. dy
dx منحنͬ شیب برای مقداری در x در تغییر حاصل�ضرب

و α کسر�های با که شود مͬ گرفته y و x با دیͽر تخمین مͬ�کنند. y∆استفاده اول تخمین عنوان به ساده اویلر

این مͬ�باشد. b و a و βو α پارامتر چهار انتخاب طرح ما مسأله مͬ�رود. بالا ∆y و k١ قبلͬ تخمین و h از β

از شده، نوشته f حسب بر y مشتق�های آن در که تیلور، سری بسط با (٩.٢) معادله�ی حداکثر توافق با را کار

،� dydx = f(x, y)

yn+١ = yn + hf(xn, yn) +
h٢

٢
f(xn, yn)

′ + · · · .

به�خاطر ارز هم شͺل ͷی مͬ�دهیم. انجام

dy

dx
= fx + fy

dy

dx
= fx + fyf.

از: است عبارت

yn+١ = yn + hfn + h٢(
١
٢
fx +

١
٢
fyf)n. (١٠.٢)

تعریف�های جا�نشانͬ با را (١٠.٢) معادله�ی حال حسابشده�اند.) نقطه�ی در (١٠.٢) معادله�ی در مشتق�ها (همه

مͬ�کنیم: بازنویسͬ k٢ و k١

yn+١ = yn + ahf(xn, yn) + bhf(xn, yn) + bhf(xn + αh, yn + βh+ βhf(xn, yn)).

(١١.٢)

و yn حسب بر را f(x, y) قیاسسازیم، قابل (١٠.٢) معادله�ی با را (١١.٢) معادله�ی جمله�ی آخرین آن�که برای

مͬ�داریم، نگه را اول مشتق جملات فقط و است، متغیره دو تابع ͷی f که مͬ�آوریم یاد به داده، تیلور سری به xn

f(xn + αh, ynβhf(xn, yn)) ≃ (f + fxαh+ fyβhf)n. (١٢.٢)

شوند. حساب (xn, yn) در جزیی مشتق�های و f باید (١٢.٢) و (١٠.٢) معادله�ی دو هر راست طرف در

داشت: خواهیم بͽذاریم، (١١.٢) معادله�ی در (١٢.٢) معادله�ی از اگر

yn+١ = yn + ahfn + bh(f + fxαh+ fyβhf)n,

آرایش، تغییر با یا

yn+١ = yn + (a+ b)hfn + h٢(abfx + βbffy)n. (١٣.٢)
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