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به تقدیم

عزیزم مادر و پدر

آموختند. من به را زندگی که آنان

ب



تشر و تقدیر

به عزیزم خانواده از زندگیست، لحظه لحظه در یاور و امید بزرگترین که را سپاسخداوند و شر از بعد

سپاسΎزارم. بسیار بوده�اند، برایم محم ͳپشتیبان و دلسوز یاوری همواره که مهربانم مادر و پدر خصوص

این ͳراهنمای زحمت که ͳصلاح مازیار دکتر آقای جناب دلسوز، و فرزانه استاد از م�ͳدانم خود وظیفه

کمال نم�ͳرسید، مطلوب نتیجه به پایان�نامه این ایشان، مساعدت بدون و گرفتند عهده بر را پایان�نامه

نمایم. را ͳقدردان و تشر

این داوری زحمت دقت، نهایت با که مهردوست فرشید دکتر و ͳکتابچ سعید دکتر آقایان جناب از

نماینده عنوان به که سالویه خجسته داوود دکتر آقای جناب از همچنین و گرفتند عهده بر را پایان�نامه

همه و ͳریاض دانشده اساتید از پایان در سپاسΎزارم. یافتند، حضور دفاع جلسه در ͳمیلت تحصیلات

آرزومندم. را موفقیت و ͳسلامت برایشان و م�ͳنمایم تشر صمیمانه دوستان

پ



چیده:

پشتیبان بردار ماشین�های و استوار دسته�بندی

کلورزی ͳنعیم جواد

به م�ͳتوان را ͳواقع دنیای از متعددی مسائل که طوری به است ماشين يادگيری در ͳاصل مسائل از دسته�بندی
دسته�بندی مسئله برای گسترده� صورت به حاضر حال در كه قدرتمند روش�های از ͳی كرد. حل و مطرح آن صورت
که است این روش این در ͳاساس فرض Έی است. پشتيبان بردار ماشين�های روش م�ͳگيرد، قرار استفاده مورد
داده�ها عدم�قطعیت هستند. عدم�قطعیت دارای معمولا داده�ها ͳواقع دنیای در که ͳحال در هستند ͳقطع داده��ها
در ورودی داده�های عدم�قطعیت مطالعه به رو این از است، گذار اثر بسیار مسئله جواب بر دسته�بندی مسائل در
صورت به را استوار دسته�بندی مختلف، عدم�قطعیت مدل�های از استفاده با م�ͳپردازیم. پشتیبان بردار ماشین�های
استوار و ͳمعمول دسته�بندی نیز پایان در م�ͳکنیم. بیان دوم درجه ͳمخروط برنامه�ریزی یا ͳخط برنامه�ریزی مسائل
استوار مدل برتری از نشان عددی آزمایشات م�ͳکنیم. مقایسه یدیΎر با ͳواقع مثال چندین روی و پیاده�سازی را

دارند.

واژه: کلید
.ͳناقطع داده�های استوار، دسته�بندی پشتیبان، بردار ماشین�های

ح



فهرستمطالب

ج لیستجداول

چ لیستتصاویر

ح ͳفارس چیده

خ ͳلیسΎان چیده

١ پیشΎفتار

٣ بهینه�سازی و ͳخط نیازهایجبر پیش ١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳخط جبر از ͳمقدمات ١-١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری فضای ١-١-١
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دار نرم فضاهای ١-١-٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳماتریس و برداری نرم� ١-١-٣
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس ۴-١-١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . محدب مجموعه�های و تواب΄ ١-٢
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بهینه�سازی از ͳمقدمات ١-٣
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم درجه برنامه�ریزی ١-٣-١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم درجه ͳمخروط برنامه�ریزی ١-٣-٢

١٢ پشتیبان بردار ماشین�های ٢
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماشین یادگیری ٢-١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یادگیری روش�های ٢-١-١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳخط دسته�بندی ٢-١-٢
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳخط رگرسیون ٢-١-٣
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه فضای و هسته تاب΄ ٢-٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه فضای در یادگیری ٢-٢-١
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسته تاب΄ ساخت ٢-٢-٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پشتیبان بردار ماشین�های ٢-٣

ت



٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاشیه بیشترین با دسته�بندی�کننده ٢-٣-١
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه فضای در دسته�بندی ٢-٣-٢
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نَرم حاشیه ٢-٣-٣

۴١ استوار دسته�بندی ٣
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ٣-١
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عدم�قطعیت دارای مدل�های ٣-٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳخط استوار دسته�بندی ٣-٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳغیرخط استوار دسته�بندی ۴-٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوار رگرسیون ۵-٣
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوار ͳخط رگرسیون ١-۵-٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوار ͳغیر�خط رگرسیون ٢-۵-٣

۵٣ پشتیبان بردار ماشین الΎوریتم�های پیاده�سازی ۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داده�ها پردازش پیش ١-۴
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هسته انتخاب ٢-۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SMO الΎوریتم ٣-۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی نتای; و آزمایشات ۴-۴
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کار ادامه برای پیشنهاد

٧٠ مناب΄

ث



لیستجداول

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳمعمول دسته�بندی در آموزش زمان ١-۴
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسئله. هر مناسب پارامترهای ٢-۴
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش چهار آزمایش و آموزش دقت درصد ٣-۴

ج



لیستتصاویر

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نقطه. دو برای ͳهندس حاشیه ٢-١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حاشیه. بیشترین با ابرصفحه و ͳآموزش مجموعه حاشیه ٢-٢
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دسته�بندی. مسئله برای کمبود متغیرهای ٢-٣
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی. Έی ͳخط رگرسیون تاب΄ ۴-٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشخصه. فضای به ورودی فضای نΎاشت ۵-٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پشتیبان. بردارهای و حاشیه بیشترین با ابرصفحه ۶-٢

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوار و ͳمعمول دسته�بندی�کننده ٣-١

۵٧ . . . . . . آزمایش و آموزش فازهای در بهتر دسته�بندی�کننده Έی و ͳابربرازش دسته�بندی�کننده Έی ١-۴
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ͳخط تساوی قید با کران قیود ترکیب ٢-۴
۶۶ . . . . . . . . . . bcw مسئله برای اغتشاش بالای کران برحسب آزمایش و آموزش دقت درصد ٣-۴
۶۶ . . . . . . ionosphere مسئله برای اغتشاش بالای کران برحسب آزمایش و آموزش دقت درصد ۴-۴
۶٧ . . . . . . . . . sonar مسئله برای اغتشاش بالای کران برحسب آزمایش و آموزش دقت درصد ۵-۴

چ



١

پیشΎفتار:

به مربوط مسائل از بسیاری و است کامپیوتر علوم خصوص به علوم حوزه در مهم مسائل از دسته�بندی مسئله

استخراج زمینه�های در دسته�بندی کرد. مطرح دسته�بندی مسئله Έی صورت به م�ͳتوان را ͳپیش�بین و تشخیص

مسائل برای کارا روش�های از ͳی .[١٠] دارد ͳاساس بیوانفورماتیΈنقش و ماشین ͳبینای تشخیصالΎو، داده�ها،

آن ͳخط مدل که شد ارائه ١Έواپنی توسط بار اولین روش این است. پشتیبان بردار ماشین�های روش دسته�بندی،

نزدی�Έترین و ابرصفحه بین فاصله که طوری به کند جدا هم از را مجموعه دو که است ابرصفحه�ای یافتن شامل

تعمیم نیز ͳخط غیر حالت به هسته تاب΄ از استفاده با را روش این دستیارانش و Έواپنی شود. ماکزیمم آن به نقاط

حاضر حال در .[٣٣ ،٣٢ ،١٠] کردند بیان ͳخط قیود با دوم درجه برنامه�ریزی یΈمسئله صورت به را آن و دادند

ماشین�های است. شده تبدیل رگرسیون و دسته�بندی مسائل حل برای قدرتمند ابزاری به پشتیبان بردار ماشین�های

که است آن بر فرض وجود این با است، سراسری نوع از آن�ها ͳΎبهین و دارند ͳبالای پذیری تعمیم پشتیبان بردار

نیست. طور این ͳواقع دنیای در که ͳحال در هستند، ͳقطع روش، این در رفته بار داده�های

ورودی داده�های دقیق شناخت مان΄ است ممن مدلسازی خطای و نمونه�برداری خطای اندازه�گیری، خطای

اثرگذار مسئله جواب بر م�ͳتواند عدم�قطعیت این و هستیم مواجه داده�ها عدم�قطعیت با مسائل اغلب در بنابراین شود.

در ͳناقطع ضرایب توصیف برای را عدم�قطعیت کران�دار و محدب مجموعه�های ٣ͳنمیروفس و بِن�تال٢ باشد.

تحت بهینه�سازی روش Έی عدم�قطعیت، مجموعه�های این از استفاده با آن�ها کردند. ͳمعرف ͳریاض برنامه�ریزی

جمله از مختلف زمینه�های در مفهوم این .[۶] نامیدند استوار بهینه�سازی را آن و دادند پیشنهاد ͳناقطع داده�های

.[٣١ ،٣٠] است شده استفاده دسته�بندی مسائل

برابر در که م�ͳآوریم دست به را ͳپشتیبان بردار ماشین�های استوار، بهینه�سازی از بهره�گیری با پایان�نامه این در

و ͳجبرخط از ͳمقدمات اول فصل در است: زیر صورت به پایان�نامه این ساختار استوارند. داده�ها عدم�قطعیت

نظر در با سوم فصل در دارد. اختصاص پشتیبان بردار ماشین�های ͳمعرف به دوم فصل م�ͳشود. بیان بهینه�سازی

نیز چهارم فصل در م�ͳشود. بیان پشتیبان بردار ماشین�های استوار مدل ورودی، داده�های در عدم�قطعیت گرفتن

پایان�نامه این در شده مطرح استوار دسته�بندی و دسته�بندی الΎوریتم�های اجرای و پیاده�سازی به ͳعمل طور به

بهینه�سازی الΎوریتم از فصل این در همچنین م�ͳبریم. بار ͳواقع مسئله چندین حل برای را آن�ها و م�ͳپردازیم

١V.N. Vapnik ٢A. Ben-Tal ٣A. Nemirovski



٢

از حاصل دوم درجه برنامه�ریزی مسئله حل برای ابتاری ͳروش که است شده استفاده (SMO) دنباله�ای١ مینیمال

است. سری΄ بسیار دوم درجه مسائل حل Έکلاسی روش�های با مقایسه در و است ͳمعمول دسته�بندی

١Sequential minimal optimization



١ فصل

بهینه�سازی و ͳخط نیازهایجبر پیش



۴ بهینه�سازی و ͳخط جبر نیازهای پیش .١ فصل

قرار استفاده مورد بعدی فصل�های در که را بهینه�سازی و ͳخط جبر قضایای و تعاریف ͳبرخ فصل این در

م�ͳکنیم. بیان م�ͳگیرند،

ͳخط جبر از ͳمقدمات ١-١

برداری فضای ١-١-١

و جم΄ عمل دو با V مانند مجموعه�ای F میدان روی (ͳخط فضای (یا برداری فضای Έی تعریف١-١-١.

ͳتایی عضو م�ͳدهیم نشان (x+ y) با که y و x جم΄ ، x, y ∈ V هر ازای به که طوری به است اسالر ضرب

عضو م�ͳدهیم نشان αx با که x در α اسالر ضرب ،α ∈ F هر و x ∈ V هر ازای به همچنین باشد، V در

م�ͳکند: صدق زیر شرایط در که باشد، V در ͳتایی

.x+ y = y + x ،x, y ∈ V هر ازای به .١

.(x+ y) + z = x+ (y + z) ،x, y, z ∈ V هر ازای به .٢

.x+ ۰ = x ،x ∈ V هر ازای به که باشد داشته وجود V در ۰ چون عضوی .٣

.x+ y = ۰ که طوری به باشد داشته وجود y ∈ V ،x ∈ V هر ازای به .۴

.۱x = x ،x ∈ V هر ازای به .۵

.(αβ)x = α(βx) ،x ∈ V هر و α, β ∈ F هر ازای به .۶

.α(x+ y) = αx+ αy ،x, y ∈ V هر و α ∈ F هر ازای به .٧

.(α + β)x = αx+ βx ،x ∈ V هر و α, β ∈ F هر ازای به .٨

رویRم�ͳدهد. برداری یΈفضای تشیل مؤلفه�ای اسالر ضرب و جم΄ عمل دو Rnبا مجموعه مثال١-١-٢.

برداری یΈفضای اسالر ضرب و ماتریس�ها جم΄ عمل دو با ͳحقیقm×n ماتریس�های همه مجموعه همچنین

م�ͳدهند. نشان Rm×n یا Mm×n(R) با که است R روی

که است ͳتابع V روی ͳداخل ضرب Έی باشد. F روی برداری فضای Έی V کنید فرض تعریف١-١-٣.

هر و x, y, z ∈ V هر ازای به که طوری به م�ͳدهد نسبت F در < x, y > چون اسالری ،x, y ∈ V هر برای

باشیم: داشته c ∈ F

.< x+ y, z >=< x, z > + < y, z > .١



۵ بهینه�سازی و ͳخط جبر نیازهای پیش .١ فصل

.< cx, y >= c < x, y > .٢

است. مختلط مزدوج ͳمعن به «¯» علامت آن در که ، < x, y >=< y, x > .٣

.< x, x > > ۰ آنΎاه x ̸= ۰ اگر .۴

م�ͳکنیم تعریف ،Rn در y = (y۱, . . . , yn) و x = (x۱, . . . , xn) ازای به .۴-١-١ مثال

< x, y >=
n∑
i=۱

xiyi.

به و م�ͳنامند Rn استاندارد ͳداخل ضرب را این است. R روی Rn فضای در ͳداخل ضرب Έی این ͳروشن به

م�ͳدهند نشان زیر صورت

< x, y >= xTy.

دارد. نام ͳداخل ضرب فضای باشد، شده مجهز ͳداخل ضرب Έی به که برداری فضای Έی تعریف١-١-۵.

است ͳداخل ضرب فضاهای معروف�ترین از ͳی استاندارد، ͳداخل ضرب با Rn برداری فضای .۶-١-١ مثال

م�ͳنامند. ͳاقلیدس فضای را آن که

صورت به را x طول یا نُرم ،x ∈ V هر ازای به باشد. ͳداخل ضرب فضای Έی V کنید فرض تعریف١-١-٧.

م�ͳشود تعریف زیر

∥x∥ =
√
< x, x >.

Rn ͳاقلیدس فضای در x بردار برای .١-١-٨ مثال

∥x∥ =
√
< x, x > =

(
n∑
i=۱

x۲
i

) ۱
۲

,

م�ͳنامند. ͳاقلیدس نرم را آن که

دار نرم فضاهای ١-١-٢

در نُرم Έی f : V → R تاب΄ اینصورت در باشد، R روی برداری فضای Έی V کنید فرض تعریف١-١-٩.

باشد: زیر خواص دارای هرگاه م�ͳشود نامیده V

. f(x) ≥ ۰،∈ V هر ازای به .١

.x = ۰ اگر فقط و اگر f(x) = ۰ .٢

.f(αx) =| α | f(x) ،x ∈ V و α ∈ R هر ازای به .٣



۶ بهینه�سازی و ͳخط جبر نیازهای پیش .١ فصل

.f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) ،x, y ∈ V هر ازای به .۴

دارای که برداری فضای Έی .[١٣] هم�ارزند (١-١-٩) و (١-١-٧) تعاریف که کرد ثابت م�ͳتوان ͳآسان به

م�ͳنامند. دار نرم فضای باشد، نرم Έی

ͳماتریس و برداری نرم� ١-١-٣

که است ∥.∥ : Rn → R پیوسته و ͳحقیق تاب΄ صورت به برداری نرم Έی ،Rn فضای در تعریف١-١-١٠.

کند: صدق زیر شرایط در

.x = ۰ اگر فقط و اگر ∥ x ∥= ۰ و ∥ x ∥≥ ۰ ،x ∈ Rn هر ازای به .١

.∥ αx ∥=| α |∥ x ∥ ،α ∈ R و x ∈ Rn هر ازای به .٢

.∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ ،x, y ∈ Rn هر ازای به .٣

م�ͳکنیم. ͳمعرف Rn فضای برای را مهم برداری نرم چند ادامه در

مجموع: نرم یا Έی نرم .١

∥ x ∥۱=
n∑
i=۱

| xi | .

:ͳاقلیدس نرم یا دو نرم .٢

∥ x ∥۲=

(
n∑
i=۱

x۲
i

) ۱
۲

.

ماکزیمم: نرم یا ب�ͳنهایت نرم .٣

∥ x ∥∞= max
۱≤i≤n

| xi | .

:p ⩾ ۱ برای هولدر نرم یا p−نرم .۴

∥ x ∥p=

(
n∑
i=۱

xp
i

) ۱
p

.

صورت به هولدر نامساوی هولدر، نرم مهم ویژگ�ͳهای از ͳی

|xTy| ⩽ ∥x∥p∥y∥q

. ۱
p
+ ۱

q
= ۱ و ۱ ⩽ p, q ⩽∞ آن در که است

است هولدر نامساوی از ͳخاص حالت کوشͳ-شوارتز نامساوی

|xTy| ⩽ ∥x∥۲∥y∥۲.



٧ بهینه�سازی و ͳخط جبر نیازهای پیش .١ فصل

∥.∥ : Rm×n → R پیوسته و ͳحقیق تاب΄ صورت به ͳماتریس نرم Έی ،Rm×n فضای در تعریف١-١-١١.

کند: صدق زیر شرایط در که است

باشد. صفر ماتریس A اگر فقط و اگر ∥ A ∥= ۰ و ∥ A ∥≥ ۰ ،A ∈ Rm×n هر ازای به .١

.∥ αA ∥=| α |∥ A ∥ ،α ∈ R و A ∈ Rm×n هر ازای به .٢

.∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ ،A,B ∈ Rm×n هر ازای به .٣

م�ͳکنیم تعریف بΎیرید، نظر در را ∥.∥p برداری نرم و Am×n ماتریس

∥A∥p = max
x̸=۰

∥Ax∥p
∥x∥p

.

به توجه با م�ͳنامند. برداری نرم با سازگار ͳماتریس نرم را نرم این دارد. را ͳماتریس نرم خواص تمام تعریف این

آنΎاه: ،A ∈ Mm×n(R) کنید فرض آورد، دست به را زیر ͳماتریس نرم�های م�ͳتوان ͳسادگ به برداری نرم�های

م�ͳشود. نامیده ͳستون مجموع ماکزیمم نرم که ، ∥ A ∥۱= max۱≤j≤n

∑m
i=۱ | aij | .١

م�ͳشود. نامیده سطری مجموع ماکزیمم نرم که ، ∥ A ∥∞= max۱≤i≤m

∑n
j=۱ | aij | .٢

بزرگترین دهنده نشان λmax

(
ATA) آن در و م�ͳشود نامیده ͳطیف نرم که ، ∥ A ∥۲=

√
λmax (ATA ) .٣

است. ATA ویژه مقدار

م�ͳشود تعریف زیر صورت به که است فروبنیوس١ نرم معروف، ͳماتریس نرم�های از دیΎر ͳی

∥ A ∥F=

(
m∑
i=۱

n∑
j=۱

a۲
ij

) ۱
۲

.

نیست. سازگار برداری نرم Ϳهی با نرم این اما

ماتریس ۴-١-١

باشیم داشته x ناصفر بردار هر برای هرگاه گویند مثبت معین را A متقارن ماتریس تعریف١-١-١٢.

xTAx > ۰.

.xTAx ⩾ ۰ ،x هر ازای به اگر است مثبت �معین نیمه A متقارن ماتریس همچنین

ماتریس آنΎاه باشد،� مثبت معین ͳماتریس A ∈ Rn×n کنید فرض .(٢ͳچولس (تجزیه ١-١-١٣ قضیه

که طوری به دارد وجود مثبت اکیداً قطری درایه�های با R ͳمثلث بالا

A = RTR.
١Frobenuis ٢Cholesky factorization



٨ بهینه�سازی و ͳخط جبر نیازهای پیش .١ فصل

شود. رجوع [١۵] به برهان.

تجزیه ͳکل حالت در باشد. مثبت معین نیمه و متقارن اگر تنها و اگر م�ͳشود ͳچولس تجزیه A ͳمربع ماتریس

نیست. یتا مثبت معین نیمه ماتریس�های ͳچولس

متعامد ماتریس�های آنΎاه ،A ∈ Rm×n کنید فرض .((SVD)ین١ت مقدار (تجزیه ١۴-١-١ قضیه

U = [u۱, . . . , um] ∈ Rm×m, V = [v۱, . . . , vn] ∈ Rn×n

که طوری به دارند وجود

UTAV = diag(σ۱, σ۲, . . . , σp) ∈ Rm×n,

.σ۱ ≥ σ۲ ≥ ... ≥ σp ≥ ۰ و p = min{m,n} آن در که

شود. رجوع [١۵] به برهان.

i-امین و چپ تین بردار i-امین ترتیب به را vi و ui بردارهای م�ͳنامند. A ماتریس تین مقادیر را ها σi

در که م�ͳدهند نشان A = UΣV T صورت به را A ماتریس تین مقدار تجزیه اغلب گویند. راست تین بردار

آن

Σ = diag(σ۱, σ۲, . . . , σp).

ویژه بردارهای q۱, . . . , qn و آن ویژه مقادیر λ۱, . . . λn و است مثبت معین A ∈ Rn×n ماتریس که ͳامΎهن

صورت به م�ͳتوان را تین مقدار تجزیه باشند، آن�ها وابسته

A = UΛUT

منطبق ویژه مقادیر با تین مقادیر حالت این در .Λ = diag(λ۱, . . . λn) و U = [q۱, . . . , qn] آن در که نوشت

م�ͳشوند.

مجموعه�هایمحدب و تواب΄ ١-٢

α ∈ [۰, ۱] هر و x, y ∈ S هر ازای به اگر است محدب S ⊆ Rn مجموعه تعریف١-٢-١.

αx+ (۱− α)y ∈ S.

گیرد. قرار مجموعه آن در آن، از نقطه دو هر بین واصل پاره�خط اگر است محدب مجموعه Έی ͳهندس لحاظ از

١Singular value decomposition



٩ بهینه�سازی و ͳخط جبر نیازهای پیش .١ فصل

هستند. محدب مجموعه�های از ͳنمونه�های زیر مجموعه�های .١-٢-٢ مثال

.{(x۱, x۲ ): x
۲
۱ + x۲

۲ ≤ ۱} .١

.b ∈ Rm و A ∈ Rm×n آن در که ،{x : Ax = b} .٢

.b ∈ Rm و A ∈ Rm×n آن در که ،{x : Ax = b, x ≥ ۰} .٣

.b ∈ Rm و A ∈ Rm×n آن در که ،{x : Ax ≤ b, x ≥ ۰} .۴

است. Rn از ͳناته و محدب زیر�مجموعه S آن در که بΎیرید نظر در را f : S → R تاب΄ تعریف١-٢-٣.

باشیم داشته ،α ∈ (۰, ۱) هر و x۱, x۲ ∈ S هر ازای به اگر است محدب S روی f تاب΄ گوییم

f (αx۱ + (۱− α)x۲ )≤ αf (x۱ )+ (۱− α )f (x۲ ).

و S در متمایز x۲ و x۱ هر برای اکید صورت به فوق نامساوی هرگاه گوییم محدب اکیداً S روی را f تاب΄

باشد. برقرار λ ∈ (۰, ۱) هر برای

باشد. محدب �S روی −f اگر گویند S روی مقعر را f : S → R تاب΄

مشتق�پذیر بار دو f : S → R تاب΄ و باشد Rn در ͳناته باز محدب مجموعه Έی S کنید فرض .۴-١-٢ قضیه

مثبت٢ معین نیمه S نقطه هر برای f هسیان١ ماتریس اگر فقط و اگر است محدب S روی f آنΎاه باشد. S روی

باشد.

شود. رجوع [۵] به برهان.

بهینه�سازی از ͳمقدمات ١-٣

که است دوم درجه ͳمخروط برنامه�ریزی و دوم درجه برنامه�ریزی نوع از بعد فصل�های در بهینه�سازی مسائل عمده

م�ͳشود. بیان دو این ͳکل شل بخش این در

دوم درجه برنامه�ریزی ١-٣-١

آن ͳکل شل ٣م�ͳنامند. دوم درجه برنامه�ریزی مسئله ،ͳخط قیود و دوم درجه هدف تاب΄ با بهینه�سازی مسئله Έی

است زیر صورت به
min
x

۱
۲
xTQx+ cTx

s.t. Ax = b,

Ex ⩽ d,

(١-١)

١Hessian matrix ٢Positive semidefinite ٣Quadratic programming



١٠ بهینه�سازی و ͳخط جبر نیازهای پیش .١ فصل

متغیر x ∈ Rn و معلوم d ∈ Rp Eو ∈ Rp×n ،b ∈ Rm ،A ∈ Rm×n ،c ∈ Rn ،Q ∈ Rn×n آن در که

صورت به (١-١) مسئله خاص حالت است. تصمیم

min
x

۱
۲
xTQx+ cTx

s.t. Ax = b,

x ⩾ ۰

(١-٢)

آن ͳشدن ناحیه اگر و است محدب مسئله Έی ،(١-٢) مسئله است. مثبت معین ماتریس Έی Q آن در که است

صورت به (١-٢) مسئله لاگرانژ دوگان .[٢٢] است ͳتایی سراسری مینیمم دارای آنΎاه باشد، ͳناته

max
x,y

− ۱
۲
xTQx+ bTα

s.t. −Qx+ ATy ⩽ c

(١-٣)

م�ͳکند. بیان (١-٢) مسئله برای را ١K.K.T ͳΎبهین شرایط زیر قضیه است.

اگر فقط و اگر هستند آن دوگان و (١-٢) مسئله بهینه جواب y و x .١-٣-١ قضیه

،Ax = b, x ⩾ ۰ .١

،−Qx+ ATy ⩽ c .٢

.xT (c+Qx− ATy) = ۰ .٣

شود. رجوع [٢٣] به برهان.

دوم درجه ͳمخروط برنامه�ریزی ١-٣-٢

م�ͳشود تعریف زیر صورت به k بعد از دوم٢ درجه مخروط Έی تعریف١-٣-٢.

Lk =

{[
u
t

]
| u ∈ Rk−۱, t ∈ R, ∥u∥ ⩽ t

}
.

به واحد دوم درجه مخروط k = ۱ برای است. معروف نیز لورنتز۴ مخروط یا ٣ͳبستن مخروط به Lk همچنین

است زیر صورت

L۱ = {t | t ∈ R, ۰ ⩽ t} .
١Karush-Kuhn-Tucker ٢Second-order cone ٣Ice-cream cone ۴Lorentz cone



١١ بهینه�سازی و ͳخط جبر نیازهای پیش .١ فصل

صورت به (SOCP) دوم١ درجه ͳمخروط برنامه�ریزی مسئله Έی ͳکل شل

min
x

fTx

s.t. ∥Aix+ bi∥۲ ⩽ cTi x+ di, i = ۱, · · · ,m
(۴-١)

di ∈ R و ci ∈ Rn ،bi ∈ Rki ،Ai ∈ Rki×n ،f ∈ Rn و است بهینه�سازی متغیر x ∈ Rn آن در که است

اولیه-دوگان ͳدرون نقطه الΎوریتم�های از دوم درجه ͳمخروط برنامه�ریزی مسائل حل برای هستند. مسئله داده�های

.[٣۶ ،٢١ ،١] م�ͳشود استفاده

١Second order cone programming


